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Calculo de variaciones
F. Andre Vaillo, J. M. Mazén Ruiz y S. Segura de Le6n

Objetivo: Consideremos un funcional de energia /: X(2) — R

() = / L(x, u(x), Vu(x))dx,
Q
a partir del Lagrangiano L : Q2 x R x R" — R. Dado un
subconjunto A C X(Q), ¢3Imingl(u)?

Método indirecto: estudio de puntos criticos, /'(u) = 0.
Método directo: teorema tipo Weierstrass, / € C(K).
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El método directo

Hilbert, Lebesgue, Tonelli

Teorema
X Banach reflexivo
[: X —=R
| débilmente semicontinuo inferior
| coercivo

= Iminxl(u)

Q abierto acotado C'
L:Q xR xR"” = R continuo Yup € WH9(Q)
L(x,z,-) convexo V(x, ) I min

Uo+ W 9(Q) I(u)
L coercivo (~ q)
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El método indirecto

Euler, Lagrange

Teorema

Sean ) abierto acotado C' y L : Q x R x R" — R lagrangiano
C2. Dado uy € W9(Q),

Ju = minuOJng,q(Q)/(u) = I'(u) =0.

Ecuacion de Euler-Lagrange (/'(u) = 0)

L(x, u(x), Vu(x)) = 3 (;)XLpi(x, u(x), Vu(x)) = 0
i=1 !

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.
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Funcionales no convexos

Funcional tipo / : H}(£2) — R dado por:

17 :
W)= [ IVul®+ | F)
Q Q
con a|z|Pt! < F(z) < A|z|P*!, para ciertos p,a, A > 0.
Ecuacién de E-L asociada:

—Au = F'(u)enQ,
u = 0 sobre 992.

Teorema (Caso 0 < p< 1)

3ming q)/(u) no nulo
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Funcionales no convexos

Teorema (Caso 1 < p < 2£2)

1f(2)] < c(1+|z|P) —Au=f(u)enQ
If'(2)| < c(1+|zIP7") } = { u=0 sobredQ
F(z)y<~v-f(z) -z tiene sol. no trivial.

Teorema (Caso p > 2+2)

Sea  abierto estrellado respecto al 0 de clase C'. Siu € C3(Q)
es solucion clasica de la ecuacion de E-L con

@ f(2) = |z|P~'z (Pohozaev) 6
o f(z) = |z|™2 + Az (A > 0),
entonces u = 0 en (.

ﬁ’ﬁ;»_ \e‘\‘
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Analisis armdnico

Oscar Blasco de la Cruz

@ Teorema de representacion de Riesz
© Funciones armoénicas

© Funcién conjugada

© Teoremas de interpolacién
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Teorema de representacion de Riesz

Teorema (Radon-Nikodym)
Sean 1,1 medidas no negativas y finitas sobre (X, ¥).

n < p= el (n) t-Q-n(E)—/ fd/LVEEij:}—f
E 1

Teorema (Frigyes Riesz)
X localmente compacto y Hausdorff, entonces

(Co(X)) = M(X) ~ ¥ 1y b(F) = /deﬂ VF € Co(X).

€
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Funciones armonicas

Transformada de Fourier y convolucion

Seanf,ge L'(T)y u € M(T),dados nc Zy t € T:

R 2r
o #(n) ::/O e (1 )g;

~ fi(n) ::Ae"”tdy(t)

2m
o (Fra)(t) = /0 f(t— $)g(s) 5

~ (o F)(t /ft—sdy
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Funciones armonicas

Nucleos de sumabilidad

Poisson: P(u)(re') := pu* Py(t) /P, (t—s)du(s

Dirichlet: dn(p)(t) == > A(k)e™ = Dy(t)

|k|<n
Fejel’: an(,u)(t) = Z <1 _ n‘—lﬁ‘l > Ia(k)elkt = p * Fn(t)
|k|<n

Teorema

on(p) 2=y Pr(u)——ﬂt

n—oo

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.
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Funciones armonicas

Caracterizacion

Definicion

u € C?(D) es arménica sii Au = 0 en D.

Teorema

Son equivalentes
@ u es arménica.
Q@ (PVM)uecCD)yvzeD,0<r<1—|z|

u(z) = /7r u(z + re’t);l;.

—T

© 3IF : D — C holomorfa con u = ReF.
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Funciones armonicas

Integral de Poisson

Definicion

pEM(T) ~ P2~ | P, vz eD

Teorema
P : Mg(T) — h'(D) es un isomorfismo isométrico.
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Funcién conjugada

Teorema de Marcel Riesz

Definicién (Armonica conjugada)

ue h' (D)~ e h'(D) t.g. u+ it € H(D) y U(0) =

Definicién (Funcién conjugada)

fel'(T)y u:=P(f) ~ f:= km i(re")

Teorema (Marcel Riesz)

1<p<oo=13C,>0tq. |Flp < Collflp ¥f € LP(T)

€
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Teoremas de interpolacién

Teorema (Marcinkiewicz)

Sean1 <py<py <oo,si T:LIX,v)— LIYX,v) esun
operador débilmente g-acotado para q = pg, p1, entonces esta
fuertemente p-acotado para todo py < p < p1.

Teorema (Riesz-Thorin ~~ M. Riesz)

Sean T : LPo(v) N LP'(v) — LPo(n) N LPi(n) un operador lineal
(Po, py)-fuerte y (p1, py)-fuerte, con1 < pg < p1 < oo y
1<py<pj<o0.Dado0 < a <1, T es(pa,p,)-fuerte donde
P (al igual que pl,) viene dado por:

1 1—-a « (1—a
_l’_i
Pa Po P Po
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables
Idea: analisis de una variable sobre espacios de Banach.
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables

Sumabilidad

Sumabilidad absoluta
Convergencia
Convergencia absoluta
Convergencia incondicional
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables

Teorema de Riemann
Teorema de Cauchy (de la media)
Teorema de Mertens

o
o
o
o Criterio de Stolz
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables

@ Familias sumables de funciones
Sumabilidad puntual
Sumabilidad uniforme

Sumabilidad absoluta y uniforme
Sumabilidad uniforme interna
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables

© Familias sumables de funciones

Continuidad

Series de potencias (en varias variables C)
Dominios de convergencia, de Reinhardt, propios y
completos

Holomorfia
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables
@ Familias sumables de funciones

o ldentidad de series de potencias
o Identidad de funciones holomorfas
e Férmula integral de Cauchy
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Espacios funcionales

Manuel Valdivia Urefia & Pablo Galindo Pastor

@ Familias sumables

@ Familias sumables de funciones
© Algebras de Banach

o Algebras de Banach (sobre C) unitarias

o Teoria espectral (basico)

e Espectro de un algebra de Banach conmutativa

M(A) :={¢: A— C : ¢ homomorfismo no trivial}
Transformada de Gelfand X(¢) := ¢(x)

Transformada de Fourier: Teorema de Gelfand-Wiener
f € C(T) con serie de Fourier abs. conv. = 1/f tmb.

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.



Calculo de variaciones
Analisis arménico
Espacios funcionales
Teoria de control

Analisis

Sumario

@ Analisis

@ Teoria de control

Cédric M. Campos efensa del D.



Calculo de variaciones
Analisis arménico
Espacios funcionales
Teoria de control

Analisis

Teoria de control
Hildebrando Munhoz

o { z(t) = Az(t) + Bu(t), t <0, z(0) =z
y(t) = Cz(t) + Du(t)
@ z(t)=T(t)zo + /t T(t— s)Bu(s)ds
0

@ Teoria de Cy-semigrupos (y aplicacion a EDPs)
@ Controlabilidad y observabilidad
@ Estabilidad, estabilizabilidad y detectabilidad

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.



Integracion en variedades y cohomologia
Topologia diferencial

De la geometria a la informatica y viceversa
Fibrados

Geometria

Sumario

9 Geometria
@ Integracién en variedades y cohomologia

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.



Integracion en variedades y cohomologia
Topologia diferencial

De la geometria a la informatica y viceversa
Fibrados
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Integracién en variedades y cohomologia
Olga Gil Medrano

@ Orientacién
@ Definicion
e Caracterizacion (existencia de una forma de volumen)
@ Orientacion de fronteras
@ Doble recubrimiento de una variedad no orientable

@ Integracion

e Definicion local (soporte compacto)
e Definicion global (particiones de la unidad)
e Importancia de la orientabilidad
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Teorema de Stokes

... Y consecuencias

Stokes /dw:/ w
D aD

Green/ Pdx + Qdy = /(aa—ap>dxdy

Gauss / dw = 0 para M compacta
M

Divergencia /divX-Q:/ i(X)Q
D o

Afdv = Vfdv (caso riemanniano)
D aD

PVM (a"fa,-,- + b’a,-) f=0en D cc M= extremos en D #=
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Cohomologia de DeRham

Geometria

Definicion
A(MY 25 AKFT(M)  ~ HE(M) = kerdi/im dy_

NUmeros de Betti by := dim HX(M)
Caracteristica de Euler-Poincaré xp := ZLO(—U"bk

Axiomas:
Q@ H(punto) =R
@ (homotopia) ¢ ~ 1 = ¢! = F
@ (union disjunta) M = | |, M, = H(M) =[], H(M.)
© (Mayer-Vietoris) M = U U V, existe un triangulo exacto P
H(M) — H(U) ® H(V) - HUN V) — H(M) E

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.




Integracion en variedades y cohomologia
Topologia diferencial

De la geometria a la informatica y viceversa
Fibrados

Geometria

Cohomologia de DeRham

Resultados

Teorema (Isomorfismo de Poincaré)

Du - H(M) = (Ho(M))*

Teorema (DeRham)

H(M) = H(\)

Corolario

M compacta = dim H(M) < oo

€y
Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.
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Topologia diferencial

Carmen Romero Fuster & Juanjo Nufo Ballesteros

@ Espacios de surtidores
Q Cpo(M.N):={feC(Up, Vq) : f(p)=aq}
@ Jpg(M,N) :=Ch o(M,N)/ ~
@ J(M,N) = pep.gen Joa(M. N)
© Topologias de Whitney
@ GX(M,N)densoen GS(M,N)paral < k<s
O M~ N M~ N
@ Mes(' siiesC>®

© Transversalidad

© Estabilidad
Sub™ (M, N), Inm$% (M, N), Inm5 (M, N), Sub®; (M, N).
© Teoria de Morse

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.
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De la geometria a la informatica y viceversa

Fibrados

Transversalidad

Seanf: M — Ny S < N, entonces

f4S = Tf(X)M: Tf(X)S—I—dxf(TXM) Vx € M.

Teorema (Transversalidad de R. Thom)
LBT SeanF: M x P — NyS — N, entonces
F 4S5 =3QC Pdensotalque Fg 4 SVq € Q.
TET {f € C>(R™ R") : f4 S} =C>®R"R")
TTT {f € C*(R™R") : jkf 4 S} = C=>(R™,R")

Nota: TTT ~ Teorema de inmersion de Whitney: M" — R2".
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Teoria de Morse

f € C(M",R)

Q@ = :={o=j"h(p) e J'(M,R) : dh(p) =0}
Q T :={peM: df(p)=0} = (') (¥)
© f c Morse(M) < d?f(p) >0Vpe %,

Q fcMorse(M) = j'f4%
© Morse(M) abierto y denso en C>*(M",R)

© Para M compacta: f es estable < f € Morse(M) con
valores criticos distintos.
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Teoria de Morse

Teorema (Intervalo regular)

Seaf: M — R con M compacta. Sean M, := f~'[a,b] y
MC = 1] — oo, c]. Si Mia,p) No tiene puntos criticos, entonces

Q@ My~ (a)x[ab],
Q vcela b f'(c)~f(a),
© M2 c MP es un retracto de deformacion.

Teorema (Reeb)

Sea M" compacta, si existe f € Morse(M) con sdlo 2 puntos
criticos, entonces M ~ S" (homeomortas).
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De la geometria a la informatica y viceversa

Juan Luis Monterde Garcia-Pozuelo

Curvas y superficies de Bézier
@ Algoritmo de DeCasteljau: dado P = {P;}[_, C R?,

P/Q(t) = P ._ pn
A0~ - 01+ 1) 17O = RO
@ Polinomios de Bernstein
B(t) := (7) 1 —0"" ~ ap(t)=> B()P
i=0

@ Curvas y superficies racionales

22(1) = woBY(t)Po + - - + wnBA(t) Pn
P woBH(t) + -+ - + wnBA(t)

Cédric M. Campos Defensa del D.E.A.
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Superficies minimales

El problema de Plateau-Bézier

@ X minimal & A9X = 0 (operador de Laplace-Beltrami).
@ SiXesisoterma (E =Gy F =0), A9 = A.
@ Si una superficie de Bézier es armdnica, 2 filas (o
columnas) de la red de control determinan la superficie.

@ Representacion de Weierstrass (cartas isotermas):

° ¢ :=X,—iX,

o (isotermalidad) ¢ + ¢3 + ¢2 = E —2iF — G =0

o f=0¢1—ippyg=¢s/f(0h=gyw=gfdz)
@ Funcional de area A ~ funcional de Dirichlet D.

X =mn A, X, =mnD(n) — A(X,) — A(X)

@ Mascaras.
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Geometria

Fibrados

Vicente Miquel Molina

@ Fibrados diferenciables, sumersion:
T E— M.
© Fibrados vectoriales, fibras espacios vectoriales:
.9. E=TM= Ex=7""(x) = TyM.
© Fibrados principales, fibras grupos de Lie,
e.g. E=FM = E, = {bases de TyM} = GI(n,K).
© Fibrados asociados, definicién y existencia.

E(M,G) — A(M, F, G, E)
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De la geometria a la informatica y viceversa

Fibrados

Conexiones

Definiciones

@ Distribuciones horizontales,
TyE = ker(Tym) ® H, tal que (TyRg)Hy = Hug.
@ Conexiones lineales, V: T(E) = T(T*M ® E)
V(fs) =df @ s + Vs ~» Vx(fs) = (Xf)s + fVxs.
© Extensiébnde Varl(E® E)y T (E*),
V(s®t) = Vsat+saVt y (Vxo)(s) := X(#(8))—o(VxS).
© Conexiones métricas,

V<,>:0 = X<S,t>:<VXS,t>+<S,th>.
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Conexiones

Formas asociadas

@ Transformacion de curvatura RY € N(A°T*M @ E* @ E),
RY(X,Y)s:=VxVys—VyVxs— VxyS.
@ 1-formas de conexién w/ € I'(T*M),
Vei=w/ @ e ~Ve=wae.
@ 2-formas de curvatura Q/ € [(A2T*M),
RVei=Q/we~Re=Qxe.

© Ecuacion de estructura de Cartan,

dw/ =wf Awd + Qf wdw =wAw+ Q.
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Grupo de holonomia

Transporte paralelo

o
2]
o
o
o

Paralelismo de una seccion s € I'(E) a lo largo de una
curvac:[0,1] - M, Vs =0.

Transporte paralelo: 3! u € T'(E) paralela a lo largo de ¢
con u(0) = up. Tomo 7¢ : Uy € Eg(g) = Telo = U(1) € Egy).
Qx = {lazos de M en x},

Holx(V) := {7y : v € Qx}.

QY .= {lazos de M en x homotéticamente nulos},

Hol%(V) := {ry : v}

Hol%(V) < Holy(V) < GI(r,K)
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La ecuacion de Yang-Mills

@ C(E) := {conexiones sobre E},
CY(E) := {conexiones métricas sobre (E, g)}.

Q C(E) =V +TI(T*M® End(E)),
CI(E) = VO + T (T*M @ Ant(E)).

© Funcional de Yang-Mills con (M, g), (E, g) riemannianas y
M compacta:

© Ecuacién de Yang-Mills: V punto critico de F sii

(RV,dVB) =0 VBeAnt(E) = d"*RY =0.
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El Problema Isoperimétrico en Espacios de Minkowski

Optimizando el Volumen

Problema

En un espacio de Minkowski (V.|| ||), ¢cudl es el cuerpo que
tiene mayor volumen fijada el area de su frontera? En otras
palabras, ¢;existe un cuerpo | tal que

volumen(/) > volumen(K),

para todo cuerpo K con area(0K) = area(dl)?
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La Solucion al Problema Isoperimétrico

El Isoperimétrice

Teorema

SeaQ € N"V* y seaw € |N"~'V*| positiva tal que
B:={veA" 'V : w(v) <1}
es un cuerpo de referencia. Entonces, el cuerpo de referencia
I:= (ig(B)*c V

es el isoperimétrice para 1 y w, i. €. para cualquier otro cuerpo
de referencia K C V tal que area(0K) = area(dl), tenemos

volumen(K) < volumen(/).
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Un Ejemplo de Isoperimétrice |

Las Nociones de Busemann y Holmes-Thompson

Figura: Bola unidad
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Figura: Busemann

"Imagenes extraidas del lioro de Thompson.
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La Féormula Clasica de Crofton

Teorema (M. W. Crofton, 1868)

Si~ es una curva rectificable en el plano, entonces su longitud
viene dada por la férmula

longitud(~y) :/ #(yNr)dr,
rerR

donde R es el espacio de rectas afines del plano y dr es una
medida invariante bajo la accion del grupo euclideo.

Nota: la medida dr es independiente de la curva ~ elegida.
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Fibrados Dobles

Un fibrado doble es una estructura del tipo B - r,

cumpliendo:
@ 7 :A— Bym: A—T son fibrados diferenciables;

El conjunto A se llama espacio de incidencias y dos puntos
b € By~ €T se dicen incidentes si m; ' (b) N7, ' (v) # 0.
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cumpliendo:
@ 7 :A— Bym: A— T son fibrados diferenciables;
@ 7 x 7 : A— B x T es una subvariedad regular;
Q paratodobe By~ €T, B, :=m(m, ' (v)) C By
Iy := mo(m; '(b)) C T son subvariedades.
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Un Ejemplo en el Espacio de k-Planos

Ejemplo
Hik(R™)

@ Hk(R") espacio de k-planos afines
@ A={(x,)\) e R" x H(R") : x € \}
@ 7; proyecciones naturales
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La Férmula de Crofton Moderna

La Transformada de Gelfand

Definicion

Sea B<—— A—2~T un fibrado doble tal que las fibras de
tienen dimension r > 1. Sea ® € DX(T) (con k > r), se llama
transformada de Gelfand de ¢ a w1, 75® € DK="(B).
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La Férmula de Crofton Moderna

La Transformada de Gelfand

Definicion
Sea B<—— A—2~T un fibrado doble tal que las fibras de

tienen dimensiéon r > 1. Sea ¢ ¢ Dk(r) (con k > r), se llama
transformada de Gelfand de ¢ a w1, 75® € DK="(B).

Idea: asignar a b € B el peso de los v € I incidentes con él.

Teorema (Férmula de Crofton)

Si & es de orden maximo sobreT y N — B es tal que
dim(N) = codim(B,), entonces:

/ T1:To® = #(NN B,). g
N vyer {
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La Férmula de Crofton Moderna

Consecuencias

Chern G/H-<—""G/(HNK) 22— G/K,

/ 71'1*71';(1)—/ #(Nﬁ ByK)CD
N yKeG/K

Clasica E~<—— A—2 Hp_x

volg(N) = c/ #(INN )P,k

yE€Hn_k

Cauchy volk(N) = c/ VOl 4 p—n(y N N)dp
YEHp
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Métricas Finsler

Métricas Infinitesimalmente Minkowskianas

Definicion
Sea M" una variedad diferenciable. Una métrica Finsler es una
aplicacion F : TM — R, tal que:

Q@ F eC>®(TM\ ©), donde © es la seccién nula de TM;

@ F, es una norma no-degenerada en TyM para todo x € M.

@ En un espacio de Minkowski (V, B) tal que Bes C>® y
fuertemente convexa, Fx(v) := ||v||g-

@ En una variedad riemanniana (M, g), Fx(v) :=
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Espacios de Finsler Proyectivos

Espacios Geodésicamente Rectos

@ longitud(y f F(y(t),~'(t)dt = [ F
Q dist(x, y) = |nf{long|tud(7) : ~ es un arco uniendo x e y}

Definicion

Un mérica Finsler Proyectiva es una métrica Finsler F sobre R”
para la cual las rectas son las Unicas geodésicas para la
distancia asociada. Al para (R”, F) se le dice espacio de
Finsler proyectivo.

Ejemplo

Un espacio de Minkowski (V, B) tal que B es C* y fuertemente | 7~
convexa.
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Formulas de Cauchy-Crofton

en Espacios Finsler Proyectivos

Teorema

Sea (R", F) una espacio de Finsler proyectivo.

@ Existe una densidad ®,_y € D(H,_x) (con1 <k <n-1)
tal que, para cualquier k-subvariedad N c R", se tiene

area,’jT(N):/A ) #(NN AP,k
€HMn—_k

@ Existe una densidad ®,_ € D(H,_x) (con1 < k<n-2)
y una constante c,  tales que, para cualquier
hipersuperficie N c R", se tiene

area!’’ 1(N)—c,,k/ area’" (NN NP, .
)\EHn k
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Densidades de Crofton y Proyectivas

Una densidad ¢ € DX(R"), con 1 < k < n— 1, es una densidad

@ de Crofton si existe ® € D(H,_x) tal que

o s

@ proyectiva si todos los k-planos de R” son extremos de

N — / ¢
N
Teorema
Toda densidad de Crofton es proyectiva.
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@ De ahora en adelante:

e Concesién de una beca FPI en el IMAFF - CSIC, bajo la
orientacién del Prof. Manuel de Leon.

o Geometria fisica, geometria mecanica, control 6ptimo...

e Iniciacion a la investigacion con la asistencia a diversos
congresos y preparacion de seminarios sobre temas afines.
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@ Por ahora:

e Licenciatura y DEA en la Facultad de CC. Matematicas
bajo la orientacion del Prof. Vicente Miquel.

e Estancia en Francia como estudiante Erasmus. Trabajo de
investigacion sobre el teorema de
concentracion-compacidad de Lions.

e Estancia en Brasil estudiando temas de control 6ptimo
desde un punto de vista analitico.

@ De ahora en adelante:

e Concesién de una beca FPI en el IMAFF - CSIC, bajo la
orientacién del Prof. Manuel de Leon.

o Geometria fisica, geometria mecanica, control 6ptimo...

e Iniciacion a la investigacion con la asistencia a diversos
congresos y preparacion de seminarios sobre temas afines.

e Preparacion de un trabajo con los profesores M. de Ledn y ‘*’i
M. Epstein sobre medios con microestrutura.
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