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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es conducir al lector, paso a paso, desde la geome-
tria convexa hasta los ultimos avances (que son también casi los primeros) en Geometria
Integral de espacios de Finsler. Por el camino aparecerd un estudio detallado, y dificil
de encontrar en la bibliografia, de los espacios de Minkowski y una visién nueva de la
Geometria Integral que unifica el punto de vista de Gelfand y su escuela con la de Blas-
chke, Chern y Santald. A continuacién indicamos con un poco de detalle el contenido de
los distintos capitulos de este trabajo, con algunas indicaciones de tipo histérico, con la
intencion de que esta vision resumida ayude a comprender la unidad de estas notas.

Geometria convexa y de Minkowski (Capitulos 1 a 3)

En el simposio de geometria realizado en la ciudad alemana de Siegen en 1978, el
gedmetra Rolf Schneider quiso transmitir una idea: lo rica que puede ser una teoria tan
s6lo con la definicidén de convexidad. Y es que es sorprendente lo mucho que se puede
hacer con esa simple definicion. La geometria convexa nacié como parte de la geometria y
evoluciond a lo largo de la historia hasta tener entidad propia, estando ademds relacionada
con multiples ramas de las matematicas: anélisis funcional, cdlculo variacional, teoria de
funciones complejas, teoria de control, teoria de grafos, criptologia, cristalografia, etc. En
el libro “Handbook of convex geometry” [29], P. M. Gruber da una imagen histérica de
la geometria convexa desde Euclides y Arquimedes, pasando por Brunn y Minkowski,
hasta nuestro tiempo. El propio matemdtico A. C. Thompson reconoce en “Minkowski
geometry” [50] que, para una breve introduccion histérica al tema, no hay nada mejor que
la introduccién realizada por T. Bonnesen y W. Fenchel en [7].

Las figuras convexas siempre han jugado un papel importante en la geometria.
Sin embargo, Brunn fue el primero en realizar una extensa investigacion de
aquellos objetos caracterizados solamente por propiedades convexas. En dos
trabajos: “Uber Ovale und Eifliichen” y “Uber Kurven ohne Wendepunkte”
aparecidos en 1887 y 1889; probd, conjuntamente a varios resultados sobre
cuerpos y regiones convexas, un teorema sobre las dreas de intersecciones de
un cuerpo convexo con planos paralelos. Este teorema en lo que habria de se-
guir se tornd fundamental. La importancia de este teorema fue enfatizado por
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Minkowski. En varios trabajos, en particular en “Volumen und Oberfliche”
(1903) y “Zur Theorie der konvexen Korper” (1911), Minkowski introduce
algunos conceptos basicos como la funcién de soporte, los volimenes mixtos
y otros. En ellos Minkowski cred las herramientas formales apropiadas pa-
ra abordar problemas sobre cuerpos y regiones convexas. Minkowski, sobre
todo, abri6 el camino a varias aplicaciones, especialmente el isoperimétrice
y otros problemas de optimizacién. Ademads, descubrié la cercana relacion
entre estos conceptos y teoremas sobre la determinacion de superficies con-
vexas por medio de sus curvaturas Gaussianas y probd profundos teoremas
en este aspecto.

Aunque la geometria convexa y de Minkowski son bastante extensas, veremos tan sélo
los resultados mads notables, ademds de aquellos que nos servirdn para establecer una base
fundamentada para los espacios de Finsler. Comencemos pues con la cldsica definicion
de conjunto convexo y afines.

Definicion 1.1 Sea V' un espacio vectorial y sea F' un subconjunto de V.

a. Diremos que F' es simétrico con respecto a v € V si, para todo punto w € F| se
tiene que v — (w —v) € F. En el caso particular en que v = 0, F se dird centrado.

b. Diremos que F' es un cuerpo si F' es un compacto con interior no vacio.

c. Diremos que F' es convexo si, para todo par de puntos de F', el segmento que los
une también estd en I, es decir:

[v,w] C F Yv,w € F.

d. Siendo F' convexo, se dice que un hiperplano afin H de V' es un hiperplano de
soporte de F'en v € OF si H corta a la clausura de F en v sin separarla (i.e. F —
(H N F) es conexo). Ademds, F se dird estrictamente convexo si todo hiperplano
de soporte de F corta a la clausura de F en un solo punto.

Es decir, un conjunto convexo F' es aquel que no tiene abolladuras en la frontera y un
hiperplano de soporte H es aquel que nos permite apoyar F' en €l. Si ademas podemos
hacer rodar F’ sobre H, significa que es estrictamente convexo (no tiene segmentos en su
frontera). Manipularemos mayormente cuerpos convexos y centrados o, abreviadamente,
c.c.c.’s. Estos conjuntos no son més que la bola unidad para alguna norma, es mds, hay
una relacién univoca entre c.c.c.’s y normas en V. Si K C V es un c.c.c., la norma que
genera (llamada funcional de Minkowski) viene dada por la ecuacion:

V|| :=mf{A>0:ve K} YvelV.

Un hecho importante es que el grado de diferenciabilidad de la frontera de K como subva-
riedad de V' estd directamente relacionado con el grado de diferenciabilidad de la norma
asociada, siendo ambos del mismo orden.

A partir de un c.c.c. se puede definir en el dual V'* otro c.c.c., el cuerpo polar.
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Definicion 1.10 Sea K C V un cuerpo convexo y centrado. Se llama cuerpo polar de K,
denotado K*, al subconjunto del espacio dual V'* definido por

K ={ceV*" : |¢(v)| <1V e K).

Puesto que el cuerpo polar se ha definido a partir de otro cuerpo, un objetivo inmediato es
estudiar las formas en que podemos relacionar ambos conjuntos. Como es de esperar, el
bipolar de un cuerpo coincide con el propio cuerpo.

Si observamos detenidamente la definicion de polar, se puede notar que en ella bastaria
utilizar la frontera de K en vez de todo el conjunto K. Luego, para conocer un cuerpo o
su polar basta conocer la frontera de alguno de ellos.

Corolario 1.8 (Teorema de soporte) Sean vy € 0K y & € OK* y consideremos los
hiperplanos afines

Hey ={veV : ({v)=1} y H,={{e V" : (v =1}
Son equivalentes:
a. He, soporta a K en vy.

b. H,, soporta a K* en &.

C. <£0,U0> =1

Realmente, este no es el teorema de soporte, sino una consecuencia. El teorema de sopor-
te establece la existencia del covector &, cumpliendo las propiedades anteriores para el
vector vg.

Puesto que la frontera de un cuerpo y su polar juegan un papel importante, trataremos
de estudiarlas en tanto que subvariedades de V. Ya hemos comentado que la diferencia-
bilidad de 0K esta ligada a la diferenciabilidad de la norma generada por K. ;Pero cémo
podemos relacionar la diferenciabilidad de 0K y 0K*? La solucion pasa por considerar
la transformada de Legendre con respecto a K, la cual (bajo ciertas condiciones) es una
biyeccién entre V' \ {0} y V*\ {0} que viene dada por la férmula

e
f(u)’

donde f es la norma generada por K. Notar que en ningin momento hemos considerado
un producto escalar y, por tanto, el concepto de ortogonalidad. Aun asi, esta aplicacion ha-
ce el papel de vector normal unitario' sobre OK . Utilizando la transformada de Legendre,
llegamos a demostrar el siguiente resultado:

L (u) = Vu # 0,

'La transformada de Legendre es tal que £ (u)|r,0x6 =0y ||[Lx(u)] 5. = 1.
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Teorema 1.32 Sea K un cuerpo convexo y centrado de clase C*, con k > 2, y sea f la
norma generada por K. Entonces, la frontera OK* de K* es una subvariedad embebida

de V* de clase C*=' si y sélo si el hessiano Hessf es definido positivo en todos los puntos
de OK.

Un ejemplo en el que esto no se cumple es la bola unidad de la norma 4, para la cual el
polar es la bola unidad de la norma 4/3 (en general, el polar de la bola unidad de la norma
p es la bola unidad de la norma ¢, siendo p y g conjugados). La bola unidad de la norma
4 es C* vy, sin embargo, la frontera la bola unidad de la norma 4/3 no es diferenciable
(en tanto que subvariedad). Esto es debido a que el hessiano de la norma 4 se anula en los
puntos cardinales de su bola unidad, i. e. no es definida positiva.

La frontera de un cuerpo C*> cumpliendo el anterior teorema se llaman ciclo de refe-
rencia. En este ambiente no necesariamente euclideo en el que nos movemos, los ciclos
de referencia reemplazan a las esferas. Ademds, si S es un ciclo de referencia, S* (la
frontera del polar del cuerpo que define a S) también es un ciclo de referencia, siendo la
transformada de Legendre, Lg : S — S, un difeomorfismo entre ellos.

Como ya hemos dicho, la geometria convexa se ocupa del estudio de los objetos con-
vexos. Hemos comentado también que todo cuerpo convexo y centrado estd relacionado
(univocamente) a una norma: el funcional de Minkowski. La geometria de Minkows-
ki se encarga justamente de estudiar la estructura y propiedades que obtiene un espacio
vectorial al dotarle de una norma. Un problema central en esta teoria es el problema iso-
perimétrico: entre todas los cuerpos convexos C* de drea prefijada, Acudl es el que tiene
mayor volumen? La solucion a este problema se conoce bajo el nombre de isoperimétrice.
Puesto que para determinar quién es el isoperimétrice, lidiaremos con medidas (dreas y
volimenes), haremos aqui un breve inciso para aclarar que tipo de medidas considerare-
mos.

En variedades diferenciables es comun integrar con respecto a formas diferenciables
y en andlisis con respecto a todo tipo de medidas. Una densidad es una medida con un
comportamiento similar al de una forma diferenciable. Por tanto, una densidad es un
objeto con una estructura lo suficientemente amigable para trabajar facilmente con ella,
pero con la ventaja de que se puede integrar sobre una variedad sin necesidad de que
esta sea orientable. Las densidades se definen en primer lugar en espacios vectoriales,
para extenderlas de forma clasica a variedades, asociando a cada punto una densidad del
espacio tangente.

Definicion 2.1 Sea 1 < k < n, una k-densidad ¢ (o densidad de orden k) en V' es una
aplicacion
k veces

—l—
O:Vx---xV-=DR

tal que dados vy, . .., v, € V linealmente independientes se tiene
O(Lvq, ..., Lug) = |det L| - ®(vy, ..., v),

para todo endomorfismo L del subespacio engendrado por los vectores vy, . . . , V.
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Definicion 2.9 Dada una variedad M de dimension n, sea 1 < k < n. Se dice que una
aplicacion continua ® : x*T'M — R es una k-densidad diferenciable sobre M, si ®(p, -)
es una k-densidad vectorial sobre T,M para todo punto p € M y si su restriccion al
abierto x*T M \ O es una aplicacion diferenciable, siendo

O={(v1,...,0) €ET,M x -+ xXT,M : pe Myrg(vy,...,v) <k}
Denotaremos D*(M) al conjunto de k-densidades diferenciables sobre M.

Una n-densidad que no se anula en ningtn punto se dice de volumen. Como ejemplo de
densidades tenemos las normas de un espacio vectorial o el valor absoluto de una forma
diferencial.

Volviendo a nuestro marco de espacios de Minkowski, queremos técnicas para calcu-
lar dreas y volimenes que respeten nuestras ideas de drea y volumen y que ademads sean
estables si perturbamos un poco la estructura minkowskiana del espacio.

Definicién 3.22 Una nocién de k-drea, con 1 < k < n — 1, para espacios de Minkowski
de dimension n, corresponde a una manera de asignar a cada espacio de Minkowski
(V, B) una k-densidad positiva area’, en V satisfaciendo los siguientes axiomas:
a. (Normalizacion) si B es un elipsoide, entonces area”fB es la k-densidad euclidea
estdndar;

b. (Linealizacion) si'T : (V,B) — (V', B") es una isometria entre espacios de Min-
k

kowski, entonces area®, = T*areak,, ;
¢. (Monotonia) si By B' son dos cuerpos convexos centrados y cuadrdticos en'V tales
que B D B', entonces areak, > areak,,;

d. (Continuidad) la asignacion de area’fg al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser
continua respecto de la distancia de Banach-Mazur.

La distancia de Banach-Mazur es una manera de cuantificar las diferencias entre dos
espacios de Minkowski o, de forma equivalente, de medir cuanto se parecen las bolas
unidad dadas por las respectivas normas. Cuando £ = n, empleamos el término nocion
de volumen y la notacion volp para area’;.

Estos conceptos de nocion de drea y volumen fueron abordados en primer lugar por
Busemann y, més tarde, por Holmes y Thompson. Busemann consideré unas nociones
tales que son constantes respecto de 53, luego la densidad de k-drea de Busemann ha de
ser tal que

k-Bus ,__ k-Bus __
BNE

para todo k-plano F 'y siendo xj, es el volumen euclideo de la k-esfera euclidea. Holmes
y Thompson tomaron la nocién dual a la de Busemann, lo que les llevo a la siguiente
definicion:
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Definicion 3.34 Sea llama nocién de k-area de Holmes-Thompson, paral < k <n—1,
a la nocion de k-drea que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad
definida por

vol((B N E)*;v)

areals ™ (v) 1= ,
R

para todo vector descomponible v = v; A --- Nv € ASV, siendo E = (vy, ..., vp).

La desigualdad de Blaschke-Santal6 establece que la nocion de Holmes-Thompson es mas
pequeiia que la de Busemann y que las densidades respectiva coinciden si y solamente si
B es un elipsoide, i. e. YEHT = k;, para todo k-plano E sii (V, B) es euclideo.

Ahora que tenemos claro nuestros conceptos de medida, podemos encuadrar mejor el
problema isoperimétrico. Puesto que en un espacio de Minkowski, todas las nociones de
volumen son iguales excepto por un factor constante, la solucion al problema isoperimétri-
co no depende tanto de la nocién de volumen elegida como de la nocién de area. Dado un
espacio vectorial V' 'y dado 2 € A"V*, consideremos el isomorfismo i : A"~V — V*,
dada por

io(vp A Avg_g)(u) == Qvy, ..., 0 1,u) Yu €V,

Teorema 3.37 Sea V' un espacio de Minkowski de dimension n. Supongamos que la no-
cion de volumen en V viene dada por una n-forma Q y supongamos que w es una (n—1)-
densidad positiva en V' tal que

B:={ve A"V : wl) <1}
es C*° y cuadrdticamente convexo. Entonces, el cuerpo convexo, centrado y C*>
I:=(iqg(B))" CV (1)

es el isoperimétrice para las nociones de volumen y drea dadas en 'V, 1. e. para cualquier
otro cuerpo convexo, centrado y C>* K C V tal que area(0K) = area(0I), tenemos

volumen(K') < volumen(7).

Hemos determinado quién es el isoperimétrice, aunque obtenerlo en la practica no
deja de ser algo complicado. Llegados aqui, un pregunta interesante seria saber cuando el
isoperimétrice es la propia bola unidad o, al menos, homotético. Esta pregunta tiene una
respuesta sencilla (en su forma) cuando se consideran las nociones de drea y de volumen
de Busemann y de Holmes-Thompson. Dado un punto u de la bola unidad B, sea E' el
hiperplano vectorial paralelo al hiperplano tangente a B en u. Consideremos ahora los
cuerpos en I dados por la interseccion de B con E 'y por la proyeccion de B sobre E
en la direccion de u. Denotemos finalmente por Cg(u) al cono de vértice u y base la
interseccion, y por Pp(u) al cono de vértice u y base la proyeccion. Con esta notacion,



XIX

Corolario 3.56 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
drea de Busemann. Sea Igs el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, By
Igys son homotéticos si 'y solo si

vol(Cg(u)) = constante,

para todo u € OB.
O en su version dual,

Corolario 3.61 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
drea de Holmes-Thompson. Sea Iyt el isoperimétrice asociado a estas nociones. Enton-
ces, By Iyt son homotéticos siy solo si

vol(Pg+(&)) = constante,

para todo £ € OB*.

Geometria integral (Capitulos 4y 5)

El gedmetra hingaro-austriaco Wilhelm Blaschke centré sus estudios en geometria
diferencial y cinematica, desarrollando ademd4s la teoria cldsica de geometria integral?.
En los afios 30 del siglo pasado impartia un seminario en la universidad de Hamburgo al
cual asistia el matematico espafiol Luis Antonio Santald, por aquel entonces atin no doc-
torado. Influenciado por las grandes e innovadoras ideas de Blaschke, Santal6 presentaria
finalmente su tesis “Nuevas aplicaciones del concepto de medida cinética en el plano y
el espacio” en Madrid en 1936, obteniendo asi el grado de doctor con una calificacién
excelente. Varios afios mds tarde publicaria su libro “Integral geometry and geometric
probability”, [45]. Uno de los problemas tratados en este texto es la generalizacién de un
conocido resultado dado por Morgan William Crofton en 1868: la longitud de una curva
en el plano es igual a la media integral del nimero de intersecciones entre la curva y rectas
cualesquiera.

Teorema (M. W. Crofton, [23]) Si v es una curva rectificable en el plano, entonces su
longitud viene dada por la formula

longitud(y) = %/ #(yNr)dr, ()
reR

donde R es el espacio de rectas afines del plano y dr es una medida invariante bajo la
accion del grupo euclideo.

ZVarios mateméticos de la época originaron esta teoria: M. W. Crofton, J. H. Poincaré y H. P. Cartan
destacan entre otros.
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La elecciéon de R y dr no es arbitraria. Se ha de coger todo el espacio de rectas afines
‘R por cuestiones de simetria y dr ha de ser invariante puesto que la longitud de una curva
es invariante bajo movimientos rigidos. Crofton fue el primero en considerar medidas en
conjuntos de objetos geométricos como las rectas o planos y establecer relaciones entre
estas medidas y otras cantidades geométricas como las longitudes o dreas.

En su trabajo inicial, incluido en el libro “Vorlesungen iiber Integralgeometrie” [6],
Blaschke desarrolla esta nueva idea de medidas geométricas. Muchos eran los que pen-
saban que las formulas que relacionaban dichas medidas con cantidades métricas estaban
estrechamente unidas a la naturaleza homogénea de los espacios geométricos. El propio
Poincaré hacia notar que las medidas mas relevantes eran aquellas que eran invariantes
bajo la accion del grupo que determina la geometria del espacio y, por ello, solamente
medidas de dicha clase deberian de ser consideradas en probabilidad geométrica. Conse-
cuentemente, un gran trabajo de investigacion se centré en determinar posibles generali-
zaciones de la férmula de Crofton a espacios homogéneos. Esto fue llevado a cabo por
Shiing-Shen Chern en 1940 en su trabajo pionero “On integral geometry in Klein spaces”,
[20]. Hasta los afios 60, todo el trabajo realizado en esta area utiliz6 las propiedades deri-
vadas de la homogeneidad hasta el limite. Ejemplos son [32, 44], o el compendio escrito
por Santald, [45], que ya hemos mencionado.

En los afios 60, Israil Moiseevic Gelfand y su escuela, basdndose en problemas de
ecuaciones diferenciales y algunos trabajos de Minkowski y Radon, crearon una teoria de
la geometria integral aparentemente desligada a la de la escuela de Blaschke. Para dicha
escuela, un problema en geometria integral, tenia la siguiente estructura: supongamos
que tenemos una familia de subvariedades de una variedad dada parametrizadas por otra
variedad, es decir, una familia del tipo

{B,CB:~vyel};

entonces toda funcién sobre B induce una funcién sobre I' del siguiente modo:

f(y) = ; f(z)dp, ().

Bajo ciertas condiciones f estd bien definida y la aplicacién f +— f se llama una trans-
formacion geométrica integral. Un ejemplo tipico y que estudiaremos mds adelante es la
transformada de Radon que asocia a una funcién sobre R”, medible y con soporte com-
pacto, su integral sobre hiperplanos. La geometria integral de Gelfand se encarga pues de
estudiar los nucleos, rangos y posibles férmulas de inversion de estas transformaciones.

En la segunda parte de este trabajo trataremos de llenar el hueco existente entre la
geometria integral de Blaschke y la de Gelfand. Si observamos con més detenimiento la
construccion del problema anterior, vemos que se puede establecer otra relacién entre B
y I' considerando la siguiente familia de subconjuntos:

I'y:={yel : be B,}.
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Si los conjuntos T, resultan ser subvariedades de I, entonces tenemos una familia {I", C
[' : b € B} de subvariedades de I" parametrizadas por B. Esta dualidad 1levé a Gelfand
y sus colaboradores (ver [27]) a estudiar el siguiente diagrama de fibrados:

A
B L,

donde A es la variedad {(b,7) € B € I' : b € B,} o, equivalentemente, {(b,7) € B €
[': v €Ty}, ydonde m; y my son las proyecciones naturales. Este tipo de diagramas se
llaman fibrados dobles, méds concretamente:

Definiciéon 4.1 Un fibrado doble es un conjunto formado por cinco elementos A, B, T,

T Yy o, como indica el diagrama
A
VN
B L,

los cuales estdn relacionados de la forma siguiente:
a. tanto ™ : A — B como 7y : A — T son fibrados diferenciables;
b. la aplicacion my X my : A — B x I es una subvariedad regular;

c. para todo b € By para todo v € T, los conjuntos B, := m(m;' (7)) C By
[y := mo(mr; (b)) C T son subvariedades.

El espacio total de ambos fibrados, A, recibe el nombre de espacio de incidencias. Dos
elementos b € By~ € I se dirdn incidentes si sus respectivas fibras se intersecan, es
decir, si m *(b) Ny H(y) # 0.

Un ejemplo sencillo y de gran importancia en lo que ha de seguir es el siguiente:
denotemos por E™ alguno de los espacios cldsicos (el euclideo, el esférico o el hiperb6-
lico de dimensién n) y sea Hy(E) el espacio de subvariedades totalmente geodésicas de
dimensién k de E. Entonces, tenemos un fibrado doble representado por el diagrama

A
v N
E Hy(E),

donde el espacio de incidencias viene dado por

A={(z,\) € Ex H,(E) : z €\}
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y donde las proyecciones 7; son las naturales.

Transformaciones tipicas en fibrados diferenciables son la retroaccién de una forma
diferencial de la base del fibrado a un forma del espacio total (pull-back) y la compresién
de una forma del espacio total a una forma del espacio base (integracion sobre fibras o
push-forward). En el marco dado por un fibrado doble, es 16gico considerar la transfor-
macion de una densidad en I' a una densidad en B, aplicando primero la retroaccién por
o, para después aplicar la compresion por 7.

Definicion 4.10 Sea
A
B r

un fibrado doble tal que las fibras de m tienen dimension r > 1. Si ® es una k-densidad
sobre " con k > r, entonces se llama transformada de Gelfand de ® a la (k —r)-densidad
1.5 D definida sobre B.

Un caso particular de la transformada de Gelfand es la transformada de Radon. Con
esta nueva herramienta, estamos en disposicion de generalizar la féormula de Crofton.
Nuestro objetivo es mostrar una férmula del tipo

volg(N) :/ #(B, N N)®,
~yel

para cualquier k-subvariedad IV de By siendo ¢ una densidad de volumen sobre I'. Notad
la analogia con la férmula original de Crofton, puesto que estamos calculando la media
integral del nimero de intersecciones de N (la curva) con subvariedades de B (las rectas)
parametrizadas por I' (pendiente y traslacion, S' x R). El volumen de N viene dado por
una integral respecto a una k-densidad sobre B. El problema radica pues en encontrar una
densidad independiente de la subvariedad N dada, pero ya tenemos una clara candidata.

Teorema 4.15 (Féormula de Crofton para fibrados dobles) Sea

/A
B r

un fibrado doble. Sea n = dim B y n — k = dim B, para todo v € I'. Sea ® una
densidad de orden mdximo sobre I y sea N C B una subvariedad de dimension k tal que
la integral

| #wnp)e
verl’
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existe. Entonces, dicha integral coincide con el volumen de N con respecto a la transfor-
mada de Gelfand de P, es decir:

/m*w;@:/ #(N N B,)d. 3)
N vyel

Teniendo ahora esta féormula general, seria interesante poder reencontrar las generali-
zaciones de la férmula de Crofton a espacios euclideos y espacios homogéneos debidas
a Santal6 y Chern (entre otros). En el caso de espacios homogéneos, hay que poner de
manifiesto el buen comportamiento que tiene la transformada de Gelfand cuando el fibra-
do doble es equivariante en sus dos ramas (equivariante bajo la accién del grupo de Lie
que da la estructura homogénea). La transformada de Lie lleva densidades invariantes en
densidades invariantes.

Teorema 4.19 (Férmula de Crofton para espacios homogéneos 4.19) Sea G un grupo
de Lie, sean H y K subgrupos cerrados de Gy consideremos el fibrado doble

G/(HNK)

G/H G/K,

donde T, y Ty son las proyecciones naturales. Sea n la dimension de G/H yn — k la
dimension de las fibras de 7. Si G/ K admite una densidad invariante de orden mdximo
® y H es compacto, entonces existe una k-densidad invariante ¢ sobre G | H tal que para
toda subvariedad N C G/H de dimension k se tiene

/]V¢:/yKGG/K#(NﬂByK)<I>.

. _ *
Es mds, ¢ = m.m59.

Cuando los espacios homogéneos tratados son los espacios cldsicos, entonces la den-
sidad dada por la férmula de Crofton para espacios homogéneos es tnica salvo un factor
constante, por serlo las densidades invariantes.

Teorema 4.23 (Férmula de Crofton para los espacios clasicos) Sea E uno de los tres
espacios cldsicos, siendo n su dimension, y sea G el grupo de isometrias correspondiente.
Si H,—i (con 1 < k < n) denota el espacio de subvariedades (n — k)-dimensionales
completas y totalmente geodésicas de /'y ®,_. es una densidad invariante sobre H,,_,
entonces existe una constante c que depende solamente de n, k y de la normalizacion de
D, tal que para toda subvariedad k-dimensional N C E se tiene que

volp(N) = c/ . #(NNy)P, .
Y€ —k
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Cuando Crofton estudié la féormula que llegd a demostrar, lo hizo viendo que esta
estaba detrds de la férmula integral de Cauchy, la cual da en su version mads sencilla el
area de una superficie en funcidn a la longitud de la interseccion de dicha superficie con
planos afines.

Teorema 4.28 (Férmula integral de Cauchy) Sea S C R? una superficie compacta de
clase C*>, entonces:

area(S) = —//\ . )longitud()\ N.S)du(N),
€H2(R3

donde j1 es la medida invariante estandar de Hy(IR?).

Esta férmula tiene una generalizacién que da el volumen de una k-superficie en fun-
cién del volumen de la interseccién de la k-superficie con superficies de dimensién mayor
a la complementaria (en R*, superficies con planos o hiperplanos, pero no con rectas).

Teorema 4.29 (Féormula integral de Cauchy generalizada) Sea B uno de los tres es-
pacios cldsicos: el eliptico, el euclideo o el hiperbolico, y sea G el respectivo grupo
de isometrias. Sea I',, con 1 < p < n = dim B, el espacio de las subvariedades p-
dimensionales completas y totalmente geodésicas de B, y sea ®, una densidad de orden
mdximo (medida) en I',,. Sea k un entero tal que 1 < k < nyk + p > n, entonces existe
una constante c que depende solamente de n, k, p y de la normalizacion de ®,, tal que
para toda subvariedad compacta k-dimensional N C B, se tiene

volg(N) = c/ VOlyspn (Y N N)D,,.
v€lp

La demostracion de estos dos ultimos resultado se basa en la utilizacién de morfismos
de fibrados dobles, que son una estructura por niveles de fibrados dobles. Puesto que en
cada nivel tenemos una formula de Crofton, la idea es relacionarlas de forma que en cierto
nivel podamos transformar una integral en una integral doble, pasando asi de una integral
del cardinal de intersecciones a una integral de una integral del cardinal de intersecciones,
esto es una integral de volimenes.

Otro marco para la formula de Crofton son los espacios de Finsler proyectivos. Un
espacio de Finsler es basicamente una variedad diferenciable la cual es infinitesimalmente
un espacio de Minkowski.

Definicion 5.1 Sea M™ una variedad diferenciable. Una métrica Finsler es una aplica-
cion F: TM — R, tal que:

a. F € C>(TM \ ©), donde © es la seccion nula de T'M;

b. F' es homogénea de grado 1 en la componente tangencial,i.e.six € M yv € T, M,

entonces.
F(z,t-v) =|t|- F(z,v), VteR,
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c¢. para todo punto x € M, el conjunto dado por:
B.M :={veT,M : F(z,v) <1}

es un cuerpo cuadrdticamente convexo y suave en T, M.

A priori, no tenemos definida una distancia sobre la variedad M, sin embargo, no es
dificil definir una utilizando la métrica Finsler asociada. Dados dos puntos =,y € M,
tomamos como su distancia el infimo de las longitudes de los arcos que unen dichos
puntos, es decir,

dist(z, y) := inf{longitud(y) : - es un arco uniendo = e y},

donde la longitud de los arcos v de M viene dada por la formula

b
longitud(~y) :/ F(fy(t),'y’(t))dt:/F.

Notad que la ultima integral tiene sentido puesto que se puede considerar a /' como una 1-
densidad sobre M. Cuando la variedad M es el espacio euclideo R" y la métrica asociada
F es tal que larectas son las tinicas geodésicas para la distancia arriba definida, se dice que
F es una métrica Finsler proyectiva o bien que (R",F") es un espacio de Finsler proyectivo.

Por la afinidad existente entre espacios de Finsler y espacios de Minkowski, es 16gico
apoyarse en las nociones de drea y de volumen de espacios de Minkowski para obtener
una definicién consistente de drea y volumen en espacios de Finsler. Entre las posibles
nociones de volumen (o k-drea) para espacios de Finsler, vamos a tomar aquella que a
cada punto de un espacio de Finsler le asocia la densidad de volumen (k-drea) de Holmes-
Thompson sobre el espacio tangente en dicho punto.

Con las consideraciones hechas hasta el momento, estamos en posicion de enunciar la
férmula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos.

Teorema 5.13 (Férmula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos) Sea F' una
métrica Finsler proyectiva en R"™ y sea k un entero tal que 1 < k < n—1. Entonces, existe
una densidad de orden mdximo (una medida con signo) ®,,_ sobre el espacio H,_;(R")
de los (n — k)-planos de R" tal que para cualquier subvariedad inmersa N C R"™ de
dimension k, se tiene

areay T (N) = / #(N NN,y 4)
AEH,, _1(Rn)

Como consecuencia de este resultado, tenemos la respectiva féormula de Cauchy para
espacios de Finsler proyectivos.
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Teorema 5.15 (Férmula de Cauchy para espacios de Finsler proyectivos) Sea F' una
métrica Finsler proyectiva en R"™. Sea k un entero tal que 1 < k < n — 2. Sea N C R"
una hipersuperficie compacta. Si ®,,_. es la densidad de H, _(R") dada en el teorema
5.13, entonces existe una constante c, i, que depende uinicamente de n 'y k tal que

areal’ (N) = cn,k/ area’™, [((NNA)®,_y.
AEH i (R™)
Para finalizar mostramos el estudio realizado por Gelfand y Smirnov en [28]. Estos
establecen que toda k-densidad de Crofton® ¢ es tal que los k-planos de R™ minimizan el
problema variacional N +— f N ¢, donde N es una k-subvariedad inmersa de R".

3Una k-densidad de Crofton es una k-densidaden R”®, con 1 < k < n—1, para la cual se establece una
férmula de Crofton, i. e. pertenece al rango de la transformada de Gelfand.
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Capitulo 1

Geometria convexa I

En este capitulo, vamos a trabajar tinicamente en espacios vectoriales de dimension
finita sobre el cuerpo de lo reales, teniendo en cuenta ademds las diversas estructuras que
podemos tener en estos. En primer lugar, tendremos en cuenta, como es obvio, la estruc-
tura vectorial. En segundo lugar, la estructura afin asociada. Para diferenciar formalmente
los subespacios en cada caso, hablaremos de k-planos vectoriales y de k-planos afines,
siendo cualquier k-plano vectorial un k-plano afin pasando por el 0. En tercer lugar y
no menos importante, tendremos en cuenta la estructura C* asociada, i. e. la estructura
inducida por cualquier identificacién isomorfa con el espacio euclideo real.

Al ser V' de dimension finita, existe un isomorfismo candnico entre V' y su bidual V' **,
la aplicacion

JveV — JuveV™

de modo que Jv(§) := £(v), para todo £ € V*. Cuando se considera ademds una norma
en V, esta induce una norma en V'*, y esta a su vez induce una norma en V"**. Para dichas
normas, J es una isometria. Si lo que se considera en V' es un producto escalar, entonces V'
es candnicamente isomorfo a VV*. Aunque no trabajaremos en espacios vectoriales dotados
de un producto escalar, emplearemos algunas técnicas que se abstraen de él y para ponerlo
de manifiesto, utilizaremos la notacién de producto en dualidad, es decir:

(€ v) = (v,8) = &(v) = Ju(),

paratodo { € V* ytodov € V.

Puesto que manipularemos asiduamente hiperplanos e hipersuperfices, |V designard a
lo largo del capitulo un espacio vectorial de dimensién n + 1, lo que nos hard més ligera
la notacién. Las tnicas k-superficies S de V' que consideraremos serdn las subvariedades
regulares! de dimensién k de V, es decir, las k-superficies para las cuales su estructura

'Una aplicacién f : N — M es una subvariedad si es una inmersién inyectiva. Si ademds f es abierta
sobre f(NN) con la topologia inducida por la de M, entonces se dird subvariedad regular o embebida. Se
dice que un subconjunto N de un variedad M es una subvariedad (regular), si se puede definir en /N una
estructura diferenciable y si con esa estructura la inclusién ¢ : N <— M es una subvariedad (regular).
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diferenciable es compatible con la estructura diferenciable de V. Se hace notar que, ya
que T,V = V paratodo v € V, TS se puede considerar como un subespacio vectorial de
V. En algunas ocasiones identificaremos el espacio vectorial tangente 77,5 con el espacio
afin tangente v + 7,5 a .S en v.

1.1. Definiciones basicas.

Comenzaremos dando algunas definiciones bdsicas para poder iniciar este tema.

Definicion 1.1 Sea V un espacio vectorial y sea F un subconjunto de V.

a. Diremos que F' es simétrico con respecto a v € V si, para todo punto w € F| se
tiene que v — (w —v) € F. En el caso particular en que v = 0, F se dird centrado.

b. Diremos que F' es un cuerpo si F' es un compacto con interior no vacio.

c. Diremos que F' es convexo si, para todo par de puntos de F', el segmento que los
une también estd en I, es decir:

[v,w]| C F Yov,w € F.

d. Siendo F' convexo, se dice que un hiperplano afin H de V' es un hiperplano de
soporte de F' en v € OF si H corta a la clausura de F en v sin separarla (i.e. F —
(H N F) es conexo). Ademds, F se dird estrictamente convexo si todo hiperplano
de soporte de F corta a la clausura de F' en un solo punto.

e. Un convexo I diremos que es 0-convexo si es un entorno convexo del (.

Nota 1.2 Todo hiperplano afin 4 de V' viene determinado por una aplicacién lineal £ €
V* y un escalar o € R tales que

H={veV : (&) =a}l.
Si denotamos
H ={veV : {v)>al y H ={veV : () <a},

entonces H es un hiperplano de soporte de un convexo cerrado F' siy solo si F' N H # ()
y,obien F C Ht,obien F C H™.

Pese a que uno quisiera postergar conceptos y resultados relativos a espacios de Min-
kowski para el capitulo §3, es imposible tratar la geometria convexa sin tratar con ellos.
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Definicion 1.3 Dado un cuerpo 0-convexo K de un espacio vectorial V', se llama funcio-
nal de Minkowski asociado a K a la aplicacion ||-|| ;- : V — R dada por

ol :=mf{A >0 : ve K} YvelV. (1.1)

Definicion 1.4 Una pseudonorma F' sobre un espacio vectorial V' de dimension finita n
es una aplicacion F' : V — R que verifica

a. F(v) > 0paratodov € V,y F(v) =0siiv =0,
b. F(A) =\ F(v) paratodo N € R,y

c. F(v+w) < F(v)+ F(w) para todo v,w € V.

Si la condicién b se verifica bajo la forma mds fuerte F'(Av) = |\| F'(v) para todo
A € R, tenemos la definicién usual de norma.

Teorema 1.5 Si K es un cuerpo 0-convexo, se tiene que ||-||, es una pseudonorma y
que K es la bola unidad para dicha pseudonorma. Si, ademds, K es centrado, entonces
|-l x es una norma. Reciprocamente, la bola unidad B de un espacio (pseudo)normado
(V,|I]]) es un cuerpo (centrado) 0-convexo, ademds el funcional de Minkowski asociado
a B coincide con la (pseudo)norma ||-|| de V.

Demostracion Haremos la demostracién para el caso K centrado y ||-|| - norma, pues la
demostracién del otro caso resulta evidente una vez visto este. Supongamos que K es un
cuerpo convexo y centrado de V. Por definicién, tenemos que ||-|| ;- es positiva (anuldn-
dose solo en 0) y positivamente homogénea de grado 1. Por tanto, sélo falta comprobar
la desigualdad triangular. Sean v,w € V, los cuales podemos suponer no nulos y sean
[vll < ey [lw|l, <3, entonces &, % € K. Consideremos ahora el siguiente elemento:

vtw  a v 6w

a+pB oz—l—ﬁoz—i_oz—i—ﬁﬁ'

Por ser esta una combinacién convexa de elementos de K y ser K convexo, dicha combi-
nacién ha de pertenecer también a K, luego v + w € (a + ) K y por tanto

lv+w|; <a+p.
Puesto que esto es cierto para todo o > ||v||, y paratodo 3 > ||w]| ., tenemos finalmente
o+ wll <ol + lwll -

Reciprocamente, supongamos que V' viene dotado de una norma ||-||. Esta norma de-
fine una topologia para la cual es continua, ya que por la desigualdad triangular se tiene

vl = el < v+ wl].
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Es bien sabido que en un espacio vectorial de dimension finita existe una tnica topologia
lineal y que en ella todas las normas son equivalentes, por tanto ||-|| también es continua
con respecto a la topologia inducida por la topologia usual euclidea. Y puesto que B es la
antiimagen del intervalo [0, 1], la bola unidad es un cerrado acotado con interior no vacio,
i. e. un cuerpo. Consideremos ahora dos elementos v, w de B, para cualquier combinacién
convexa de estos tenemos

[tv+ (1 =l < E]of + (1 =) [Jwl]

<
< 1

por tanto tv + (1 — t)w € By B es convexo. La simetria de B con respecto al 0 es
inmediata a partir de la paridad de la norma.

Finalmente, para ver que la norma ||-|| y 1a norma ||| 5 coinciden en V', basta observar
que ambas son positivamente homogéneas de grado 1 y que coinciden en la frontera de
B. O

Al funcional de Minkowski asociado a K, se le suele llamar también norma generada
por K. El teorema 1.5 establece que existe una relaciéon univoca entre las normas de un
espacio vectorial y los cuerpos convexos y centrados de dicho espacio, pudiendo ademads
expresar cada norma como en (1.1) siendo K su respectiva bola unidad. Un hecho intere-
sante es que el grado de diferenciabilidad de la norma generada por K estd directamente
relacionada con el grado de diferenciabilidad de la frontera de /.

Teorema 1.6 Sea K C V un c. 0-c. (cuerpo 0-convexo) y sea f la norma generada por
K, la hipersuperficie OK es de clase C* (con 'k > 1) si'y sélo si f es de clase CF.

Demostracion Supongamos en primer lugar que f es de clase C*. Por la homogeneidad
de la norma, tenemos necesariamente que d f,, # 0 para todo v € V' no nulo, ya que

d

=7l f((1+t)w) = 4 (1+1t)f(v) = f(v) >0siv#0. (1.2)

dfo(v) dt
t=0

Luego, 0K = f~1(1) es una subvariedad embebida® de V' de codimensién uno.

Sea ahora g una norma auxiliar C* y fuertemente convexa (e. g. la norma proveniente
de un producto escalar cualquiera) y sea S = g~'(1). Por lo ya demostrado, S es C*.
Supongamos que 0K es C* y consideremos la aplicacién

T™: 0K — V
Tenemos, por composicion, que 7 es una aplicacién inyectiva de clase C* y, ademds,
1 dg

Dr==~-Di—— i,
g g

2Esta es una consecuencia del teorema del rango constante. Para mds detalles, consultar [35].
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donde i : 0K — V es la inclusién. Deducimos de aqui que 7 es una inmersion ya que,
parau € 0K yv € T,0K

Dr,(v) =0 v =

‘u s v =0,

porque, si v # 0y estd en la direccién de u, entonces K no es 0-convexo. Por tanto, 7 es
un difeomorfismo de clase C* en su imagen con inversa

! S=7n(0K) — 0K

v — v/f(v).
Se comprueba facilmente que
g(v
o) =2
7(v ()
y que, por ser composicion de funciones de clase C*, f también lo es. U

Una consecuencia inmediata de este teorema es que se establece un k-difeomorfismo
natural entre V' \ {0} y 0K x R, haciendo corresponder a un vector v € V' no nulo sus
coordenadas polares, tal y como veremos en la seccion §2.3.1.

En lo que sigue, cuando digamos que K es diferenciable o de clase C*, haremos refe-
rencia a que 0K como hipersuperficie de V' lo es.

Teorema 1.7 (Hahn-Banach) Sea Y un subespacio (propio) de un espacio vectorial X
y sea h una aplicacién sublineal’® definida sobre X. Si f es una aplicacién lineal definida
sobre Y tal que

fly) <hly), VyeY;
entonces existe una aplicacion lineal f definida sobre X tal que
a fly)=fly), Vyey;
b. f(z) < h(z), VzeX.

Demostraciones de este teorema y versiones geométricas de él pueden encontrarse en
[8, 50]. Una consecuencia interesante de este teorema es que por cada punto de la frontera
de un cuerpo convexo pasa (al menos) un hiperplano soporte.

3Una aplicacién h : X — R se dice sublineal si
a. h(Il + 172) < h(Il) + h(l’g), Vxl,o:Q € X;
b. h(ax) = ah(x),Va > 0,V € X.
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Teorema 1.8 (Teorema de soporte) Sea K C V un c. 0-c. Si vy € 0K, entonces existe
una aplicacion lineal £y € V™ tal que el hiperplano afin

H={veV : (&,v)y=1}
soporta a K en vy. En particular, (£, vy) = 1.
Demostracion Consideremos el funcional de Minkowski asociado a &K como en (1.1)
ox(v) :=mf{A>0 : veIK}. (1.3)

Notar que en este caso, el funcional ok no es una norma puesto que no tenemos simetria,
z . . . 4 . . .
pero si sigue siendo sublineal® con la propiedad que v € K siy solo si ox(v) < 1. Sea
vy € 0K y consideremos el subespacio vectorial Y generado por vg. Si definimos sobre
Y la aplicacion lineal (£, avg) = «, entonces (£, avy) < ox(avy) para todo o € R,
pues, si a > 0, a = (£, avg) = ok (v9) y, si @ < 0, entonces (£, avg) < 0 < ox(aw,).
Aplicando ahora el teorema de Hahn-Banach 1.7, existe una extensién &, de £ a todo V'
acotada superiormente por 0. Queda claro entonces que el hiperplano

H={veV : (&) =1}
soporta a K en vy. O

Nota 1.9 Observar que si K es diferenciable, entonces el hiperplano dado por el teorema
de soporte 1.8 es tinico y es precisamente el hiperplano afin tangente a K en v. En
efecto, por el teorema 1.6, si 0K es diferenciable, la pseudonorma f definida por K es
diferenciable y, como 0K = {v € V : f(v) = 1}, se tiene que T,0K = kerdf,.
Por (1.2), df,(v) = f(v) = 1, luego df,, es una extensién lineal de la 1-forma ¢ vy,
parav € 0K, o bienv € T,,0K, en cuyo caso df,,(v) = 0, o bien existe un \ tal que
v € vy + T,v0K, en cuyo caso df,,(v) = 1/, que es negativo si Aloes,y quees < 1
si A es positivo, pues, en ese caso, ha de ser A > 1. Por lo tanto d f,, estd acotada por f.
Entonces, como vimos al final de la demostracion anterior,

H={veV:(df,,v) =1} =vy + kerdf,, = vo + T,,, 0K

es un hiperplano soporte en vy, i. e., el espacio afin tangente a 0K en v, es un hiperplano
soporte en vy, y €s unico, pues cualquier otro hiperplano que pase por vy y que no sea el
tangente separara 0K (y, por tanto, K).

Ademas, veremos en la seccion 1.1.2 que, en este caso, { = df,, es una abstraccién
del vector normal a T,,0K y que tiene una fuerte relacion con el siguiente conjunto.

Definicion 1.10 Sea K C V un cuerpo 0-convexo. Se llama cuerpo polar de K, denotado
K*, al subconjunto del espacio dual V* definido por

Kr={£eV" : {v)<1VveK}. (1.4)

“Demostracién andloga a la del teorema 1.5.
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Si K es centrado, la condicién £(v) < 1 se puede escribir [£(v)| < 1 puesto que, en
este caso, si {(v) < 1y [{(v)| = > 1, entonces £(v) = —¢, con lo que {(—v) =€ > 1,
en contradiccion con £(v) < 1 Vv € K. Es decir, en un cuerpo convexo y centrado, la
condicién {(v) < 1Vv € K implica [(v)| < 1Vv € K. Obviamente, dependiendo de las
hipétesis sobre K, K* heredard o no algunas propiedades. El siguiente resultado justifica
la denominacién de cuerpo para el conjunto /* en el caso particular que nos ocupa.

Proposicion 1.11 Si K C V un cuerpo convexo y centrado (0-convexo), entonces el
cuerpo polar K* es a su vez un cuerpo convexo 'y centrado (0-convexo).

Demostracion Veamos que cumple todos los requisitos:

- Centrado (o 0-convexo): obvio por la definicion (1.4).
- Convexo: sean &, € K*yseat € [0,1],dadov € K

- Compacto: Las topologias que se considera en V' y en V* son las inducidas por
las normas, que coinciden con la topologia asociada a una norma euclidea auxiliar
| |e y su dual d.. Usando esto para ver que K* es compacto, bastard probar que
es cerrado y acotado en d.. Tomemos como | |, una norma euclidea para la que
SUP e |v]e = A > 1y inf ex|v]e = 1.

- Cerrado: sea (&,,)7°_, C K™ una sucesion convergente a un cierto £ € V*.
Dado v € K, tenemos que ({,,,,v) < 1 para todo m € N, por tanto (£, v) <1
y puesto que v es un elemento arbitrario de K, £ € K*.

- Acotado: sea {eq,..., e, 1} una base de V tal que ¢; € OK para todo i =
1,...,n+1.Sea{ey,...,€,.1} la correspondiente base dual y consideremos
en V* el cubo de ejes [—\e;, A¢;] coni = 1,...,n+ 1, es decir el conjunto:

n+1

C={ecV': &= Gay sup+1|£i| <AL
=1

i=1,....,n

—v

Parav € 0K, 1 < |v|, < A, por lo tanto 1 < ‘f(——v) y f(=v) < vle < A,
luego, dado ¢ € K*, para v € 0K, puede ocurrir: |{(v)] < 16 &(v) < 0.
En este segundo caso, {(—v) > 0y, por lo tanto, & f(_—vv) < 1, de donde
E(—v) = f(—v)¢ (f(_——vv)) < . Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos,
|£(v)| < A. Entonces, paracada: € {1,...,n+ 1}

6l = [ (&, e | < A

luegoé € C'y K* C C.
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- Interior no vacio: consideremos ahora el rombo de ejes [—¢;, €| coni = 1,... n+1,
es decir el conjunto:

n+1 n+1

R={¢eV": &= &ay ) l&l <1/AL
i=1 i=1

Dado ¢ € R, seav € K, entonces

n+1 n+1

(G o) <) JGilenv) [ <D lGIA<T,
i=1 i=1

donde hemos utilizado que ¢; € K* paratodo: =1,...,n+ 1. Asi pues R C K*.

Por tanto K cumple todas las condiciones necesarias para ser un c.c.c.(o c. 0-c.). ]

Notar que en la anterior demostracién los conjuntos C'y R no son mds que las bolas
. * . . n+1 -
unidad de V* para las respectivas normas ||z, = > 7 |z| y [|2]l o0 = Supi<icpni|Tils

fijada una base {¢;}.

Ejemplo 1.12 Consideremos el espacio R? dotado del producto escalar euclideo, enton-
ces podemos identificar el dual R?* con el propio espacio R?. Sea K la bola unidad con
respecto a la norma 1, ||-||;, y sea K la bola unidad con respecto a la norma oo, ||| ..
Veamos que (con la identificacién R? = R?** que acabamos de indicar) K} = K.

Por definicion, tenemos

Ky ={(&n) €R* : [((&n),(z,9) | <1, V(z,y) € K1}
Dado (£,1) € Ky, sea (x,y) € Ky,

(& m), ()| = [§x+nyl
sup{[¢[, (7]} - (|z] + [yl)

1€ Ml - 12, )
1.

IN

IN

Luego, Ko, C K.
Reciprocamente, sea (£,7) € K7, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
1(€,m)]l,, = & Supongamos ademads por reduccion al absurdo que (§,7) ¢ K, entonces

1<&=1[{&mn),1,0)] <1,

lo cual es contradictorio y por tanto K] = K.

Gracias a la desigualdad de Holder, con un razonamiento similar se demuestra que si
1 < p,q < oo son conjugados, i. e. }D + % = 1, entonces el polar de la bola unidad de la
norma p es la bola unidad de la norma ¢q. Como ya hemos dicho, en un espacio vectorial
de dimension finita existe una identificacion canonica entre el propio espacio y su bidual.
Por medio de esa representacion, un cuerpo y su bipolar son idénticos.
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Proposicion 1.13 Sea K C V un cuerpo convexo centrado, entonces (K*)* = K.

Demostracion Sea v € K, entonces | (£, v) | < 1 para todo £ € K*, luego v € (K*)*.
Reciprocamente, sea v € (K*)* y supongamos, por reduccion al absurdo, que v ¢ K. En
dicho caso, existird A €]0, 1] tal que Av € JK. Por el teorema de soporte 1.8, existe &, €
K* tal que (&, \v) = 1, pero entonces | ({p,v) | = A™' > 1, sin embargo | (£,v) | < 1
para todo £ € K™, por tanto nuestra suposicion es erronea y necesariamente v € K. [

Veamos ahora algunos resultados sencillos que relacionan un cuerpo con su polar a
través de sus respectivas fronteras y los correspondientes hiperplanos de soporte.

Proposicion 1.14 Dado un cuerpo convexo y centrado K de un espacio vectorial V, sean
vg € OK y & € V* y consideremos el hiperplano afin dado por

He={veV : ({v) =1}
Entonces, H¢ soporta a K en v si'y solamente si vy € He y £ € OK™.

Demostracion Supongamos que /¢ soporta a K en v, por definicién vy € H. Gracias
alanota 1.2, tenemos que

KCH ={veV : ({v) <1}

Por simetria,
KC(—He) " ={veV : ({v) < -1},

luego para todo v € K se tiene que | ({,v) | < 1, es decir £ € K*. Si £ perteneciera
al interior de K™, entonces deberia existir un escalar A > 1 tal que n = A yace en la
frontera. En ese supuesto,

L< A& v0) [ = [{n,0) [ < 1.

Reciprocamente, supongamos que vy € He y £ € OK™. Tenemos que H, cortaa K en
vo y que ademds no separa la frontera 9K puesto que K C H, . 4

Corolario 1.15 Sean vy € 0K y &y € OK* y consideremos los hiperplanos afines
Heyy={veV : (& u)=1} y H,y={{e V" : (v =1}
Son equivalentes:
a. He, soporta a K en vy.

b. H,, soporta a K* en &.

C. <§0,U0> = 1.
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Corolario 1.16 Un cuerpo convexo y centrado K es estrictamente convexo si 'y solo si
para todo £ € K™ existe un uinico hiperplano de soporte de K* en €.

Demostracion Sean H y H’ dos hiperplanos de soporte de K™* en &, estos vienen deter-
minados por dos vectores v,v" € 0K tales que

H={neV*: (nuy=1}y y H ={neV* . (n) =1}

O de forma equivalente, H, soporta a K en vy v'. Con esto nuestra tesis queda clara. [

1.1.1. El espacio ortogonal.

Uno de los concepto mds importantes asociado a un producto escalar es el de ortogo-
nalidad. Gracias a esto, uno puede obtener otros objetos de forma candnica, por ejemplo
el complementario a un subespacio vectorial dado. Puesto que hemos supuesto que care-
cemos de un tal producto, necesitamos una herramienta que nos permita trabajar de una
forma andloga. Con la siguiente definicién de ortogonalidad, podremos abstraernos de
algunos hechos que a priori parecen provenir de la nocion clésica de ortogonalidad pero
que realmente no lo hacen.

Definicion 1.17 Sea E un subconjunto de un espacio vectorial V', se llama espacio orto-
gonal a I al conjunto
Et ={¢eV* : =0} (1.5)

Es inmediato ver que el espacio ortogonal E+ es un subespacio vectorial de V* y
que, si E es un subespacio vectorial de V' entonces, el biortogonal (E~+)* coincide con
el propio subespacio £. Huelga decir que esta definicion extiende la definicién cldsica
de ortogonalidad y que, en el supuesto de tener un producto escalar, ambas son iguales
(usando la identificacion entre V' 'y V* dada por el producto escalar). El siguiente es un
simple resultado que relaciona un subespacio vectorial, su complementario y sus respec-
tivos espacios ortogonales. Su demostracién puede ser encontrada en [50].

Proposicion 1.18 Sean E, y E5 dos subespacios vectoriales tales que V = FE| @& Es,
entonces V* = Ey @® Ei, ademds E, y Ey son isomorfos a E5- y EL-, respectivamente.

Cuando F' es un subespacio estricto de V*, no se puede definir una inyeccion ¢ :
" — V de forma univoca. El anterior resultado nos permite hacerlo fijando previamente
un complementario de F'. En algunos casos, haremos abuso de notacion al dar de entrada
un subespacio £* C V'*, pero esto no querrd decir que £* es el dual de algtin subespacio
E C V, sino que solamente es una forma de indicar que es un subespacio del espacio dual
V.

El siguiente paso 16gico es extender el concepto de proyeccién ortogonal.
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Definicion 1.19 Sea E C V un subespacio vectorial, se llama proyeccién ortogonal so-
bre F a la aplicacion
g VY — FE¥
1.6
§ — ¢p. (1.6)

Esta aplicacion es lineal, es mds, es la aplicacién dual o traspuesta® de la inclusién.

Proposiciéon 1.20 Sea E C V un subespacio vectorial, entonces ker mp = E+ y g = i,
siendo i : EE — V la inyeccion natural.

1.1.2. La transformada de Legendre.

Al carecer de producto escalar, ;como podemos definir un normal unitario sobre una
hipersuperficie regular de V' ? La transformada de Legendre es la respuesta para un cuerpo
0-convexo. Si K es diferenciable, vimos en la nota 1.9 que existe un tnico hiperplano de
soporte de K en v: v + T,0K. Sea &, € (T,0K)~ no nulo, entonces la aplicacién

&
(o, v)

estd bien definida y no depende del £, elegido. En particular, si tomamos &, = df,, (donde
f es la pseudonorma definida por K), la aplicacién (1.7) se escribe

v € IK — eVv” (1.7)

v €K — df, € V™, (1.8)

lo que muestra con claridad que la aplicacion (1.7) es diferenciable si lo es /. Escribimos
ahora la definicion formal.

Definicién 1.21 Sea K C V un c. 0-c. de clase C', la transformada de Legendre con
respecto a K (0 OK), denotada Ly (0 Lsk), es la aplicacion dada por (1.7) (o, equiva-
lentemente, por (1.8)). Es decir, dado v € 0K, Lk (v) es el vinico covector & € V* que
cumple:

a. ker& =T, 0K,
b. (&, v) =1
Usando (1.8), se puede escribir

Ly (v) = df, paratodov € 0K. (1.9)

SDada una aplicacién lineal F : V — W, se llama aplicacién dual o traspuesta a la aplicacién F? :
W* — V* tal que (F(v),&) = (v, F'(€)), paratodo v € V' y £ € W*. La aplicacion traspuesta de una
aplicacion lineal es a su vez lineal. En algunas ocasiones se denota por F'*.
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Cuando no se incurra en confusion, denotaremos a la transformada de Legendre sim-
plemente por L. Asf pues, se puede entender £(v) como el normal exterior y unitario® a
0K env.

Proposicion 1.22 Sea K C V un c. 0-c. diferenciable, entonces
L(OK) = 0K"™.
Demostracion Probaremos primero que
OK™ :={& e V" : sup,ck (§,v) =1} (1.10)

Para ello, observemos que 0K* := {{ € K* : X\{ ¢ K*si A > 1}. Entonces, como K es
compacto, se tiene que existe vy tal que sup,cx (£, v) = (£, vp).

Si sup,cx (€, v) = 1, entonces 1 = (£, vp) > (£, v) paratodo v € Ky, para A > 1,
(A, v9) = A > 1, porlotanto \{ ¢ K,y & € OK.

Si sup,ex (€,v) < 1, entonces 1 < p = (£,v9) > (&, v) paratodo v € K, luego

1 1 1 1

1= <—§,vo> = SUD,ex <—§,v>, de donde se deduce —¢ € K™, con — > 1, luego
H H M H

£ ¢ OK™.

Una vez demostrada (1.10), vamos con la demostraciéon de la proposicién. Si vy € 0K,
de la propiedad 2 de la definicién 1.21 resulta que (L (vg),vo) = 1,y paraotrov € K
puede ocurrir:

- v € T,,0K, en cuyo caso (L (v),v) =0,

- existe un A # 0 tal que \v € vy + 1,,0K. Entonces, por la propiedad 1 de la
1
definicién 1.21, se tiene (Lx(vg), \v — v9) = 0, de donde (LLk(vy),v) = X Si

A< 0,(LLk(vg),v) <0< 1y,siA>0,comowvy+t,,dK esel hiperplano soporte
de K en vy, hade ser A > 1, por lo tanto (L Ly (vg),v) < 1.

Se deduce de todo esto que sup,cx (Lx(vo),v) = 1y, por lo tanto, L (vy) € OK* y
Lk (0K) C OK*.

Reciprocamente, si & € 0K*, existe V € K tal que ({,v9) = 1. Ademis, vy € 0K,
pues, si no, existirfa A > 1 tal que Avy € Ky (£, \vg) = A > 1, en contradiccién con
¢ € OK*. Como (£, ) = sup,cox (€, ), vp €s un punto critico para la funcién & definida
sobre 0K, luego d¢,,(v) = 0 para todo v € T,,0K y, como £ es lineal sobre V' 'y 0K es
una subvariedad regular de V, d¢,,(v) = (&, v), luego (£,v) = 0 para todo v € T, 0K.
Por lo tanto £ cumple las dos propiedades que definen Ly en 1.21, luego £ = Lk (vo, lo
que prueba L (0K) D 0K*. O

Proposicion 1.23 Bajo las mismas hipdtesis, si ademds K es estrictamente convexo, en-
tonces la transformada de Legendre es inyectiva.

®Unitario para la norma ||- e
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Demostracion Sean u,v € 0K tales que L(u) = L(v) = &. Entonces T,0K = T,,0K =
keréy (&, u) = ({,v) = 1, lo que implica u — v € ker&, i. e., el hiperplano soporte
u+ T,0K = v+ T,0K es el mismo en v y en v, lo que no puede ocurrir si K es
estrictamente convexo y u # v. O

La proposicién 1.22 nos dice que para conocer la frontera de K*, basta conocer la
de K. La proposicion 1.23 nos dice ademds que si K es estrictamente convexo, entonces
no hay informacién redundante en K. Puesto que la transformada de Legendre es una
biyeccién entre K y OK*, un atlas C* de K inducira un atlas C* sobre OK* (basta
considerar la composicion de las cartas con la transformada de Legendre inversa). Otra
cuestion es determinar si la estructura diferenciable que este atlas induce sobre 0 K™ es
compatible con la estructura diferenciable de V*. Veremos que para que esto sea cierto,
hacen falta unas condiciones mas fuertes. Antes de ello, vamos a pasar a estudiar unos
ejemplos concretos en R?, para asi entender mejor el funcionamiento y peculiaridades de
la transformada de Legendre.

Ejemplo 1.24 Sean los arcos o (t) := (1,t),cont € [—1, 1],y as(t) := (cost,sint+1),
cont € [0,7]. Sean a3 y ay los simétricos y sea « la concatenacién de todos ellos.
Entonces « parametriza una pildora centrada en (0, 0) y en posicién vertical (figura 1.1).
Podemos utilizar la definicion de la transformada de Legendre 1.21 para calcular su polar,
lo cual tiene un coste computacional menor que la propia definicién de cuerpo polar 1.10.
Obtenemos entonces un ojo centrado (figura 1.2). Observar como las partes rectas de la
pildora (partes no estrictamente convexas) se han centrado en los extremos del ojo y como
las medidas se han visto invertidas.

Proposicion 1.25 Consideremos R? dotado del producto escalar estdndar. Supongamos
que la frontera de un c. 0-c. viene parametrizada por una curva cerrada regular o : I —
R? tipo C? tal que ¢ no se anula en ningiin punto. Si definimos la aplicacion p : I — R?

como o
(@, @)

p=a-

Y

(&, &)
entonces, con la identificacion entre R? y su dual dada por el producto escalar,

L
()

Loa=

Cuando la curva « se escribe en coordenadas polares, la expresiOn para la transforma-
cion de Legendre queda como sigue.

Proposicion 1.26 Consideremos R? dotado del producto escalar estdndar. Supongamos
que la frontera de un c. 0-c. viene parametrizada por una curva cerrada o : [0, 27] — R?
tal que

a=p-u,
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1 -0.5 0.5

Figura 1.2: Cuerpo polar.

Figura 1.1: Cuerpo ori-
ginal.

con p : [0,27] — R al menos de clase C* y
u(t) = (cost,sint).

Entonces )
1 D .
Loa=—u——1u. (1.11)
P P

Demostracion Sea & : [0,27] — R? la curva cerrada dada por el segundo miembro de
la ecuacién (1.11). Tenemos por una parte

(a,a) =1
Por otra parte, .
~ . p P
a,a) =———p=0
(@, a) Pl
Por tanto, por la definiciéon 1.21, Lo a = & O]

Ejemplo 1.27 Sean las funciones radiales dadas por

p1(t) = V1+costtV1+sin*t y pa(t) = V3 +sin2t.

Si consideramos las curvas o y a que estas definen, obtenemos los cuerpos y sus res-
pectivos polares de las figuras 1.3, 1.4, 1.5y 1.6.
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Figura 1.3: Cuerpo dado por
aq.

Figura 1.5: Cuerpo dado por
9.
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Figura 1.4: Cuerpo dado por Lo a;.

0.2 0.4 .6

Figura 1.6: Cuerpo dado por
L o ay.
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Con objeto de poder manejar més facilmente la transformada de Legendre, vamos a
extenderla a V. Asi trataremos con ella en el propio espacio vectorial, para luego restrin-
girlaa 0K.

Nota 1.28 Sea A > 0, entonces (AK)* = A"'K*. Luego no es totalmente antinatural
considerar la extension de la transformada de Legendre a V' \ {0} por homogeneidad de
grado —1, es decir,

5 1 U
L(u):=—— L|—= Yu # 0, (1.12)
=72 (5)
siendo f la pseudonorma generada por K. Entonces, usando (1.9), tenemos
~ df.
L(u) = , Yu#0. (1.13)

Los dos siguientes teoremas son resultados clasicos de geometria diferencial y de
variedades riemannianas, traducidos a nuestro ambito. Para la demostracion clasica de
estos, consultar [33, 51].

Teorema 1.29 (Ecuacion de Weiengarten) Supongamos que K C V es un c.c.c. al me-
nos C%. Dados v € OK yv € T,0K, sea o : I — OK una curva de clase C?, con
a(ty) = uy a(ty) = v para cierto ty € 1. Entonces:

(DL, (v),v) = — (L(u),&(ty)) . (1.14)

Demostracion Puesto que & es un campo tangente a 0K a lo largo de «, tenemos que
(L o a, &) es idénticamente nulo. Por tanto,

d .
0 = ={Loaa)(t)
= (DLu(v),v) + (L(w),d(to)) -
O

Teorema 1.30 Dado un cuerpo 0-convexo K C V de clase C?, sea H el campo tensorial
de tipo (0,2) dado por

Ho(v,w) = <Diu(v),w>, (1.15)
para todo u € V no nulo y todo v,w € T,)V. Se tiene entonces que:
a. H es simétrico;

b. dadosu € OK yv,w € T, 0K se cumple

H,(v,w) = Hess(f,u)(v,w) (1.16)
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c. H,(v,v) >0,1i.e. H restringido a 0K es semidefinido positivo .

Demostracion Dada una base cualquiera de V', consideremos la carta X : V — Rt
que esta induce. Tenemos entonces

_Of

Por tanto, las componentes de la transformada de L son

s L of
b f(w) 97
Derivando componente a componente,
oL, ([ Of 0L oy 1
ozt \ 0zidxs Oxt 0xd ) f2

Teniendo esto en cuenta y que la expresion de la derivada de L en la carta dada es

DL, (v) = gig

(u) v" da?,
obtenemos finalmente

. 1 . .
<D£u(v),w> = ) Hess(f,u)(v,w) — <£(u),v> <£(u),w> .
u
De aqui se deduce facilmente a y b.
Por dltimo, dados u € 0K y v € T,0K, sea « : I — OK una curva C? tal que
a(ty) = uy a(ty) = v para cierto tg € I. Definamos la funcién /i : I — R como sigue

h(t) := (L(u),u — a(t)), Vtel.

Puesto que K es convexo, K estd contenido en el semiespacio HZ(U)’ lo que implica que
h > 0en I. Pero h(ty) = 0, luego h tiene un minimo absoluto en ¢ = ¢, y por tanto
h"(ty) > 0. Derivando h dos veces, obtenemos facilmente que

h'(t) = — (L(u), a(t)) .
Basta aplicar la ecuacién de Weiengarten (1.14). U

Ejemplo 1.31 Sean P, ) C R? las respectivas bolas unidad de las normas ||-||, y ||-|l, /3
(figuras 1.7 y 1.8). Puesto que 4 y 4/3 son conjugados, P es el polar de () y viceversa.
Ahora bien, p es una norma C*, mientras que ¢ es tan sélo C 1. Gracias al teorema 1.6,
sabemos que tanto P como JQ son subvariedades embebidas de R? de clase C* y C*
respectivamente. La estructura diferenciable que ambas reciben, viene dada por el teorema
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Figura 1.7: Bola de la norma Figura 1.8: Bola de la norma
4. 4/3.

del rango constante. Dichas estructuras vienen dadas por cartas cuyas inversas tienen la
forma
p:tel—1,1— (t, (1-— t4)1/4) € P,

q:s€l—1,1[— (s,(1— 34/3)3/4) € Q.

Si componemos la inversa de la carta de P con la transformada de Legendre que este
cuerpo define, obtenemos entonces la inversa de una carta de ():

Lop:te]—1,1[— (£ (1—t"%*) € Q.

Cartas con esta forma definen sobre () una estructura C* para la cual () no es una subva-
riedad inmersa de R?, ya que < (Lop)(0) = (0,0). Si consideramos ahora la composicién

(Lop)~tog(s)=s"?,

observamos que las dos estructuras dadas sobre () no son ni tan siquiera C! compatibles,
lo que era de esperar.

Ya hemos comentado con anterioridad que si tenemos un atlas para 0K, a través de
la transformada de Legendre podemos obtener otro para 0K * con el mismo grado de
diferenciabilidad. Mds concretamente, si

A= {(UouXa)}aEA
es un atlas para 0K, entonces el conjunto
A = {(E(Ua)v Xa o ‘Cil)}aeA

es un atlas para 9K *. Como hemos visto en 1.31, este atlas no confiere al polar de la bola
unidad de la norma 4 una estructura de subvariedad embebida de V. El siguiente teorema
caracteriza este hecho en términos del hessiano de la norma generada por K.
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Teorema 1.32 Sea K un cuerpo convexo y centrado de clase C*, con k > 2, y sea f la
norma generada por K. Entonces, la frontera 0K* de K* es una subvariedad embebida

de V* de clase C¥~" si y sélo si el hessiano Hessf es definido positivo en todos los puntos
de OK.

Demostracion Cuando la transformada de Legendre £ : 0K — V* es un embebimiento
de clase C*~1, entonces las aplicaciones £ ' 0 X, donde X : U C 0K — R" es una carta
de OK, definen un atlas C*~! sobre K *. Estd claro gracias a (1.9) que £ es de clase CF~!
y, puesto que 0K* = L(0K) es convexo, bastard ver que £ es una inmersion inyectiva si
y s6lo si la aplicacion bilineal 4 dada en (1.15) es definida positiva en todos los puntos
de OK.

Supongamos pues en primer lugar que H es definida positiva en 0K y que sin embargo
existe un punto u € 0K tal que DL, no es inyectiva. En este supuesto, ha de existir un
vector v € T,,0K no nulo tal que DL, (v) = 0, pero esto implica que

H,(v,v) = (DL, (v),v) =0,

lo cual es contradictorio.

Andlogamente, supongamos que £ es una inmersion inyectiva y tenemos un punto u €
0K tal que H, no es definida positiva. Entonces, por el teorema 1.30.c, existe un vector
v € T,0K no nulo tal que H,(v,v) = 0. Esto implica por razonamientos algebraicos’

que DL(v) = 0, es decir que £ no es una inmersion, lo que contradice nuestra suposicion.
O

Es una mera cuestiéon de célculo comprobar que el hessiano de la norma 4 no es
definida positiva en los puntos (0,+1) y (£1,0). Esto esclarece pues el problema que
aparecia al considerar esta norma y su dual en el ejemplo 1.31.

Corolario 1.33 Sea K C V un cuerpo 0-convex0 de clase C*, con k > 2, entonces la
transformada de Legendre y su extension L son difeomorfismos de clase C*~! entre OK,
OK* y V' \ {0}, V*\ {0}, respectivamente. Ademds, L3 = L.

Nota 1.34 Una version equivalente del teorema 1.32 se puede establecer utilizando la
funcién F' = % f2, ya que en ese caso

HessF' =df @ df + f - Hessf,

lo que nos da HessF' = Hessf en OK. Por ello, a un cuerpo K cumpliendo el teorema
1.32, se le dice cuadrdtico. Notar que si el grado de diferenciabilidad de K es superior o
igual a 3, entonces el polar /* también es cuadratico.

’Si B es una aplicacion bilineal simétrica, entonces la matriz (B;;) que la representa en alguna base
también es simétrica y, por tanto, diagonalizable. Si existe un elemento v tal que B(v,v) = 0, entonces 0 es
un valor propio del homomorfismo inducido por (B;;) y podremos hacer que en la representacién diagonal
Bj; seaigual a 0. En este caso queda claro que B(v, -) es nulo.
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Definicion 1.35 Urn ciclo de referencia en V' es la frontera de un cuerpo 0-convexo y
cuadrdtico de clase C*™.

Si consideramos el cuerpo que define a un ciclo de referencia S, podemos tomar su
polar. Y por los resultados anteriormente mencionados, la frontera de este cuerpo tam-
bién serd un ciclo de referencia: el ciclo de referencia polar S*. Intuitivamente, podemos
entender el papel de un ciclo de referencia como el de la esfera S™.

1.1.3. Las funciones radial y soporte.

Definicion 1.36 Sea K C V un cuerpo 0-convexo, se define la funcién radial de K como
la aplicacion pi 'V \ {0} — R, dada por

pr(v) :=sup{A >0 : e K} YveV\{0} (1.17)

Dado un ciclo de referencia S C 'V, se llama funcion radial de K con respecto a S a la
restriccion de px a S. A esta funcion se la denotard por pg g.

Notar que pg(v) es el dnico escalar positivo \ tal que A\v € OK. Mencionar también
que la extension de pg s por homogeneidad de grado -1, coincide con la propia funcién
radial de K, pg.

Definicion 1.37 Sea K C V un cuerpo 0-convexo, se llama tuncioén de soporte de K a la
aplicacion hy : V* — R, dada por

hi(§) :==sup{(&,v) : ve K} Ve V™ (1.18)

Dado un ciclo de referencia S C 'V, se llama funcion de soporte de K con respecto a S a
la restriccion de hy a S*. A esta funcion se la denotard por hi g.

Dado £ € V™ no nulo, £ es constante en los hiperplanos paralelos a su nucleo, en
particular en el hiperplano de soporte que define y hx (£) vale justamente dicha constante.
Notar también que la funcién de soporte de un cuerpo K es homogénea de grado 1. Es
mads, tenemos los siguientes resultados:

Proposicion 1.38 Dado K C V un cuerpo 0-convexo, se tiene que para todo v € V no

nulo
1

pr(v)

hK* (U) =

Demostracion Puesto que hx+ y px son funciones homogéneas de grado 1y -1 respec-
tivamente, basta mostrarlo para v € K. Por definicién de funcién radial, dado v € 0K
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luego basta ver que hg+(v) = 1. Por definicién de dual de un cuerpo, ({,v) < 1 para
todo £ € K*. Pero, gracias al lema 1.8, existe {, € K™ tal que se cumple la igualdad
(&, v) = 1, por tanto

hic-(v) = sup{(¢,v) : £€ K} =1.

En virtud de la proposicion 1.13, tenemos la afirmacién dual

hk () vE € VI {0}

1
N Pk*(f)7

Proposicion 1.39 Sea K C V un cuerpo 0-convexo, entonces se tiene que la funcion de
soporte de K es una pseudonorma en V*, concretamente hy = ||-|
K es c.c.c., entonces hi es una norma,).

i+ (Obviamente, si

Demostracion El resultado es inmediato observando que la funcién de soporte hx vale
1 sobre la frontera del cuerpo polar, 9K *. U
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Capitulo 2

Geometria convexa II: Medidas de
CUEerpos convexos

2.1. Medidas y densidades

Puesto que trataremos con medidas de cuerpos convexos y, en los ultimos capitulos,
con la geometria integral, necesitaremos apoyarnos en medidas. Ya que las variedades que
veremos serdan siempre variedades reales de tipo C*°, utilizaremos Gnicamente medidas de
Borel. Estas nos ayudaran a entender como funcionan las llamadas densidades.

Dado un espacio vectorial n-dimensional V', para cada base e = (ey, ..., e,) de dicho
espacio, se puede definir una medida, que no es mas que la medida de Lebesgue de R"
vista en V' a través de la identificacion natural existente entre V' y R", una vez fijada la
base e. Estas medidas, tienen dos propiedades fundamentales: primero, son invariantes
por traslaciones; y segundo, son iguales entre si médulo un factor. Dadas dos bases e y ¢/,
el factor que relaciones las medidas A\. y A.s viene determinado por la siguiente formula:

Ao = |det L7 )\, .1)
donde L es el cambio de base de e a ¢’. Este hecho, deriva del siguiente':
Ao L =|detL| -\

para toda aplicacién lineal L : R™ — R"”, donde A es la medida de Lebesgue de R™. En
nuestro caso particular, basta observar que

/\eE/\y)\e/E/\OL_l,

para asi determinar (2.1).

ICt. [9]

23
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2.1.1. Densidades en un espacio vectorial.

En el modo usual de definir una integral sobre variedades usando formas, aparece un
problema con respecto a la orientabilidad de la variedad. Las densidades son un objeto
definido en cualquier variedad que se puede integrar sobre espacios vectoriales y varieda-
des diferenciables y sus integrales no requieren la necesidad de establecer una orientacién
tal y como sucede con formas. Pasemos pues a estudiar este objeto en su estructura mas
simple.

Definicion 2.1 Sea 1 < k < n, una k-densidad ® (o densidad de orden k) en V' es una

aplicacion
k veces
—l—
P:Vx---xV->SR
tal que dados vy, . .., v, € V linealmente independientes se tiene
O(Lvq, ..., Lug) = |det L| - ®(vy, ..., v), (2.2)
para todo endomorfismo L del subespacio engendrado por los vectores vy, . . . , V.

Existen definiciones alternativas de densidad 2, por ejemplo las llamadas k-densidades
de grado s:

O(Lvy, ..., Lug) = |det L|* - ®(vy, ..., vp),

o las k-densidades impares:
O(Lvy, ..., Lug) =det L - ®(vy,...,v1),

en oposicidn a nuestra definicién que corresponderia a las densidades pares. En [28] po-
demos encontrar una definicién equivalente a la aqui dada, para la cual necesitamos intro-
ducir el cono de Grassmann.

Definicion 2.2 Sea V' un espacio vectorial real de dimension n. Dado 0 < k < n, se dice
que v € A*V (vector contravariante de orden k o k-vector) es descomponible, si existen
V1,..., U € V tales que v es el producto exterior de estos: v = vy N\ - - - A\ vg. Al conjunto
de k-vectores contravariantes con esta propiedad, se le denotard por AV

Es inmediato ver que A¥V C A*V tiene estructura de cono®. Ademds, se hace notar
que coincide con el propio espacio A*V cuando k € {0,1,n — 1,n}.

2Estas definiciones se pueden encontrar en [28].
3Dado un subconjunto C' de un espacio vectorial, se dice que C' es un cono si Au € C para todo u € C
y todo A € R.
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Definicion 2.3 Sea 1 < k < n, una k-densidad ¢ (o densidad de orden k) en V' es una
aplicacion

¢: ANV - R

positivamente homogénea de grado uno, i. e.
GA v A Avg) = A oo A Avg),
para todo vy N\ --- N v € A’(}V.

Por analogia con las k-formas de un espacio vectorial, denotaremos al conjunto de
k-densidades sobre V por |A¥V*|. Puesto que las definiciones 2.1 y 2.3 son equivalentes,
podemos utilizar sin ambigiiedad la aplicacion definida en el producto cartesiano k ve-
ces de V' y la aplicacion correspondiente definida en el cono de Grassmann de orden k.
Como ejemplos de densidades, tenemos las normas de V' que son 1-densidades o el valor
absoluto de una k-forma que es una k-densidad.

Ejemplo 2.4 Dado n > 2, sea la aplicacién ¢ : R" x R™ — R dada por

O (vy,v0) = \/<Ul,v1) (v9,v9) — (vl,v2>2, Yo, vy € R”.

Comprobemos que ® es una densidad por la definicién 2.1. Dados vy, v € R™ linealmente
independientes (si v; y vy son linealmente dependientes entonces ®(vy,v9) = 0), sean
wy, wy € ({v1,v9}). Existirdn pues unos coeficientes ozg € R tales que w; = a{ vj. Es un
mero ejercicio de cdlculo deducir que entonces

®(wy, wy) = | det(al)] - D(vy,v3).

Intuitivamente es claro que ¢ a de ser una densidad puesto que, en realidad, ®(vy, v)
no es mas que el drea del paralelogramo formado por v; y vs.

De (2.2) se deduce que, aunque el signo de una k-densidad puede cambiar entre rectas
de k-vectores, este se mantiene constante en cada recta. Pese a ser trivial, cabe destacar
que una densidad de orden maximo tiene signo constante.

Definicion 2.5 Una densidad de volumen en un espacio vectorial es una densidad de
orden mdximo que toma valores positivos.

En la definicién anterior, queremos decir con orden mdximo que el orden de la densi-
dad coincide con la dimensién del espacio vectorial. Una k-densidad en V' es, desde otro
punto de vista, una densidad de orden maximo en los subespacios k-dimensionales de V.
Es méds, si fuera positiva en uno de ellos, entonces podriamos considerar su restriccion a
dicho subespacio como una densidad de volumen de este.
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Si fijamos una orientacién en V', entonces existe una relacion entre las densidades de
orden méaximo y las formas de orden méximo. Sea ® una n-densidad en V' y definamos
una aplicacion 2 : V x --- x V' — R como sigue:

Qvry..yvn) =P Ao Avy)
si la base (vy, ..., v,) estd orientada positivamente, y
Qvg,...,vp) = —=P(og A+ Avy,)

en caso contrario. Se puede comprobar que efectivamente €2 es una n-forma y que ade-

mds & = [Q), si la densidad es positiva, y & = —|)|, en caso contrario. Nosotros,
solamente mostraremos la linealidad de (2 en la primera componente, y se comprueba
el resto del mismo modo. Fijada una base positivamente orientada ¢ = (eq,...,€e,),
sean vy, ..., v,,v; € V. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que (v1, ..., v,),
(v}, v9,...,0,) Y (v1 + V], ve,...,0v,) son bases positivamente orientadas. Tenemos en-
tonces que v; Avg A= Av, =aer A ANep, Uy ANvg A==~ ANv, = Fer A+ Ney
y
Qg + 0,09, ...,0,) = Doy A Avy + V] Avg A Avy)

= O((a+pP)es A---Ney)

la - ®(er A+ Aey) + 8] - Pler A+ ANey)
Doy A Avp) + PV Avg A+ Avy,))
Qvy, ..o v,) + Q] v, 0,).

Acabamos de ver que existe una relacion muy estrecha entre el espacio de n-formas
A"V* y el de n-densidades | A"V *| (de ahi la notacion). Una cuestién que surge de forma
natural es si existe una misma relacion entre las k-formas y las k-densidades, para 1 <
k < n. La respuesta es no, mientras que A¥V* es un espacio vectorial para cualquier
1 < k < n, |[A*V*| sélo lo es cuando k = n y, en ese caso, su dimensién es igual a 1 y
cualquier n-densidad no nula forma una base de |A"V*|.

Ejemplo 2.6 Ya vimos que la aplicacion ® dada en 2.4 es una 2-densidad. Si se desarrolla
la definicion de dicha aplicacion, se llega facilmente a que

)

NNE
J

P(v; Avg) = Z (det ( Z} Z} >> :
2

1<i<j<n 2

donde los v} son los coeficientes de v; en la base canénica (e, . . ., e,). Parael cason = 2,

obtenemos )

vl v
det < Ué ’Ué = |€1 A €2|(’01 /\Ug),

(I)(Ul A UQ) =

es decir, ® = |eg A es].
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2.1.2. Volimenes y areas.

Dar una densidad de volumen en un espacio vectorial V' es equivalente a considerar
una medida de Lebesgue en V. Ello da pie a definir el volumen de objetos de V' con
respecto a una densidad.

Definicion 2.7 Sea ® una densidad de volumen en el espacio vectorial V. Sea e =
(e1,...,e,) una base de V tal que

Dley A Nep) =1

y consideremos la medida de Lebesgue asociada a dicha base \.. Dado un subconjunto
Ade V, se define su volumen respecto a la densidad ® como la integral en A respecto de
la medida de Lebesgue )\, 1. e.

volumen(A4; ®) = / ¢ = / dAe = A(A).
A A

Notar que el volumen de A estd bien definido puesto que es independiente de la base
e elegida. Si ¢/ = (€,...,e!) fuera otra base de V con ®(e) A --- Ael) = 1, por (2.2)

tenemos | det L| = 1, donde L es la aplicacion de cambio de base con Le; = ¢, para
1 =1,...,n,ypor (2.1) las dos medidas asociadas a estas bases coinciden.

2.1.3. Densidades sobre variedades.

De forma natural, todo concepto u objeto definido en un espacio vectorial se puede
extender a variedades ya que estas son localmente idénticas al espacio euclideo. En el
caso de las k-densidades no podemos construir un fibrado vectorial tal y como se hace
con las k-formas o los campos vectoriales, aunque si utilizaremos una técnica parecida.

Recordemos primero qué es un fibrado.

Definicién 2.8 Un fibrado diferenciable es una terna m : A — B donde Ay B son
variedades diferenciables y 7 es una sumersion * suprayectiva. La variedad A recibe el
nombre de espacio total, B el de base y 7 el de proyeccion. Dado un punto p € A, la fibra
sobre p es su anti-imagen por la proyeccion: ©—(p).

Las fibras de 7 son subvariedades regulares del espacio total ° y por ello es licito con-
siderar el tangente a dicha variedad en un punto dado. Un hecho sencillo pero importante
es que, dados p € By g € 7 '(p), se tiene

ker(Dm,) = T,m ' (p).

4Una sumersién es una aplicacién diferenciable con diferencial suprayectiva en todo punto.
>Teorema del rango constante.
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Dada una variedad diferenciable M", sea 1 < k£ < n 'y consideremos la variedad dada
por

$PTM o= | (T,M x - xT,M | . (2.3)

~
peEM k veces

La estructura diferenciable de este conjunto se construye de forma totalmente andloga a
la de la variedad tangente.

Definicion 2.9 Dada una variedad M de dimension n, sea 1 < k < n. Se dice que una
aplicacion continua ® : x*T M — R es una k-densidad diferenciable sobre M, si ®(p, -)
es una k-densidad vectorial sobre T),M para todo punto p € M y si su restriccion al
abierto x*T M \ O es una aplicacion diferenciable, siendo

O={(v1,...,0) €ET,M x---xXT,M : pe Myrg(vy,...,v) <k}.
Denotaremos D*(M) al conjunto de k-densidades diferenciables sobre M.

Vamos a ver ahora una definicién alternativa y equivalente® a la anterior para las n-
densidades de una variedad n-dimensional.

Como ya hemos comentado, dado un espacio vectorial V', el espacio de densidades
|A¥V*| no es un espacio vectorial salvo que & coincida con la dimensién de V. Sea M
una variedad diferenciable, dado un punto p € M, podemos considerar el espacio de
densidades de orden mdximo asociado a este punto, |A"T;M|. Consideremos ahora la
reunién disjunta de todos estos espacios

A"M| = | ] |A"T; M) (2.4)
peEM

Al igual que ocurre con la variedad tangente o cotangente, un atlas de M induce un atlas
en |[A"M|. Para cada (U, X)), carta de M, sea la carta (U, X) tal que si ¢, € |[A"M]|,
entonces

donde a : U — R es de modo que
®, =a(p) - |dx' A+ Ada"],.
Esta construccion nos conduce ineludiblemente a definir el siguiente fibrado:

T |A"M| — M (2.6)

o, — p.

Proposicién 2.13.
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Definicion 2.10 Dada una variedad M de dimension n, se dice que una aplicacion ® es
una n-densidad diferenciable sobre M si es una seccion’ diferenciable del fibrado dado
en (2.6).

El siguiente resultado nos da la representacion de un densidad orden maximo en un
abierto coordenado.

Proposicion 2.11 Sea & € C>*(M, |A"M]|), entonces ® es una n-densidad (o densidad
de orden mdximo) sobre M si'y sélo si para toda carta (U, X)) de M existe una aplicacion

f € C=(U,R) tal que

®, = f(p)-|dz' A---Ad2"|, VpeU. .7)

Demostracion Primero, se hace notar que dada un carta (U, X), si definimos en dicho
abierto la aplicacion
O :=|dz' A+ Ada",

entonces © € D"(U). Ciertamente, puesto que si (V,Y)y (W, Z) son cartas de U y
|A"U| respectivamente entonces en Y (V U ©~1(TV))

ZoOoY = (ZoY ! |Jac(Zo X (X oY),

donde Z es la carta asociada a Z como en (2.5). Con esto, queda claro que © es una
seccion diferenciable de [A"U|.

Supongamos ahora que ® € D"(M) y sea (U, X) una carta de M. Puesto que para
cada z € M el espacio |A"T M| tiene dimension 1, entonces para cada x € U existe un
valor f(z) € R tal que:

®, = f(z) - |(dzh)e Ao A (da™),l.

Como ya hemos visto, |dz! A --- A dz"| es una densidad diferenciable, en particular es
una densidad de volumen sobre U, luego f necesariamente ha de ser una aplicacién C*>
de U en R.

Reciprocamente, supongamos (2.7). Con lo visto anteriormente, ¢ es una densidad
de orden maximo en cada abierto coordenado de M, en particular diferenciable en ca-
da abierto, luego es diferenciable en todo M. Ademads es una seccién del fibrado de n-
densidades de M y por tanto una n-densidad sobre M. U

Un punto importante en la definicion de integracion sobre formas es determinar la
existencia de una forma que no se anule. Esto sélo es factible si la variedad es orientable,
en cambio no necesitamos de esa suposicion con densidades.

’Se entiende por seccién de un fibrado 7 : A — B, una aplicacién diferenciable s : B — A tal que
som = Idg. Cuando el fibrado es vectorial, la seccion nula es aquella que a cada punto del espacio base se
le asigna el O del la fibra.
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Proposicion 2.12 Sea M una variedad diferencial de dimension n, existe una n-densidad
® € D" (M) que no se anula en ningiin punto p € M.

Demostracion Sea {(U,, X,)}aca un atlas de M localmente finito y sea { fo }ac4 una
particion de la unidad asociada a {U, }aca 8. Consideremos las densidades de orden n
sobre U,, definidas por

O = |dal A~ Ada?.

Puesto que el conjunto {av € A : f,(p) # 0} es finito para todo p € M, es licito definir la

densidad:
(I)p = Zfa(p) ) (I);'

acA

Asi definida, ¢ es una n-densidad de clase C* por ser suma localmente finita de n-
densidades de clase C*°. Ademads, dado un punto p € M cualquiera, existe al menos un
ap € Acon f,,(p) # 0y, paran vectores vy, . .., v, € T,M linealmente independientes,
tenemos

Q,(n Ao Avy) = Zfa(p)-@;‘(vl/\-n/\vn)

a€A

fao(p) ) (I)go(vl AR /\vn)
> 0.

v

O

Estamos ahora en disposicién de probar la equivalencia entre las dos definiciones
dadas de n-densidad.

Proposicion 2.13 La definicion 2.9, para el caso k = n, y la definicion 2.10 son equiva-
lentes.

Demostracion Sea ¢ una n-densidad diferenciable segiin 2.10 y sea (U, X) una carta de
M. En el abierto coordenado U tenemos

¢p = () - |dat A+ Ada”|,
cona € C*(U). Dado (x,vy,...,v,) € X*TM \ O,
ba(Vy A=+ Avy) = afx) - | det(v])],

siendo v! los coeficientes de v; con respecto a la base de vectores coordenados. De este
modo, la aplicacion
o x*FTUN\ O = R,

8Por ser M paracompacta, tenemos la existencia de un tal recubrimiento localmente finito. La existencia
de la particion de la unidad viene dada por un teorema. Consultar [35] para mds detalles.
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dada por ®(x,vy,...,v,) = ¢.(v1 A -+ A v,), es diferenciable. Puesto que la colec-
cion {x*TU \ O : U es abierto coordenado de M} es un recubrimiento por abiertos de
x*T M\ O, tenemos que ® es una aplicacion diferenciable en x*T'M \ O. Ademds, fijado
x € M, ®(z,-) es una n-densidad de 7, M, luego ¢ es una n-densidad diferenciable de
M segtn la definicién 2.9.

Reciprocamente, sea ¢ una n-densidad diferenciable de M segiin la definicién 2.9 y
sea (U, X) una carta de M. Fijado z € U, ®(x,-) € |A"T; M|, luego existe un escalar
a(z) tal que

O(x,-) = a(z) - |dz' A--- Ada"|,.

En U, [dz! A -+ A dz"| es una densidad diferenciable para la definicién 2.10 y, por lo
visto anteriormente, es una densidad diferenciable en U para la definicién 2.9. Puesto que
|dz! A --- A dz"| no se anula en ningtn punto, v a de ser necesariamente diferenciable.
Si definimos ahora la aplicacion

Ge(V1 N ANuy) = B(z, 01, ..., 0p),

para todo z € M ytodo v; A --- A v, en A"T, M, tenemos gracias a la proposicion 2.7
que ¢ es una n-densidad sobre M para la definicién 2.10. U

Definicion 2.14 Una densidad diferenciable de orden mdximo positiva en cada espacio
tangente se llama una densidad de volumen.

Si M es orientable y si €2 es una forma de volumen sobre M, entonces |{)| es una
densidad de volumen. Por lo contrario, si M no fuera orientable, no podriamos encontrar
una densidad de volumen que fuera el valor absoluto de una forma de volumen, puesto
que para las variedades no orientables no existe una forma globalmente definida que no
se anule en algin punto. Sin embargo, si tenemos una densidad de volumen.

Nota 2.15 Dadas sobre M una densidad de orden méximo ¥ y una densidad de volumen
®, para cada p € M existe una constante v(p) tal que ¥, = v(p)®,. Como ¥ y ¢ son
densidades de clase C*° y ® no se anula en ningtin punto, v : M — R es una funcién de
clase C*. En particular, para dos densidades de volumen, la funcién v que las relaciona
es estrictamente positiva.

2.1.4. Integracion de densidades.

De la misma manera que se define la integral de una n-forma sobre una variedad
orientable, se puede definir la integral de una n-densidad sobre una variedad tanto orien-
table como no orientable’. Esto es debido a que en la férmula de cambio de variable para
integrales aparece el valor absoluto del jacobiano de la transformacidn, mientras que pa-
ra n-formas, la férmula no incluye el valor absoluto. Por tanto, para que la integral esté

°En [35, 36] se puede encontrar la definicién de las integrales para formas, estando ademds en [35] la
andloga para densidades.
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bien definida es necesario prescribir una orientacion. La ventaja que justifica el uso de
densidades es que para ellas la féormula de cambio de variables si que incluye el valor
absoluto.

2.1.5. Densidad producto.

Sean M y N dos variedades de dimensiones m y n respectivamente, y sean @ y W dos
densidades de orden maximo sobre M y N (resp.). Dadas dos cartas (U, X )y (V,Y) de
My N (resp.), existen dos funciones f : U — Ry g: V — R de clase C* tales que

d=f-la] y U=g-|8

cona=dz' A Adaz™y B=dyt A Ady™.

Definicion 2.16 Se llama densidad producto de ® y W sobre la variedad M x N, a la
densidad de orden m + n dada por

OxV = (fomy)-(gomn)-|aAp,

donde y; y mn los las respectivas proyecciones de M x N sobre M y N.

Notar que esté definicién es independiente de las cartas elegidas, puesto que si (U, X)
y (V,Y) son otras dos cartas de M y N respectivamente, tales que

entonces en U N U yvVn V tenemos respectivamente
f=7]det(Jac(X o X7 1)) y §=g-|det(Jac(Y oY1)
Por tanto en (U N U) x (VN V)

(fomu)-(gomy)-lanfl=(fomu)-(gomn) lanpl.

2.2. La aplicacion de Gauss

En el resto del capitulo, K denotard siempre (salvo mencion explicita) un cuerpo 0O-
convexo y cuadrdtico con frontera C*, S serd la frontera de un cuerpo de ese tipo (i. e.
un ciclo de referencia) y supondremos V' orientado. Volveremos a adoptar, como en el
capitulo §1, la convencién de que V' es un espacio vectorial de dimensién n + 1.
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2.2.1. Definiciones.

Definicion 2.17 Sea K un cuerpo de un espacio vectorial V de dimension n+1y sea > C
A™V un ciclo de referencia. Se entiende por aplicacion de Gauss de K con respecto a 3 a
la aplicacion gr . - 0K — ¥, donde gk x(u) es el tinico vector alternado vi\- - -N\v,, € ¥
tal que

a. <uvi,...,v, >=T,0K;
b. (vq,...,v,,u) es una base positivamente orientada de V.

Definicion 2.18 Sea K C V un cuerpoy S C V un ciclo de referencia. Se llama aplica-
cién de Gauss de K con respecto a S a la aplicacion gi s : 0K — S*, donde gk s(u) es
el tinico covector £ € S* tal que

a. keré =T,0K;
b. (¢&,u) > 0.

Dado un espacio vectorial V' y dado 2 € A"T'V*, existe un isomorfismo natural
entre el espacio de vectores alternados A"V y el dual V*. Basta definir la aplicacién
1o : A"V — V*, dada por

io(vp A Avy)(u) == Qvy, ..., v,u) Yu € V. (2.8)

Sea el ciclo de referencia > = 251(5*), es facil ver que gx s = 1o © gk x. En algunas
ocasiones se produce un abuso de notacién y se identifica por gx a cualquiera de las dos
definiciones de aplicacién de Gauss.

Otra observacién interesante es que, si K es cuadratico y consideramos S = 0K,
entonces nuestra segunda definicién de aplicacion de Gauss gx s no es mas que la trans-
formada de Legendre £. Ademds, ambas visiones de la aplicaciéon de Gauss son difeo-
morfismo entre los respectivos conjuntos considerados.

2.2.2. La medida de area.

Sea X C A™V un ciclo de referencia, entonces existe una unica densidad vectorial
w € |A"V* tal que w(o) = 1 para todo o € X. Esta densidad vectorial induce sobre
V una densidad w € D"V de tipo C*> que es la densidad constante w, = w, para todo
v € V. Por abuso, seguiremos denotando a esta densidad por w.

Consideremos un cuerpo K C V/, entonces w restringida a la frontera de K es una
densidad de orden maximo. Esto nos ofrece un método para medir la superficie de 0K.

Definicion 2.19 Sean K C V un cuerpo y ¥ C A"V un ciclo de referencia. La medida
de drea del cuerpo K con respecto a . es la medida definida por la densidad:

dSk.s = (9xs) W,

donde w es la densidad asociada a >°.
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Dicha medida es C*°, positiva y (por ser K centrado) par (i. e. invariante bajo la apli-
cacion antipodal). Esta medida también se puede ver desde la perspectiva de un ciclo de
referencia en V™.

Definicion 2.20 Sean K C V un cuerpoy S C V un ciclo de referencia. La medida de
drea del cuerpo K con respecto a S es la medida definida por la densidad:

*

dSk.s := (Ixs) w,
donde w es la densidad asociada al ciclo ig' (S*).

Dado un ciclo de referencia > C A"V, sea {2 una n-forma sobre V. Consideremos el
ciclo de referencia de V' dado por S = iq(3)*, entonces

dSk.s = (Jxls) w = (ig")*dSk 5.

Asf pues, tenemos tres formas de medir el drea de K con respecto a w:

area(@K):/ w:/dSK,g:/ dSk s.
oK ) 5

Al igual que con la aplicacién de Gauss, identificaremos dSk con cualquiera de las dos
definiciones de medida de superficie.

Teorema 2.21 (Teorema de existencia de Minkowski) Sea > C A"V un ciclo de refe-
rencia. Dada una densidad par ® € D"Y, existe un cuerpo K C 'V tal que ® = dSk (es
decir, tal que ® es la medida de superficie de K con respecto a Y.).

Demostraciones de este teorema pueden ser encontradas en [25, 46].

2.3. Formulas de proyeccion

2.3.1. Volumen con respecto a la funcion radial.

Sea S C V un ciclo de referencia y definamos la aplicacién j : S x R, — V dada
por
jlu,r):=r-u Y(u,r) € S xR, . (2.9)

Entonces j es un difeomorfismo entre S x Ry yV \ {0}.

Definicion 2.22 Sea S C V un ciclo de referencia’y seav € V' \ {0}, se llaman coorde-
nadas polares de v respecto de S al par (u,r) = j7'(v) € S x R,.
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Lema 2.23 Sea V un espacio vectorial de dimension n + 1. Sea Q) una (n + 1)-forma no
nula de V'y sea S C V un ciclo de referencia. Entonces, para todo u € Sy para todo
sistema de vectores v, . .., v, € T,S, se tiene

Qv ..U, u)| = w(vg A Awy),
donde w es la densidad de orden n asociada al ciclo de referencia 3> = ig' (S*).
Demostracion Dado vy A -+ Awv, € A"T,S,sean A € Ry v) A--- Al € X tales que
VWA AV =X A Ay,

Si definimos &, = ig(v?, ..., vY), entonces L(u) = +&y, donde L es la transformada de

Legendre respecto a S. Luego, | (o, u) | = 1y por la definicién de i, obtenemos

1Qvy, .., op,u)] = |/\|-|Q(v?,...,v2,u)|
= Al [§o(u)]
= ).

Por otra parte, w(vy A« - Avy,) = [A - w(@ A+ AW0) =
asociad a X2, y por tanto |Q| = w. O

Lema 2.24 Bajo las mimas condiciones, se tiene que en S X R,
75 = r"w x |dr],
donde j viene definida por (2.9), w es la restriccion a S de la densidad asociada a 3..

Demostracion Al ser |€2| una densidad de orden maximo, j*|{2| también lo es; lo que es
obvio para w * |dr|. Es mds, por ser ambas densidades de volumen sobre S x R, existe
una aplicacién v : S x Ry — R, de clase C* tal que j*|Q2] = v - w % |dr|. Veamos que
ciertamente v(u, r) = r™, para todo (u,r) € S x R,.

Dado un punto (u,r) € S x R4, la diferencial de j en dicho punto viene dada por

Djury (o, X) = du+ra, V(o) eT,S xR

Sea el campo vectorial constante X (u,r) = (0,1) € T,,S x R definido sobre S x R,
entonces D7, ,)(0,1) = u. Por otra parte, si vy, ..., v, € T,,S son linealmente indepen-
dientes y tomamos «; = v;/r, entonces v; = Dj, (v, 0) parai = 1,...,n. Con todo
ello deducimos que

Qv A Ao, Aw) = 5792 ((aq,0) A=+ A (0, 0) A (0, 1))
v(u,r) - w*|dr|((a1,0)/\---/\(an,O)/\(O,l))
= v(u,r) - wlag A Aay)
vlu,r)

= - (1)1 N A Un);

de donde, aplicando el lema anterior, obtenemos el resultado deseado. O



36 CAPITULO 2. MEDIDAS DE CUERPOS CONVEXOS

Teorema 2.25 Sean K C V un cuerpo, S C V un ciclo de referencia 'y Q2 una (n + 1)-
forma en V', entonces

1
volumen(K; Q) = ——] P (u)w, (2.10)
ues

donde w es la densidad de orden n asociada al ciclo > = iy (S*) y py es la funcion
radial con respecto a K.

Demostracion En primer lugar, notar que
JHE) = {(u,r) € S xRy 1 0 <7 < pg(u)}.

Aplicando el lema 2.24 y el teorema de Fubini, obtenemos:

volumen(K; ) = /|Q|
K
:/ r"w * |dr|
1K)

Pk (u)
= / / rdr | w
uesS 0

1
= -1
n+1 /ueS i ()

2.3.2. Volumen con respecto a la funcién soporte.

Sean K C V uncuerpoy S C V un ciclo de referencia, entonces se puede identificar
V'\ {0} con S* x R, mediante el difeomorfismo I' : S* x Ry — V' \ {0} definido por

L& r)=r-gg' (&) V(1) eSS xRy, (2.11)

donde g : 0K — S* es la aplicacion de Gauss de K con respecto a S.

Lema 2.26 Dado un espacio vectorial V' de dimension n + 1, sean K C V un cuerpo,
S C V un ciclo de referencia y ) una (n + 1)-forma no nula de V. Entonces se tiene que
en S* x R,

Q| = r"hg (&§)dSk * |dr],

donde 1" viene dada por (2.11), dSk es la medida de superficie de K con respeto a S'y
hk es la funcion de soporte con respecto a K.



2.3. FORMULAS DE PROYECCION 37

Demostracion Puesto que tanto I*|€2| como dSk « |dr| son densidades de volumen de
S* x R, necesariamente debe existir una aplicaciéon v : S* x R, — R, de clase C* tal
que I'*|Q2| = v - dSk % |dr|. Luego, basta comprobar que v(&,7) = r"hg (&), para todo
(& r)e S* xRy

En primer lugar, observemos que dado (a, \) € T¢S* x R,

DT (e (, A) = Agic' (§) + r(DgicJe(a)-
Por otra parte, consideremos en S* x R el campo vectorial
X(&r)=1(0,1), V(7r)eS" xRy,

entonces DI'r¢ ) (X) = g (€). Sea ahora {vy,...,v,} una base de Ty 0K tal que
w(vi A+ Av,) = 1, siendo w (como de costumbre) la densidad asociada al ciclo i (S*).

Entonces, ig(v1, ..., v,) = ££ y por tanto obtenemos
vy, ..., v, DT(X))| = |Qv1,... 00, 95 (6)]
= [&(gx' ()]
= hg(§).

Finalmente, para i = 1,...,n,sea V; = (%,0) € TtS* x R con (Dgg') () = v
Entonces DI'¢ ) (V;) = v; y por tanto
hg(€) = |Qwvy,..., v, DT'(X))]
= QWA AVLAX(T))
v(&,r) - dSg *|dr|(Vi A--- AV, A(0,1))
= v(&r)-dSi (A At

= <€7T) ((gK) )(Ozl/\"'/\Oén)

_ WOy A Avp)

O

Teorema 2.27 Dado un espacio vectorial V' de dimension n+ 1, sean K C V un cuerpo,
S C V un ciclo de referencia 'y Q) una (n + 1)-forma no nula de V. Entonces

1
B (€)dSk,
i L s

donde dS es la medida de superficie de K con respeto a S'y hi es la funcion de soporte
con respecto a K.

volumen(K; Q) =




38 CAPITULO 2. MEDIDAS DE CUERPOS CONVEXOS
Demostracion En primer lugar, notar que
IHKE\{0}) ={(r)eS* xR, : 0<r <1},

Aplicando el lema 2.26 y el teorema de Fubini, obtenemos:

volumen(K;Q) = /|Q]
K

- [ e
r=1(K\{o})

= / " hi(§)dSk  |dr|
S+x]0,1]

= /£ . ( /0 1 r"hK(g)dr> dSx

1
= h dSk.
1 L S

2.3.3. Foérmulas de proyeccion

Aqui serdn necesarios los conceptos vistos en §1.1.1.

Lema 2.28 Sean V un espacio vectorial de dimension n+1y E* un hiperplano vectorial
de V*. Dado un cuerpo convexo y centrado K C 'V, existen conjuntos Ay, Ay, A C 0K
tales que:

a. la frontera de K es la union disjunta 0K = Ay U AU As;

b. A es el conjunto de puntos criticos de la proyeccion 7 g« restringida a 0K, ademds
es una subvariedad de 0K de dimension n — 1;

c. Ay y Ay son abiertos conexos de 0K, difeomorfos entre si mediante la restriccion
de la aplicacion antipodal;

d. mp+|a, 1 Ai = e« (K \ A) es un difeomorfismo, para i = 1, 2.

Demostracién Sea vy € K N (E*)! y definamos entonces la aplicacién

L: 0K — R
v = (L(v), o),
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Vo LK(U)

Figura 2.1: Descomposicion del ciclo 0K.

donde L es la transformada de Legendre con respecto a K. Se puede entender L. como la
altura de v con respecto a E*. Los conjuntos buscados son:

A = L7Y0),
Ay = L] - 00,0]),
Ay = L]0, +o0]).

Asi a queda claro.
Para ver b, establezcamos primero la siguiente relacion

dL, =0 < v = +tu. (2.12)
Sea {¢;} una base de V' y consideremos la base dual {¢’}, entonces'”
L(v) = L;(v)v).

Dado v € 0K, sea (U, X ) una carta alrededor de v. Para dicha carta, la diferencial de L
tiene la expresion

oL ,
dL, = —/,-dz’
051:1| ’

oL, o

= (%jlv v - da’.

10Seguimos aqui la notacién de sumacion de Einstein.
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Si analizamos el coeficiente de dz’, obtenemos

oL, .
oxt "’

= ((DL)(w)),
= (5 (DL )

= (o (L) ),

donde (DL)' : V — T*OK es la aplicacién dual de DL,,. Por tanto
9 ,
dL,=( DL, | — | ,vy ) - dz’
oz’

vy € ker DL, (%) Vie{l,...,n}

vy € ker§ V& € Ty 0K”
vy € (’l’c(v)E)K*)L

E* =kervy = Tp,)0K*
Corolario 1.15

& ker L(v) =T,,0K

& v = Fu.

to T ¢

Asi (2.12) queda demostrada y, puesto que F' tiene rango mdximo y constante en el abierto
OK \ {#£v,}, tenemos que A es una subvariedad embebida de 0K de dimensién n — 1.
Sélo falta ver que A es en efecto el conjunto de puntos singulares de 7+ |55 . Notad que

D (ﬂ'E*

oK)y = Tre |10k,
luego

D(ﬂ'E*

oK), NO tiene rango maximo < 7pg+|7,9x NO es inyectiva
& kermps C T,0K
& v € T,0K
< v € ker L(v)
& L(v) = (L(v),vy) = 0.

La aplicacién antipodal es un difeomorfismo de V' en si mismo, luego también ha de
serlo su restricciéon a K en su imagen, JK. Si denotamos por p a dicha restriccion y
observamos que p(A) = A, p(A;) = A2 y p(Ay) = Ay, entonces ¢ queda claro.

Finalmente, notad que las aplicaciones dadas en d son biyectivas y con rango maximo
en sus respectivos dominios, luego son difeomorfismos. 0
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Como ya hemos dicho, la aplicacion L representa la altura con respecto a £*. Asi,
otra forma de establecer (2.12) seria ver que +vg son los unicos extremos de L en K.

Teorema 2.29 (Férmula de proyecciéon de Cauchy) Sea K C V un cuerpo centrado y
cuadrdticamente convexo y sea . C A"V un ciclo de referencia. Entonces, dada una
forma lineal no nula & =& N --- N§&, € N"V*, se tiene que

1

area(mg- (K); &) = 5/ § | (€, v) |dSk, (2.13)

donde E* = (&1, ...,&,) y dSk es la medida de superficie de K con respecto a ¥..

Demostracion Para comenzar, vamos a simplificar nuestro problema. Puesto que gy :
0K — ¥ es un difeomorfismo, nuestra tesis es equivalente a demostrar que

area(mp«(K); &) = %/eaK | (€5 gr(w)) w,

donde w es la n-densidad asociada a X.. Utilizando ahora el lema anterior, ademas del
teorema de Sard!'; nos basta con ver que

avea (s (K);€) — / ()l

Si notamos que 7« (A) tiene medida nula en 7« (K); entonces, utilizando nueva-
mente el lema anterior, tenemos:

area(mp«(K);§) = / (K)|§’

- / q
e (K\A)

= /W*E £
A

Eu = 1(& g (u)) lw,  Yu € A;.

Asi pues, veamos que ciertamente

(T
Sea la aplicacién lineal 7g- : A"V — A™E dada por

Tpe(V1 Ao Avy) i =mps(01) Ao Atpe(vy), Yor A+ Ao, € A™V.

1Sea f € C*(R™,R™), el conjunto de puntos criticos de f tiene medida nula en R™.
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Sean vy,...,v, € T,0K. Entonces, parav = v; A --- Av, € A"V, se tiene que v =
w(v) - gi (u). Por tanto,

(mpel€Du(v) = [{& Tp-(v)) |

= [(& T (w(v) - g (w))) |

= | {§ Te-(9x (u))) lw(v)

= [(& gr () — §(w)|w(v),
donde w es el dnico vector alternado de ker 7« tal que gx(u) = Tp-(g9x(u)) + w. De
este modo, tan sélo nos queda probar que (£, w) = 0. Sean wy,...,w, € V, tales que
w = wi A --- A\ w,. Puesto que w € ker g+, deben existir escalares o, ...,qa, € R de
manera que

ay s (wy) + -+ T (w,) =0,

luego

W= aywy A+ w, € kermge = (EF)T

Ahora bien, podemos suponer sin perdida de generalidad que a; # 0 y entonces

w=— -WAwy A---N\wy,
g

con lo que obviamente (£, w) = 0, puesto que (§;,w) = 0 paratodoi =1,...,n. O

He aqui la féormula andloga para subespacios de codimension superior a 1, la cudl
dejaremos sin demostracion.

Teorema 2.30 (W. Weil, [52, 53]) Sea K C V un cuerpo centrado y cuadrdticamente
convexo y sea S C V un ciclo de referencia. Entonces, dado & = & N --- N\ & (con
1 < k < n), se tiene que

Qk
area(mp«(K); &) = E/ . | (£, 0) | P*---xD, (2.14)
. veSk

donde E* = (&1, ...,&;) y  es la medida generadora de K.

2.4. Los cuerpos interseccion y proyeccion

2.4.1. El cuerpo interseccion

En este apartado, haremos un pequeiio cambio de notacién. En un espacio vectorial
V de dimensién n + 1, sea ' C V un cuerpo convexo y centrado y sean vy, ...v, € V,
generando el subespacio E' = (vy, ..., v,). Denotaremos por

area( K N E;v), (2.15)
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donde v = v; A - -+ A vy, al volumen en E del cuerpo K M E con respecto a la densidad
asociada a una n-forma lineal €2, tal que (2,(v) = 1. Notar que, aunque la forma (2, no es
Unica, si lo es la densidad restringida a E.

Definicion 2.31 Sea K un cuerpo convexo y centrado en un espacio vectorial V' de di-
mension n + 1. Se llama cuerpo interseccién de K al conjunto:

IK = {v e A"V : area(K N E;v) > Ky, siv # 0}, (2.16)
donde k,, es el volumen de la bola unidad de R".
Se puede comprobar que el cuerpo intersecciéon Z K es efectivamente un c.c.c..

Teorema 2.32 (Busemann) Dado un cuerpo convexo centrado K en un espacio vectorial
V' de dimension n + 1, se tiene que la extension a 0 en el 0 de V' de la aplicacion

v € A"V (area(K N E;v))~!
es una norma en A"V

La demostracion de este teorema es inmediata gracias a la siguiente proposicion y a
las proposiciones 1.38 y 1.39.

Proposicion 2.33 Bajo las mismas condiciones y dado v € A"V no nulo, se tiene

1
prx(v) = — -area(K N E;v), (2.17)
K

n

donde k,, es el volumen de la bola unidad de R".

Demostracion Dado v € A"V nonulo, sean A € Ry y w € 0ZK, tales que v = \ - w,
entonces:

pric(v) = A" prr(w) =271y
area(K N E,;v) = A1 - area(K N Ey;w) = A7 - Ky,

donde E, = (vy,...,v,) y F, el respectivo. d
Utilizando la férmula (2.10) llegamos facilmente a que
o
pri (V) = . P (u)w, (2.18)
K( ) Nky ueSNE K( )

donde S C V es un ciclo de referencia cualquiera y w es la densidad asociada al ciclo
ig ((SN E)*), siendo €2, una forma lineal sobre V' tal que Q,(v) = 1. Puesto que py es
de clase C*°, pri también, lo que se traduce en que Z K es infinitamente diferenciable.

Sea L un endomorfismo sobre V, entonces L induce una endomorfismo L sobre el
espacio de vectores alternados A"V definido como sigue:

L(vy A+ Awvp) == L(vy)) A=+~ ANL(v,), Yoy A+ Av, € A"V.

Es facil ver que, si L' denota endomorfismo traspuesto (o dual) de L, entonces L! = L.
Y si L es invertible, entonces L—! = L1,



44 CAPITULO 2. MEDIDAS DE CUERPOS CONVEXOS

Teorema 2.34 Sea K C V un cuerpo convexo centrado y sea L un automorfismo de V,
entonces:

L(IK) = T(L(K)).

Demostracion Sean vy, ..., v, € V linealmente independientes y sea w; = L(v;) para
i = 1,...,n. Sea el subespacio vectorial £ = (vy,...,v,) y consideremos su imagen
F =L(F) = (wy,...,w,). Entonces L|g : E — F es un isomorfismo y se tiene que

area(L(K) N Fywi A -+ Aw,y,) = area( K N Eyvp A -+ Avy),
por tanto

wi A ANw, € Z(L(K)) area( L(K) N Fywy A -+ Awy) > Ky,
area( K N E; o1 A -+ Avy) > Ky,
vyA---Av, €ETK

L wi A Awy,) €EIK

wy A Aw, € L(ZK).

te T

2.4.2. El cuerpo proyeccion.

Volviendo a la nuestra notacion habitual para el drea de un objeto, veamos la siguiente
definicion:

Definicion 2.35 Sea K un cuerpo convexo centrado en un espacio vectorial V' de dimen-
sion n + 1. Se llama cuerpo proyeccion de K al conjunto:

IIK := (ZK)* C A"V, (2.19)
donde Z K es el cuerpo
ZK :={{ e A"V* @ areca(np-(K); &) < Ky, si& # 0},

siendo k,, es el volumen de la bola unidad de R".
Veamos que ciertamente Z K es un cuerpo centrado y convexo.

Proposicion 2.36 Si K C V es un c.c.c. de clase C*, entonces Z K también es un c.c.c.
de clase C*°.
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Demostracion Sea & € A"V no nulo entonces, por la férmula de proyeccion de Cauchy,

tenemos ]

area(me- (K);€) = 5 / I aS,

donde E* = (&;,...,&,), siendo & = {1 A+ - AE,, y donde dSk es la medida de superficie
de K con respecto a un ciclo re referencia cualquiera > C A™V. La aplicacién

£ e AV H/ &) las

es obviamente una norma C* (por ser dSx una medida positiva infinitamente diferencia-
ble) y por ello Z K es un cuerpo centrado convexo de clase C*°. U

Proposicion 2.37 Sea K un cuerpo convexo centrado en un espacio vectorial V' de di-
mension n + 1, entonces para £ =& N --- N&, € A"V* no nulo

B (€) = area(ﬂE*(K);f)7 (220)

Kn

donde E* = (&1, ...,&,).

La demostracion es anédloga a la de la proposicién 2.33, teniendo en cuenta esta vez
que la aplicacion
€€ A"V*\ {0} — area(mg«(K);€)

es homogénea de grado 1. Decir también que dado £ € A"V, se tiene, gracias a la
formula de proyeccion de Cauchy 2.13, que

B (€) = —— / 160} laske 2.21)

B 2K,

Teorema 2.38 Sea K un cuerpo convexo y centrado de un espacio vectorial V' de dimen-
sionn+1Yy sea L un automorfismo sobre V. Entonces, dados &1, . . . , &, € V* linealmente
independientes, se tiene

area(mp-(L(K)); &) = area(mr: g+ (K); L'€),
donde E* = ({1,...,&) yE=E& N N&.

Demostracion Sea F* = L'(E*) y consideremos el diagrama conmutativo

V* Lt > V*
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donde i es la inyeccién candnica 'y $=L*
conmutativo dual como sigue

g+ A este diagrama, le corresponde un diagrama

V<tV
T p* i J/WF*
E ~ F
donde @' es un isomorfismo por serlo ®. Luego mp«(L(K)) = ®'(7p-(K)), de donde
obtenemos facilmente nuestra tesis. 0J

Teorema 2.39 Sea K C V' un cuerpo convexo centrado y sea L un automorfismo de V,
entonces:

LK) = II(L(K)).
Demostracion Veamos en primer lugar que
L'"Z(L(K))) = ZK.

Sean 7y,...,n, € V* linealmente independientes y sea & = (L!)~!(n,), para i =

L...on.Seann = mA-Anpy&==8&A A& ysean F* = (n,....7) y
= (&, ..., &,). Entonces:

n€ LY(Z(L(K)) & &€ Z(L(K))
& area(mp: (L(K)); &) <
& area(mre (g (K); L'(¢ ))
< area(mp(K);n) < Ky
& ne K.
Sean ahora wy,...,w, € V linealmente independientes y sea v; = L‘l(wi), para i =
1,....,n.Seanw =wy A--- Aw, yv=v; A --- Av,. Entonces:
well(L(K)) & [(w)|<1, Ve Z(L(K))
& |Euy| <1, veell (ZK)
& (I Tm),w)| <1, VpeZK
& | (eta,v) | <1, VneZK
& vellK
& we LK)



Capitulo 3

Geometria de Minkowski

En este capitulo estudiaremos espacios vectoriales dotados de una norma, no prove-
niente (en general) de un producto escalar. La geometria minkowskiana tiene una impor-
tancia particular, ya que es un prerequisito basico para los espacios de Finsler. Ademas de
introducir el concepto de nocién de volumen (y de area), el cual volveremos a tratar con
los espacios de Finsler, abordaremos como tema central el problema isoperimétrico.

Aunque en el capitulo §1 estudiamos pseudonormas generales, cuya bola unidad no
tenia necesariamente simetria central, a partir de aqui consideraremos inicamente normas,
aunque algunos de los resultados son vélidos con méas generalidad.

3.1. Espacios de Minkowski

3.1.1. Definiciones basicas.

Como ya vimos en el capitulo anterior, dado un espacio vectorial V' y un cuerpo con-
vexo centrado y simétrico K en V/, se puede obtener a partir de K una norma para la cual
K eslabolaunidad y a la inversa.

Definicion 3.1 Llamaremos espacio de Minkowski a un par (V,||-||), donde V' es un es-

pacio vectorial de dimension finita dotado de una norma ||-|).

Puesto que hay una equivalencia entre la norma y la bola unidad que esta define,
usaremos indistintamente la notacion (V,||-||) o (V, B), siendo B la bola unidad para
||I||. En ocasiones, cuando sea obvio o cuando no sea necesario, no haremos referencia
ni a la norma, ni a la bola unidad, y hablaremos tan sélo del espacio de Minkowski V',
sobrentendiendo que viene acompaiado de una norma. Ademds, supondremos que todos
los cuerpos (incluyendo la esfera unidad definida por la norma del espacio) tiene un ciclo
de referencia como frontera.

Definicion 3.2 Dos espacios de Minkowski (V1,|-||,) ¥ (Va, ||-||5) se dicen isométricos si
existe una isometria entre ellos, es decir, un isomorfismo T' : Vi — V, que preserva las

47
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las normas:

IT(W)lly = [lvll, Vo eV

Si By y B, son respectivamente la bola unidad de V; y V5, entonces V; y V5 son isomé-
tricos sii existe un isomorfismo que transforma 5B en Bs. Esta idea nos sirve para estudiar
las diferencias entre dos espacios de Minkowski de misma dimension. Otra cuestion es
ver si podemos cuantificar esas diferencias.

Consideremos ahora el espacio de aplicaciones lineales entre V; y Vs, L(V;, V3). Este
es a su vez un espacio vectorial y las normas de V; y V5 inducen una norma en £(V7, V)
que hace de este un espacio de Minkowski. Dicha norma viene dada por el funcional

1T = sup{[| T ()l = floll, <13,
definicién equivalente a la siguiente
|T|| = inf{e >0 : T(By) C eBs}.

Un hecho conocido es inmediato es que, si tenemos dos aplicaciones lineales 7" : V; — V5,
y S : Vo — V3, entonces
1S o Tl < ST,

donde cada una de las normas es distinta a las demds, puesto que vienen inducidas, a
priori, por normas diferentes.
Dados dos espacios vectoriales de misma dimensién V; y V5, consideremos el nimero

A(Vy, Vo) = inf{log(|T|||T||) : T € L(V4,V5) es un isomorfismo}. (3.1)

Es facil ver que esta es una aplicacion no-negativa, simétrica y que cumple la desigualdad
triangular, sin embargo, no define una distancia sobre el conjunto de espacios de Min-
kowski de dimensién prefijada: basta tomar dos espacios isométricos y considerar como
isomorfismo 7' la isometria que los relaciona.

Un hecho relevante es que el infimo de la definicién de A siempre es alcanzado', lo
que no quiere decir que este infimo sea cero. Eso si, el infimo serd nulo, i. e. A(V, V3) =
0, sty so6lo si Vi y V5 son isométricos. Si consideramos el ser isométricos como una
relacién de equivalencia y si consideramos el conjunto de clases que define dicha relacidn,
entonces A si es una distancia, la llamada distancia de Banach-Mazur.

Definicion 3.3 Sea M, el conjunto de espacios de Minkowski de dimension n. Sea ~ la
relacion de equivalencia ser isométricos. Se llama espacio de clases de Minkowski de
dimension n al espacio métrico (M,,, A), donde M,, = M,/ ~ y la distancia A viene
dada en (3.1).

Teorema 3.4 El espacio de clases de Minkowski (M,,, A) es compacto y conexo.

'Para m4s detalles, consultar [50].
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N A
[(SRNg <]
<

Figura 3.1: 71 y 72 son geodésicas uniendo los puntos (0,0) y (2,0) para la norma oo.

3.1.2. Geodésicas.

La norma de un espacio de Minkowski es, desde otro punto de vista, una densidad
de orden 1. Si ¢ es una curva en un espacio de Minkowski (V/ [|]|), i. e. el rango de una
aplicacion derivable a trozos v : [a, b] — V, entonces el niimero

JACICIEE

no depende ni de la parametrizacién de la curva ni de la orientacién del espacio. Este
ndmero es la longitud de la curva c. Una pregunta natural es: ;cudl es la curva (o curvas)
que minimiza la distancia entre 2 puntos? He aqui la respuesta:

Teorema 3.5 Sea V' un espacio de Minkowskiy sean x,y € V. Denotemos xy el segmen-
to que une x con y. Si 7y : [a,b] — V es una curva derivable a trozos que une x con Y,
entonces:

longitud(vy) > longitud(zy) = dist(z, y).

Demostracion Basta tener en cuenta que toda curva derivable a trozos se puede apro-
ximar por poligonales, curvas para las cuales la tesis es obvia gracias a la desigualdad
triangular. U

Asi pues, las lineas rectas son geodésicas de los espacios de Minkowski. Otra cuestion
es ver cudndo estas son Unicas. Esto es cierto siempre y cuando ||u + v|| < |lu]| + ||v]|
para todo par de vectores no colineales o, equivalentemente, cuando la bola unidad es
estrictamente convexa, el cual es el caso de los espacios de Minkowski que estudiamos.
Como un contra ejemplo sencillo, se puede tomar la norma infinito y observar que no se
tiene unicidad de las geodésicas tal y como se muestra en la figura 3.1.

Teorema 3.6 Sea (V, B) un espacio de Minkowski cualquiera con B estrictamente con-
vexo, entonces las geodésicas de V son las lineas rectas.
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Figura 3.2: u 4v < d(A, H) < d(A, M) paratodo M € r.

3.1.3. Perpendicularidad.

Un problema que aparece cuando la norma del espacio vectorial no proviene de un
producto escalar es definir el concepto de perpendicularidad, problema que ya hemos tra-
tado en la seccion 1.1.1. Para poder abstraer el papel que juega la norma en este concepto,
haremos notar que dados 2 vectores u y v perpendiculares (en el sentido euclideo), el
modulo de v (como vector) coincide con la distancia que hay entre u (como punto) a la
recta definida por v.

Definicién 3.7 Sea (V) ||-||) un espacio de Minkowski. Dados dos vectores u,v € V, se
dice que u es perpendicular a v, denotado v - v, si para todo \ € R se tiene que

Jull < A0 —ul|.
O de forma equivalente, si ||u|| < dist(u, (v)).

La notaciéon empleada no es una cuestion sin importancia, puesto que se ha tomado
asi para poner de manifiesto que esta definiciéon de perpendicularidad no es simétrica.
Podemos encontrarnos casos en los que u = v y sin embargo no es cierto que v - u. Aln
asi, esta definicidn generaliza la habitual, es decir:

ulvesudvyut o
Proposicion 3.8 Sea (V, ||-||) un espacio de Minkowski, entonces:
a. paratodou € V,04vyv -0;
b. dados u,v € V, u 4v < Au - pv para todo )\, p € R;
¢. dadou € V, u v paratodov € T,0B, siendo B la bola unidad de V.
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La segunda propiedad nos permite definir la perpendicularidad entre dos rectas vec-
toriales. La tercera nos viene a decir que u es perpendicular al hiperplano tangente a la
esfera unidad en .

Definicion 3.9 En un espacio de Minkowski, una recta vectorial v es perpendicular a un
subespacio afin H si r es perpendicular a toda recta vectorial h' C H’, siendo H' el
espacio director asociado a H. Una recta afin, serd perpendicular a un subespacio afin,
si lo es la recta vecorial asociada.

Notar que una recta r (vectorial o no) es perpendicular a un espacio afin H siy solo si
es perpendicular a toda recta afin incluida en €l. Todo esto puede ser resumido en términos
de la bola unidad de V: si r es vectorial, » 4 H siy s6lo si H es paralelo al hiperplano
afin tangente a 0B en u € r N 0B.

3.1.4. Curvas de Radon.

En un espacio de Minkowski (V, B), sea r una recta vectorial. Si H es un hiperplano
de soporte de B paralelo a r, entonces el vector v € H N B es perpendicular a r. Sea .S,
el conjunto de puntos de OB obtenidos de esta manera, es decir, el conjunto

S, :={ue€dB : u-dry r||T,0B}.

Consideremos ahora la reunién C),. de rectas que pasan por el origen y cortan a .S,.. Enton-
ces, C,. es un cono con vértice en el origen que contiene a todas las rectas perpendiculares
a r. La forma que tiene este cono es la que determina la simetria de la perpendicularidad
en el espacio (V, B).

Teorema 3.10 En un espacio de Minkowski (V, B), la perpendicularidad es una propie-
dad simétrica si y solo si el cono C, es plano y paralelo a T,,0B, donde v € v N 0B.

Uno podria llegar a preguntarse si esto es siempre cierto para algin tipo de cuerpos
convexos. La respuesta a esta pregunta para dimension n > 3 fue dada por Blaschke:

Teorema 3.11 (Blaschke, [5]) Sea (V, B) un espacio de Minkowski tal que, para toda
recta vectorial r, C,. yace en un hiperplano; entonces la frontera de B es un elipsoide,
i. e. la norma ||-|| z proviene de un producto escalar.

Asi pues, para dimensiones mayores que 2, los unicos espacios de Minkowski para
los cuales la perpendicularidad es un propiedad simétrica son aquellos en los que la esfera
unidad es un elipsoide. Cuando tratamos el caso en que la dimensién es 2, la respuesta
no es la misma. Por supuesto, los espacios con esfera unidad elipsoidal siguen teniendo
simetria con respecto a la perpendicularidad, pero existen curvas convexas para las cuales
esto sigue siendo cierto y, sin embargo, no son elipses. Dichas curvas son las llamadas
curvas de Radon.
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Figura 3.3: Para todo u € .S,, r es paralelo a T,,0B.

Figura3.4: 'r || T,0Byr = r;r | T,0Byr .
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Figura 3.5: La curva 0B tiene la propiedad triangular.

Definicion 3.12 Dada una recta vectorial r en un espacio de Minkowski bidimensional,
vy 7r denotan las vinicas rectas vectoriales tales que v~ 4 r y r - “r, respectivamente.

Definiciéon 3.13 (Radon, [41]) Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional orien-
tado, se dice que OB es una curva de Radon si v = ™r para toda recta vectorial r. En
este caso, se denota por v+ a la iinica recta vectorial perpendicular a v y a la cual v es
perpendicular.

El ser una curva de Radon es un invariante afin y, puesto que la esfera euclidea S* es
una curva de Radon, las elipses también lo son.

Definicion 3.14 Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional, entonces

a. dado v € OB, v denota el iinico vector tal que v | "v y (v, ") es una base
positivamente orientada;

b. andlogamente, v denota el iinico vector tal que v - vy (v,v™) es una base
positivamente orientada;

c. se dice que el circulo unidad OB tiene la propiedad triangular si el 2-vector v A v
es constante para todo v € 0B;

d. finalmente, se dice que OB tiene la propiedad triangular dual si el 2-vector v A v
es constante para todo v € 0B;

Proposicion 3.15 En un plano de Minkowski (V, B), si el circulo unidad OB tiene la
propiedad triangular, entonces v' = v para todo v € OB.
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Demostraciéon En primer lugar, notar que, dado v € 0B, se tiene que
(=™ = .
Puesto que 0B tiene la propiedad triangular,
vATv = (—v) AT (=0T

= —v Aw

vAvUT.

. .

v es colineal a v. Por definicién, v es paralelo a 7,408, luego v~ — v

N

Por tanto, v —

Figura 3.6: vy "v parav € 0B.

también. Asi pues,
v=v'= (v - ") € T,~OB

y necesariamente v = v, ya que 9B esestrictamente convexo y 7,9 B es un hiperplano
de soporte de JB. O

Corolario 3.16 El circulo unidad OB tiene la propiedad triangular si y solo si tiene la
propiedad triangular dual.

Corolario 3.17 Si OB tiene la propiedad triangular (o la dual), entonces es una curva
de Radon.

Demostrar esto ha sido relativamente sencillo. Aunque el reciproco también es cierto,
se necesita un trabajo mas elaborado. Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimension
2 tal que OB es una curva de Radon. Dada una recta r pasando por el origen, r y r* cortan
a 0B en cuatro arcos i, Y2, Y3 y V4. Asi, 71 y 73 son simétricos, al igual que 2 y 4.

Lema 3.18 Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimension 2 tal que OB es una curva
de Radon. Sean v y v+ dos rectas vectoriales cortando a OB en cuatro arcos: vy, Y2, V3
y V4. La curva de Radon OB estd completamente determinada por cualquiera de esos
arcos, i. e. si C' es una curva de Radon coincidente con OB en alguno de los cuatro arcos
v 1 € {1,2,3,4}, entonces C = OB.
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Figura 3.7: Descomposicién de OB en 4 arcos simétricos 2 a 2.

Demostracion Supongamos que 0B y C' coinciden en ;. Por simetria, también coinci-
den en 73. Razonando de igual manera, sélo nos hade falta probar que 0B y C coinciden
en vys.

Para simplificar los calculos, supongamos que V = R? y que tanto B como C' estdn
parametrizados por el dngulo de las coordenadas polares. Es decir, que la parametrizacion
de OB es una aplicacién ¢ : [0, 27r] — 0B de la forma

5(0) = (p(#) cos b, p(f)sinh) VO € [0, 2x],

donde p es la aplicacion radial de 9B con respecto a S !, Entonces, la parametrizacion de
C serd una aplicacién 0 : [0, 2r] — C' de la forma

6= ((p+ M) cosb, (p+ \)sind),

donde A : [0, 27] — R es una aplicacién C™ tal que A(0) = A\(27).

Sean 6y < 6, < 6, tales que 6(6y) y §(0;) son los extremos de v; y 6(0;) y §(02) son
los extremos de 5. Dado 6 € [fy, 6], sea el vector u = 3(6) = 6(6) y consideremos la
recta r dada por u. Entonces, existe 8 € [0, ;] tal que §(¢') € r-NIBy 6(¢') € r-NC.
Asi que T59/0B y T, 5(9,)0 son paralelos a 7 y, por tanto, paralelos entre si. Luego, para
todo 6 € [6,, 6], se tiene que

det(67(8),'(8)) = 0,

lo que implica que A es una aplicacién C* satisfaciendo en [f;, 6] la ecuacién diferencial

ordinaria de primer orden:
/

N =2,
p
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Figura 3.8: Curvas de Radon 0B y C' coincidentes en ;.

Puesto que A(#;) = 0y la solucién trivial cumple la ecuacién, por unicidad de la solucidn,
A=0en [#1,0;] y OBy C coinciden en ,. O

Sean r1 y 75 dos rectas afines de un espacio vectorial V' que no contienen el origen y no
son paralelas. Sean r y ri su respectivas simetrias con respecto del origen. Estas cuatro
rectas determinan un paralelogramo centrado. Sean ahora \; y A, las rectas vectoriales
paralelas a r; y r, respectivamente. Denotemos por A el punto de interseccidn entre 7,
y A2 y denotemos por B la interseccién entre ro y ;. Sea C' una curva suave, cerrada,
centrada, convexa y tangente a 7, y ro en A y B, respectivamente. Y, finalmente, sea y el
arco mas corto de C' que une A con B.

Lema 3.19 Con la notacion anterior, existe una unica curva C cerrada, centrada, con-
vexa y de clase C* con la propiedad triangular * y tal que coincide con C' en 7.

— —
Demostracion Tomemos como base de V' los vectores ey = OAy ey = OB y su-
pongamos que la base (ej,ey) estd positivamente orientada. Sea « : [a,b] — V una
parametrizacion de -y, entonces &« = vy - €1 + g - e3. Y sead : [a, b] — V la funcién dada
por:
1 /
= — - (X s
det(a, o)

donde det es el determinante con respecto a la base (ej, e5). Esta funcion tiene como
imagen un arco desde del punto B hasta el punto A’, el cual es el simétrico a A con

2Notar que una tal curva C confiere a V una estructura de espacio de Minkowski, por lo que tiene sentido
hablar de perpendicularidad entre vectores y, por ende, de la propiedad triangular.
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r M1

Figura 3.9: El arco «y determina una tnica curva con la propiedad triangular.

respecto al origen:

B 1 ) — ay(a) e e
Oa) = det(a(a), a’(a)) (a) det(ey,dy(a) - es) - 2
o o) _

0 = Gty ¢ s e

 det(eq, () - €1)
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Sean ahora los arcos 71 = 7, 72 = d([a,b])) y sus respectivos simétricos v3 y 4.
Entonces, la curva buscada es C' = ~; U~ U~3 U ~4. Por construccidn, es obvio que C' es
centrada y simétrica. También por construccién, la curva C es claramente C*, exceptuando
en A, By sus simétricos, en los que hay que verificarlo. Veamoslo en B: para que esto
ultimo sea cierto, el tangente a CenB por 1 y por 72 han de coincidir, es decir, se ha de

cumplir que det(a/(b), §'(a)) = 0. Se puede comprobar que

B ,  det(a,a”)

6/ — ; o — —/———
det(a, o) det(a, o)

-9,
luego

det(a/(b),0'(a)) =
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Andlogamente, obtenemos el resultado para A y, por simetria, para A’y B’.

Veamos ahora que se cumple la propiedad triangular. Sea v € C, podemos suponer
que v € 1, pues los otros casos son andlogos. Sea t € [a, b] tal que v = «(t). Enton-
ces, a(t) 4 6(t) en (V,C) y (a(t),5(t)) es una base positivamente orientada, por tanto:
Tat) =0o(t)y

vATv = at) AS(t)
= det(af(t),d(t)) - e1 Aes

= e1 N\es.

Asi pues, tan sélo falta comprobar la unicidad. Sea C' una curva con las mismas pro-
piedades que C'. Observar que para las 3 nociones de perpendicularidad asociadas a C,
C y C, tenemos que el unico vector cumpliendo la definicion 3.14.a, con v = «(a), es
a(b). Parat € [a,b], sea 3(t) € C el propio para v = a(t). Puesto que C' también tiene la
propiedad triangular, existe una constante no nula A € R tal que

a(t) NB(t) = Xeg Ney, Vit € [a,b).
Por tanto, existe otra constante \ € R tal que
5(t) = \B(t), Yt e la,b].

Pero ya hemos visto que d(a) = ((a) = a(b), luego A = 1, los arcos & y /3 son idénticos
y las curvas C'y C' son la misma. OJ

Ahora estamos en disposicion de demostrar la equivalencia entre las curvas de Radon
y las curvas con la propiedad triangular.

Proposicion 3.20 Si (V, B) es un plano de Minkowski tal que OB es una curva de Radon,
entonces 0B tiene la propiedad triangular.

Demostracion Sean r y r+ dos rectas perpendiculares pasando por el origen. Sea
uno de los cuatro arcos en los que dividen a dB las dos rectas. Por el lema 3.19, existe
una curva C' con la propiedad triangular y que coincide con 0B en ~. Pero, por tener la
propiedad triangular, también es una curva de Radon. Luego, 0B y C' son dos curvas de
Radon que coinciden en un cuadrante Por tanto, gracias al lema 3.18, 0B = C'y, por ello,
OB tiene la propiedad triangular. U

Corolario 3.21 Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional, entonces OB es una
curva de Radon si y solamente si tiene la propiedad triangular.
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3.2. Areasy volidmenes en espacios de Minkowski

En un espacio euclideo (V", (,)), hay una forma canénica de definir una densidad de
volumen. Puesto que las densidades de orden maximo son todas iguales excepto por un
factor constante, basta con fijar una normalizacién. Esto puede hacerse fijando un valor
para un n-vector en particular. En el caso euclideo, se toma la densidad que vale 1 sobre
el n-vector e; A - -+ A e, siendo (ey, .. ., e,) una base ortonormal de V.

Para un espacio de Minkowski, hay una laguna al respecto: no tenemos una tal base
ortonormal y, por tanto, no existe una manera de definir canénicamente una densidad de
volumen. Esto no quiere decir que no se pueda dar un sistema para hacerlo. Deberemos
abstraernos nuevamente de la ligadura que crea el producto escalar y asi dar una definicién
consistente que, por supuesto, deberd coincidir con el caso euclideo. Busemann fue el
primero en estudiar este problema en [13, 14], para después ser tratado por Holmes y
Thompson en [31]. Otra referencia es, por supuesto, el libro del propio Thompson, [50],
capitulo §5.

3.2.1. Definicion axiomatica.

El objetivo es definir un concepto universal de volumen. En primer lugar, si tratamos
con espacios euclideos queremos que nuestra definicién de volumen coincida con la habi-
tual. Por supuesto, también deseamos invariancia bajo isometrias. Otro punto importante
es que si dos espacios de Minkowski no difieren mucho el uno del otro, entonces que tam-
poco lo hagan las formas de medir volimenes en ellos. De forma global, lo que buscamos
es una idea de volumen familiar y que respete las estructuras minkowskianas.

Definicién 3.22 Una nocién de volumen en espacios de Minkowski corresponde a una
manera de asignar a cada espacio de Minkowski (V, B) una densidad de volumen volg
en 'V satisfaciendo los siguientes axiomas:

a. (Normalizacion) si B es un elipsoide, entonces volg es la densidad de volumen
euclidea estdandar;

b. (Linealizacion) siT : (V,B) — (V', B') es una isometria entre espacios de Min-
kowski, entonces volg = T*volg/;

¢. (Monotonia) si B y B’ son dos cuerpos convexos centrados y cuadrdticos en'V tales
que B C B’, entonces volg > volg:;

d. (Continuidad) la asignacion de volg al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser
continua respecto de la distancia de Banach-Mazur, dada por la ecuacion (3.3).

El nimero real

vp := volumen(B) = / volp
B
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juega un papel importante. Debido al axioma de linealizacién, g es un invariante isomé-
trico. Ademas, este nimero determina la densidad volg:

Proposicion 3.23 Sea v € A"V no nulo, entonces

B
1 = —— 3.2
volp(v) vol(B;v) -2
Demostracion Sea vy € A"V tal que volg(vy) = 1, por definicién
vol(B;vg) = / volg = g,
B
es decir
volg(vg) = B
vol(B; )
Por homogeneidad obtenemos el resultado deseado. 0

El siguiente resultado da una definicién equivalente de nocién de volumen con res-
pecto al invariante ~yz.

Proposicion 3.24 La asignacion de un niimero real positivo g a cada espacio de Min-
kowski (V, B) corresponde a una nocion de volumen si y solamente si se cumple:

a. (Normalizacion) para todo elipsoide centrado € C V", 7. = k,, donde k,, es el
volumen euclideo de la bola unidad euclidea en R";

b. (Linealizacion) si (V, B)y (V', B") son isométricos, yg = p';

c¢. (Monotonia) si By B’ son dos cuerpos convexos centrados y cuadrdticos en'V tales
que B C B’, entonces
v o VOl(B; @)
vp — vol(B';®)’

donde P es una densidad de volumen cualquiera;

d. (Continuidad) la aplicacion v : (V,B) € M, — ~vp € R, es continua con
respecto a la distancia de Banach-Mazur para todo n > 1.

La nocion de volumen de Busemann.

La nocién de volumen mads natural (y mds simple) es aquella para la cual 5 es cons-
tante respecto de la norma una vez fijada la dimensién del espacio vectorial. Considerando
esto, necesariamente

B = Kn,

donde k,, es el volumen euclideo de la bola unidad euclidea en R™.
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Definicion 3.25 Se llama nocién de volumen de Busemann a la nocion de volumen que
asocia a cada espacio de Minkowski (V™, B) la densidad de volumen (de Busemann)
Kn

lBus =
volg™(v) vol(B;v)’

Vv e A"V. (3.3)

El volumen de Busemann coincide con la medida de Hausdorff determinada por la
métrica proveniente de la norma.

La nocion de volumen de Holmes-Thompson.

Sea €2 : A"V — R una forma alternada, a partir de ella se puede definir una forma
alternada Q* sobre A"V* de la siguiente forma. Si {{i,...,&,} es una base de V* y
{v1,...,v,} sudual,

1
Qg A+ Ay’

QUGN NE) = (3.4)
definiéndose por cero su valor en el cero. Si vemos a {2 como un n-vector alternado
E NNy, entonces 0 = vy A+ - - Avy, siendo {vy, ..., v, } labase dual de {1, ..., &}
Obviamente, existe la misma relacién para las densidades de grado médximo.

Si consideramos la densidad de volumen dual a la de Busemann, obtenemos la densi-
dad de volumen de Holmes-Thompson.

Definicion 3.26 Se llama nocién de volumen de Holmes-Thompson a la nocion de vo-
lumen que asocia a cada espacio de Minkowski (V™, B) la densidad de volumen (de

Holmes-Thompson)
1 B*.
voli T (v) := w Vv € A"V, (3.5)
Notar que vol™ (v A -+ Av,) = (voljgt (& A+ A&,)) " cuando {& ..., & }esla
base dual de la base {vy, ..., v,}, lo que equivale a decir que
vol(B;vy A -+ Avy) - vol(B*; € A -+~ AN &) = K2,

n

Por otra parte, para que una nocién de volumen coincida con la nocion de Holmes-
Thompson o para que la dual coincida con la de Busemann, ha de ocurrir, en virtud de la
ecuacion (3.2), que

vol(B;vy A -+ Awvy) - vol(B*; & A+ - N &)

B = )
Rn

para todo cuerpo convexo y centrado B.
También a partir de (3.2), se puede observar que el siguiente producto es constante:

vol(B; vy A -+ Awy) - vol(B* ;& A+ N&) =B - B+

Dicho producto es un invariante lineal de gran importancia para la geometria convexa.
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Definicion 3.27 Sea (V, B) un espacio de Minkowski y sea ® una densidad cualquiera
de orden mdximo, se llama volumen producto del cuerpo convexo B al niimero

vp(B) = vol(B; ®) - vol(B*; ).

Teorema 3.28 (Desigualdad de Blaschke-Santalé) Para un espacio de Minkowski cual-
quiera (V, B) de dimension n, se tiene que

[\V]

vp(B) <k

n*

Ademas, la igualdad se alcanza si'y solo si B es un elipsoide.

Para una demostracion, consultar [25]. Un resultado inmediato que se obtiene a partir
de la desigualdad de Blaschke-Santalé y las definiciones correspondientes es el siguiente:

Corolario 3.29 Dado espacio de Minkowski (V, B), se tiene que la densidad de volumen
de Holmes-Thompson es mds pequeria que la densidad de Busemann y coinciden siy solo
si B es un elipsoide.

3.2.2. Lanocion de area.

Con el objetivo de medir k-dreas, con 1 < k£ < n — 1, en un espacio de Minkowski
(V™ B), daremos también una definicién axiomadtica.

Definicion 3.30 Una nocion de k-area, con 1 < k < n — 1, para espacios de Minkowski
de dimension n, corresponde a una manera de asignar a cada espacio de Minkowski
(V, B) una k-densidad positiva areal, en V satisfaciendo los siguientes axiomas:

a. (Normalizacion) si B es un elipsoide, entonces area’fg es la k-densidad euclidea
estdndar;

b. (Linealizacion) si T : (V, B) — (V', B') es una isometria entre espacios de Min-

kowski, entonces area'fB = T*area’g/;

¢. (Monotonia) si By B' son dos cuerpos convexos centrados y cuadrdticos en'V tales

que B C B’, entonces area’fg > area’fg,;

d. (Continuidad) la asignacion de areak, al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser
continua respecto de la distancia de Banach-Mazur.

Nota 3.31 Toda nocion de 1-area debe coincidir con la norma.
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Recordar que si doy una k-densidad en un espacio de vectorial V™, entonces también
estoy dando una densidad de orden médximo en cada subespacio k-dimensional de V. Por
tanto, una nocién de k-drea sobre un espacio de Minkowski (V, B) induce una nocién
de volumen en cada subespacio k-dimensional £ C V' con las estructura de espacio de
Minkowski dada por el cuerpo convexo B N E. Esto se ha de entender de la siguiente
forma, si vy, ...,v, € E, entonces

VOleE(vl A A Uk) = 81'6&%(1)1 A A Uk)-
El reciproco también es cierto.

Proposicion 3.32 Sea vol una nocion de volumen sobre My, con 1 < k < n — 1. Sea
area® la aplicacion definida sobre M,, que a cada espacio de Minkowski (V, B) le asocia
la k-densidad dada por

arealfg(vl A=+ ANvg) = Volprcy, > (V1 A+ A vg),

k

para todo vy \ -+ Ny € A’;V. Entonces, area” es una nocion de k-drea sobre M,,.

Gracias a esto, podemos dar facilmente dos ejemplos de nociones de area:

La nocion de area de Busemann.

La nocién de volumen de Busemann induce una nocién de k-area sobre M,,.

Definicion 3.33 Sea llama nocién de k-area de Busemann, para 1 < k < n—1, ala
nocion de k-drea que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad definida
por

k-Bus - Kk
aveay™"(v) vol(BN E;v)’
para todo vector descomponible v = v; N\ --- N v € A];V, siento E = (vy, ..., vg).
Cuandok =1,k =2y
vol(BN < v >;v) = ol ;
V||B
luego,
area;>"(v) = ||v| 5.

Acabamos de ver que en el caso k = 1, la 1-densidad de area de Busemann coincide con
la norma.

Se desprende de la definicién que la nocién de k-drea de Busemann es la tinica nocién
de k-drea para la cual todas las secciones de B con k-planos vectoriales tienen la misma
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area, x. Un caso interesante y que ya hemos visto es el caso £ = n — 1. En general, una
(n — 1)-densidad ¢ de V' estd determinada por el cuerpo centrado y estrellado

B={ve A"V : ¢(v) <1}
En el caso particular de la (n — 1)-densidad de drea de Busemann,
B={ve A"V : vol(BNE;v) > Kp_1}.

Si recordamos la definicién 2.31, identificaremos el conjunto anterior como el cuerpo
interseccion de By, como ya vimos, este es un cuerpo convexo y centrado de A"~ 1V,

La nocion de area de Holmes-Thompson.

De igual forma, la nocién de volumen de Holmes-Thompson induce una nocién de
k-area sobre M,,.

Definicion 3.34 Sea llama nocién de k-area de Holmes-Thompson, para1 < k <n —1,
a la nocion de k-drea que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad
definida por

vol((B N E)*;v)

areal; T (v) 1= oy )

para todo vector descomponible v = vy A -+ - Avy, € ARV, siendo E = (vy, ..., v).

Repitiendo el proceso seguido para la nocion de k-area Busemann, se puede ver que en
el caso k = 1, la nocién de 1-drea de Holmes-Thompson coincide con la norma asociada
a B. Para ver que en el caso k = n — 1 el cuerpo estrellado B es en realidad un cuerpo
convexo requiere un poco mds de trabajo.

Proposicion 3.35 Sea V' un espacio vectorial de dimension n'y sea K C V un cuerpo
convexo y centrado. Si E es un subespacio vectorial de V', entonces

75(K*) = (BN E)*

Demostracion Sea & € mp(K*), existe n € K* tal que | = £. Tenemos entonces que
dadove KNE

[(& o) [ =T <T,

luego & € (K NE)*.

Para demostrar la inclusién contraria, dado £ € (B N E)*, debemos encontrar un
subespacio F' C V complementario a F tal que si tomamos 1 € V* cumpliendo que
nle = £y nlr = 03 entonces | (n,v)| < 1 paratodov € K.Seau € K N E tal que

3Notar que el covector 7 existe, basta definir una aplicacién con las propiedades mencionadas y exten-
derlo por linealidad.
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ker £ es paralelo a un hiperplano de soporte de X' N E en u, sea hy dicho hiperplano y sea
ho su simétrico. Entonces h y hy definen una banda en F, llamémosla b, donde || estd
acotado por 1.

Por otra parte, si v € V existe un tnica descomposicion v = v' +v” conv’ € F'y
v" € F.Seap:V — E tal que p(v) = v'. La aplicacién p no es mds que la proyeccion
sobre E en la direccion de F'. Pues bien, el subespacio F’ buscado tiene que ser tal que
p(v) caigaen b paratodo v € K, puesto que en ese caso | (n,v) | = | (n,v)| < 1 paratodo
v € K. Sea H; el hiperplano de soporte de K en u con h; C H; y sea H el simétrico. Al
igual que antes, H; y H> definen una banda en V', B. Dicha banda cumple que K C By
b= BN E. Sitomamos F' un complementario de £ paralelo a H;, tenemos que p(v) € b
para todo v € B, en particular parav € K. 0

Gracias a esta proposicion y recordando la definicién 2.35, podemos observar que en
el caso k = n — 1, el conjunto

B={ve A"V : vol(BNE;¢) < kn_1}

es el dual del cuerpo proyeccion de B*, i. e. B = ZB*, el cual es un cuerpo convexo
centrado de A"V

Nuevamente, la desigualdad de Blaschke-Santal6 (teorema 3.28) nos ofrece una com-
paracion entre las dos nociones de drea vistas.

Corolario 3.36 Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimension n. Para todo 1 < k <
n — 1, se tiene que

area]gHT < area’fg'B“S,

teniéndose la igualdad para todo k si 'y sélo si (V, B) es euclideo.

Demostracion Supongamos que la igualdad se alcanza para un determinado %, la de-
sigualdad de Blaschke-Santal6 nos dice que toda seccién de B con un k-plano pasando
por el origen es un elipsoide de dimensién k. Pero, es un echo conocido que si B es un
cuerpo convexo centrado tal que para toda secciéon de B con un k-plano vectorial, con
2 <k <n—1,esun elipsoide, entonces B es un elipsoide. O

3.3. El problema isoperimétrico

Este es un problema ya muy antiguo, del que una de las primeras constancias historicas
es el caso particular llamado problema de la reina Dido. En su forma general, el enunciado
es el siguiente: entre todas los cuerpos convexos C* de drea prefijada, ;cudl es el que
tiene mayor volumen?

La solucién ha este problema es el llamado isoperimétrice, un cuerpo convexo y cen-
trado que maximiza el volumen que contiene, fijado el drea de su superficie. En espacios
de Minkowski, el problema fue tratado por Busemann utilizando justamente las nociones
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de 4rea y volumen de Busemann. En [11] tenemos su estudio para el plano y en [12] la
generalizacion para dimensiones cualesquiera. Puesto que en un espacio de Minkowski,
todas las nociones de volumen son iguales excepto por un factor constante, la solucion al
problema isoperimétrico no depende tanto de la nocién de volumen elegida como de la
nocion de area.

El objetivo de esta seccion es dar una solucion general al problema isoperimétrico en
espacios de Minkowski. Es mds, vamos a construir explicitamente un conjunto y demos-
trar que dicho conjunto es en realidad el isoperimétrice.

Teorema 3.37 Sea V' un espacio de Minkowski de dimension n. Supongamos que la no-
cion de volumen en V viene dada por una n-forma Q' y supongamos que w es una (n—1)-
densidad positiva en V' tal que

B:={veA"'V : wk) <1}
es C*° y cuadrdticamente convexo. Entonces, el cuerpo convexo, centrado y C*>
I:=(ig(B))" CV (3.6)

es el isoperimétrice para las nociones de volumen y drea dadas en 'V, 1. e. para cualquier
otro cuerpo convexo, centrado y C* K C V tal que area(0K) = area(01), tenemos

volumen(K) < volumen(T).

La prueba de este teorema se basa en la desigualdad de Brunn-Minkowski. Empezare-
mos presentando los elementos bésicos de la teoria de Brunn-Minkowski.

3.3.1. La desigualdad de Brunn-Minkowski

La teoria de Brunn-Minkowski ocupa una posiciéon fundamental en la teoria de cuer-
pos convexos. Sus técnicas, resultados y desigualdades constituyen hoy en dia el nicleo
de esta teoria.

Teorema 3.38 (La desigualdad de Brunn-Minkowski) Sean K y L dos cuerpos conve-
xos centrados de un mismo espacio vectorial de dimension n. Entonces, dados o'y [3
positivos, se tiene

vol(alX 4+ BL)Y™ > a - vol(K)Y™ 4 3 - vol (L)Y,

donde los voliimenes son obtenidos a partir de una densidad de volumen cualquiera.
Ademads, se establece la igualdad si y sélo si K y L son homotéticos.

Consultar el libro de Burago y Zalgaller, [10], o bien el de Schneider, [46], para una
demostracion. En [25], Gardner da una interpretacion geométrica de la desigualdad.
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Teorema 3.39 (Volimenes mixtos de Minkowski) Sea V' un espacio de Minkowski con

una nocion de volumen. Sean K, ..., K, cuerpos convexos y centrados de V' y sean
A1, - - -, A nimeros positivos. Entonces, vol(AM K1 + ... + A\ K,.) es un polinomio homo-
géneo de grado n en las variables )\, . .., \.. Mds concretamente, existen unos nimeros

V(K ..., K;)conl <iq,... i, <rtales que

VOlMEG + . A NG = > N N VK K. (3.7)

i1 yeenyin=1

Los coeficientes V (K, , . .., K;,) se llaman* volimenes mixtos de Minkowski.

n

Teorema 3.40 (Férmula de polarizacion para volimenes mixtos) Bajo las mismas hi-
potesis, el volumen mixto de n cuerpos convexos K, ..., K, C V", puede ser obtenido
mediante la siguiente formula

1 & A
V(Kl,...,Kn):mZ (=)™ " vol(Kj, + -+ K;)
| &

i1<..<i;
De aqui se desprenden estas dos propiedades:

a. para un cuerpo convexo K cualquiera, V(K ..., K) = vol(K);

b. los volimenes mixtos son siempre no-negativos.

De ahora en adelante, adoptaremos la siguiente notacién: si Ky B son dos cuerpos

convexos, definimos
n—1 veces

—
V(Kn-1],B):=V(K,...,K,B).
Corolario 3.41 Sean K y B dos cuerpos convexos de V" y sea ¢ > 0, entonces

(K B) — vol(K
h,mvo( + eB) — vol(K)

e—0F €

=nV(K[n—1],B).

Demostracion Por el teorema 3.39,
vol(K +eB) = V(K,...,K) +nV(K[n — 1], B)e + o(¢?).
]

Veamos ahora una consecuencia trivial de la desigualdad de Brunn-Minkowski, con-
secuencia que es equivalente a dicha desigualdad (ver [25]).

“Notar que podemos suponer sin pérdida de generalidad que dichos coeficientes son simétricos con res-
pecto a sus argumentos y que, por tanto, son determinados univocamente por la descomposicién polinomial
dada en (3.7).
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Corolario 3.42 (Primera desigualdad de Minkowski) Sean K y B dos cuerpos conve-
xos de V', entonces

V(K[n — 1], B)" > vol(K)" 'vol(B), (3.8)
alcanzdndose la igualdad si y solo si K y B son homotéticos.

Demostracion Sea e > 0, por el teorema 3.38

vol(K +€B) > (vol(K)Y™ 4 € - vol(B)Y™)"
vol(K) + ne - VOI(K>%VOI(B)% + o(€?).

El resultado se obtiene aplicando el corolario anterior. 0

3.3.2. El principio de Cavalieri

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n. Sean 2 una n-forma y w una (n — 1)-
densidad positiva tal que la bola unidad

B:={ve ANV : w) <1}
tiene como frontera un ciclo de referencia. Sea el cuerpo convexo y centrado
I:= (ia(B))" C V,
donde ig es el isomorfismo candnico entre A"V y V* dado por Q. Al igual que B, I

también tiene por frontera un ciclo de referencia. Consideremos ahora la estructura de
espacio de Minkowski de (V, I).

Definicion 3.43 Sea K C V un cuerpo convexo y centrado. Sea E un subespacio vecto-
rial de dimension n — 1 de V. Dado v € V, se llama altura de v con respecto a I a la
distancia entre v y I, esto es el valor

HE (v) := mf{||lv —ul|x : u € E}.

Cuando no haya lugar a confusién, denotaremos la funcion altura por Hg o simple-
mente por H.

Proposicion 3.44 Con la notacion anterior, dado £ € OK* con ker £ = F, se tiene

Hi (v) = |(zi,v) |, YweV.
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Demostracion Dado v € V, sea u € F, entonces

@) = |{zi, v —u)|
= [{(v=u8)|

I
=
7
<
|
-

= v —ulx,

donde hx~ es la funcién de soporte con respecto a K*, luego | (xi,v) | < H(v).

Por otra parte, sea u € JK tal que T,,0K es paralelo a E. Puesto que V' = (v) @ E,
existe una dnica descomposicion del tipo v = Au + v’ con v/ € E. Gracias al corolario
1.15, tenemos

| (xi,v) | = |\ (@i, u) + (zi,v") = A,

luego | (zi,v) | = ||[v = V|| > H(v). O

En la demostracién anterior hemos obtenido v = +HE (v) - u+v’, mds concretamente
v= HE(v)-u+ v siuy v pertenecen al mismo semiespacio definido por F.

Proposicion 3.45 Con la misma notacion, dados vy, ... ,v,_1,u € V, se tiene
|Q(U1/\"'/\Un—1/\u)| :w(vl/\"'/\vn—l) H{qfl ..... vnfl)(u% (39)

siendo w la (n — 1)-densidad asociada a ig,' (OK*).

Demostracion Sin perdida de generalidad, podemos suponer que el sistema de vectores
{v1,...,v,_1,u} es linealmente independiente. Denotemos por E el subespacio vectorial
(v1,...,0,-1). Seaug € OK tal que T,,,0K es el hiperplano de soporte paralelo a £’ mds
cercano a u. Entonces, u = H(u) - ug + v/, para cierto v’ € E. Asi pues,

Qv A Avgg Au)| = [Qvr A Ao Awg)| - H(uw).

Gracias al lema 2.23, |Q(vy A -+~ Av,—1 Aug)| = w(vg A -+ - Av,_q), de donde se obtiene
el resultado. O

Definicion 3.46 Dado un cuerpo convexo centrado y suave de V, se llama campo I-
normal sobre K al campo vectorial X} que a cada vector u € 0K le asigna el tinico
vector X1 (u) € 01 tal que T,0K es paralelo a T'x1 ()01 y tal que, en u, X 1.(u) apunta
hacia fuera de K.

Lema 3.47 Con la notacion descrita, en 0K

2] xz = w,

considerando las densidades anteriores como densidades diferenciables de OK.
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Figura 3.10: Campo vectorial /-normal sobre 0 K.

Demostracion El resultado es trivial a partir del lema 3.45 y viendo que para todo u €
oK,

HE, o (X () = 1.
0

Sea K un cuerpo convexo centrado de clase C* y X% el campo I-normal sobre K,
entonces para todo € > 0y para todo u € K, tenemos que u + e X% (u) € O(K +¢€l)y
que el I-normal X7 (u + X% (u)) sobre O(K + eI) en u + X% (u), coincide con el
I-normal X}, (u) sobre OK en u.

Proposicion 3.48 (El principio de Cavalieri) Para todo cuerpo convexo centrado y sua-
ve K de V' y para cualquier € > 0,

vol(K + €l) — vol(K) = / area(0(K +rl))dr.
0
Demostracion Recordemos que la nocién de volumen en V' venia dada por 2,

vol(K + eI) — vol(K) = / Q.

(K+eD)\K

Definamos pues la region I' = interior((K + €/)\K) y consideremos las coordenadas
dadas por la aplicacion j : 0K x]0,e[— I" con

ju,ry=u+r-X(u), ¥Y(u,r)€ IKx|0,¢€,

donde X = X/ es el campo [-normal sobre K. Consideremos también la familia de
aplicaciones j, := j(u,r) conr €]0, ¢[. Notad que j es un difeomorfismo entre 9K x |0, €|
y I, al igual que j, lo es entre 0K y (K + r1); ademads,

Djwry(v,a) =v+rDX,(v) +a-X(u) y Dj,(v) =v+rDX,(v).
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Dado un punto u € 0K, sea {vy,...,v,_1} una base de T,0K y sea {V1,...,V,,}
la base de T{, (0K x]0,¢€[) dada por V; = (v;,0) y V, = (0,1). Tenemos entonces,
aplicando el lema 3.47,

FIQUVIA - AV = (91D (wn) A+ A Dy (var) A X(w)
= w(Djr(vi) A A Djr(vn-1))
= jrw(vg A Avy_q)
= Grwxldr(Vin---AVL).

Puesto que j*|€2| y 7w« |dr| son densidades de orden mdximo que coinciden en una base,
han de ser ser idénticas. Por tanto,

vol(K + €l) — vol(K) = /F|Q|

= [ sl
K x]0,¢[

= [ ([ )
0 oK

= /(/ w) dr
0 (K +rl)

= /6 area(0(K +rl))dr.

donde hemos utilizado el teorema de Fubini. O

Corolario 3.49 (Primera formula de Steiner) Para cualquier cuerpo convexo, centra-
doy suave K C 'V, se tiene

(K 1) —vol(K
limVO( + el) — vol(K)

e—0 €

= area(0K).

Corolario 3.50 Dado un cuerpo convexo, centrado y suave K de un espacio vectorial V'
de dimension n,

area(0K) =nV(K[n — 1], 1).

3.3.3. La demostracion de la desigualdad isoperimétrica.

Demostracion del Teorema 3.37. Supongamos que K C V' es un cuerpo convexo cen-
trado de clase C™ tal que area(0K ) = area(dI). Por el corolario 3.50 y la desigualdad
de Minkowski (3.8),

(M) = V(K[n —1].1)" > vol(K)"vol(1).

n
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Por el mismo corolario,
area(0l) =nV (I[n —1],1) = nvol(I).

Luego,
vol(I)" > vol(K)™ 'vol(I)

y por tanto vol(/) > vol(K). O

3.3.4. Elisoperimétrice y la bola unidad.

Proposicion 3.51 Sea (V, B) un espacio euclideo de dimension n (i. e. B es un elipsoide).
Consideremos sobre V una nocion de volumen y una nocion de (n — 1)-drea, entonces el
isoperimétrice es la bola unidad.

Demostracion Sea () la n-forma euclidea (i. e. Q(uq, ..., u,) = 1 para cualquier base
ortonormal {uy, ..., u,}). Seaw la (n—1)-densidad euclidea (i. e. w(us A+ - - Atp—1) = 1
para cualquier sistema de vectores ortonormales {uy, ..., u,_1}). Sea

B:={ve A" 'V : wk) <1},

tenemos que demostrar entonces que B* = iq(B).
Dado ¢ € B*,seav; A -+ Av,_1 =ig" (€). Seau € OBy sea {uy,...,u,} unabase

ortogonal de V' tal que (us,...,u,) = (v1,...,v,). Por una parte existe \; € R tal que
v A~ Av, = Ay A- - - An, y por otra existe una tinica descomposicion u = g - u,, +u/
conu' € (uy,...,u,), ademds |Ag| < 1. Se deduce de esto que
| (i, u)| = Qv A Avy_g Al
= |/\1>\2| : |Q(U1 AN ANUp_g A Un)|
< A

= [Alrw(ug A Aty_y)
w(vg A+ Avp_q)
1.

IN

Asi pues, | (zi,u) | < 1 paratodo u € OBy, por tanto, £ € B*.
Reciprocamente, sea £ € B* y sea v; A -+ A v,_1 = ig (£). Si tomamos u € OB
ortogonal a (vy,...,v,_1) y razonamos como antes, llegamos a que

wr A Avp_q) = | (zi,u) | <1,

luego £ € iq(B). O



3.3. EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO 73

Dada una nocién de drea, ;para que cuerpos convexos B C V, el isoperimétrice es
homotético a B? Busemann fue el primero que consideré este problema, haciéndolo para
la nocién de drea de Busemann, [18]. Asi mismo, Holmes y Thompson estudiaron el
problema para las nociones que ellos definieron. Esta cuestion en su forma general esta
lejos de ser trivial y, hoy en dia, sigue abierta. Ahora daremos unas caracterizaciones para
ambas nociones que nos responden en cierto grado a este problema.

Dado v € 9B, denotemos por F(u) al hiperplano vectorial paralelo a T,,0B. Con
esto, es facil ver que Hé(u)(u) = | (zi,u) |, donde £ € OI* y ker £ = E(u).

Lema 3.52 Sea (V", B) un espacio de Minkowski y sea I el isoperimétrice asociado a
unas nociones de volumen y de (n—1)-drea determinadas. Entonces, dado A > 0, B = \I
si 'y solamente si Hp(,)(u) = A\, para todo u € 0B.

Demostracién De la definicién de la funcién de altura, estd claro que Hp(v) = 1,
para todo v € OI. Notar también que dado u € 9B, E(u) = E(A'u). Luego,

HE(u)(u) =\VYu€eoB & HE()\71U)()\_1U) = HE()\*lu)()\_lu) = 1Vu € OB
& u € N0IVu € 0B,
HE(U)(U) = )\HE(/\—1U)(/\_1u) — )\7
tal y como queriamos demostrar. 0

Lema 3.53 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con unas nociones de volumen y de
(n — 1)-drea determinadas. Sea u € OB 'y sea Sy un subconjunto medible de E(u). Si
denotamos por C(Sy, u) al cono de base Sy y vértice u, entonces

vol(C'(Sp, u)) = %area(So)HE(u) (u),

donde H es la funcion altura dada por es el isoperimétrice asociado a las nociones men-
cionadas.

Demostracion Dado ¢ € [0, H(u)], sea S; la imagen por p de la interseccion del hiper-
plano paralelo a E(u) y pasando por tu y el cono C(Sp, u), siendo p la proyeccién sobre
E(u) en la direccién de u (ver figura 3.11). Consideremos la aplicacién

h:CSo,u) — |J S

t€[0,H (u)]
v — (p(v), H(v)).
Se puede comprobar que la aplicacién h es un difeomorfismo. Ademas, si vy, ..., v, €

V son tales que los n—1 primeros vectores forman una base de F/(u), aplicando la formula
(3.9)
Qv A Avper Avy) = wor A Avp_q) - H(vy)
= wx |[dt|((v1,0) A+ A (v-1,0) A (0, H(vy,))
R*(w* |dE])(vr A - A vp_y Avy),



74 CAPITULO 3. GEOMETRIA DE MINKOWSKI

E(u)

Figura 3.11: Cono de vértice u € JB y base medible Sj.

luego || = h*(w * |dt|). Por tanto, el volumen de C'(Sy, u) vale

vol(C(So, 1)) = /C G /0 " ( /S tw) ar.

Sea ahora la homotecia

5 — S
v A0,
siendo A = 1 — ﬁ Dada una base {vy, ..., v, 1} de F(u), tenemos
wvr A Avp_q) = A’("’l)w()\ cp A AN )

A_("_l)f*w(vl A A Un—l)-
Por tanto, w = A=Y f*w en E(u) N B, luego

/ w=A"0"1. / w.
E(uw)NB S(t)

Si llegamos esto ultimo a la expresion integral obtenida antes para el volumen de
C(Sp, u), llegamos a que

vol(C'(Sp,u)) = /OH(H) <1 — qu))”—l area(Sp)dt

= %area(So)H(u),

que justamente donde queriamos llegar. O
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Ce(u)

E(u)

Figura 3.12: Cono interseccién de B con vértice u.

Dado un cuerpo convexo B C V y dado u € 0B, denotemos por Cg(u) al cono
interseccion de B, i. e. el cono de vértice u y de base E(u) N B.

Proposicion 3.54 En un espacio de Minkowski (V" B) con unas nociones de volumen y
de (n — 1)-drea determinadas, se tiene que para todo u € 0B,

vol(Cp(u)) = %area(E(u) N B)Hpgw(u),

donde H es la funcion altura dada por el isoperimétrice asociado a las nociones mencio-
nadas.

Proposicion 3.55 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con una nocién de volumen y
otra de (n — 1)-drea. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, By I
son homotéticos si'y solo si el valor

vol(Cg(u))
area(FE(u) N B)

es constante con respecto a u € 0B.

Si recordamos el caso particular de la nocién de (n — 1)-drea de Busemann, la cudl es
tal que toda seccidn de la bola unidad tiene drea «,,_1, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.56 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
drea de Busemann. Sea Igs el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, B 'y
Iys son homotéticos si 'y solo si

vol(Cg(u)) = constante, (3.10)

para todo v € 0B.
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Siw es una (n — 1)-densidad tal que
B:={ve A"V : w) <1},

es un cuerpo convexo y centrado, significa que en realidad w es una norma en A"~V Por
tanto, nos es licito considerar la norma generada por polar 3, llamada (n — 1)-densidad
dual de w y denotada w*.

Considerando el nocién de volumen dual de una nocién de volumen dada y la nocién
de drea dual de una nocion de drea dada, vamos a ver que el isoperimétrice para las
nociones duales no es sino que el polar del isoperimétrice de las nociones originales.

Lema 3.57 Sea V' un espacio vectorial. Dada una n-forma no trivial ), consideremos el
isomorfismo candnico i : N""'V — V*, entonces su dual (iq)* = 7,(_91)
Demostracion Puesto que if, : V — A" 1V* yig. : A" 'V* — V son isomorfismos,
bastara demostrar que iq- o i, = Idy . En primer lugar, notar que

Q

<i*Q(U)7w17 s awn—1> = Q(wl Ao ANWp—1 A U)

<i9*(£17 s 75”—1)777> - Q*(gl JAERWAN gn—l A 7))

Dadov € V nonulo, sea &y, ..., &1 =i5h(v) yseaw =ig«(&1, ..., &q—1). Tenemos que
probar que w = v, lo que ocurrird si y sélo si (n, w) = (n,v) para todo n € V*. Sea pues
n € V*.Si(n,v) = 0, tenemos que v € ker 7, pero tenemos también que v € ker ;, para
1 <1< n—1.Pordualidad n,&,...,&, 1 € kerv, loque implicaquen € (&1,...,& 1)
y por tanto

(n,w> :Q*<§l/\"'/\§n—1/\7)) = 0.

Supongamos que (n,v) # 0, entonces {¢1,...,&,—1,n} forma una base de V*. Sea
{wy, ..., w,} sudual y veamos que w, es un miltiplo de v: por una parte

Qwy A ANwp_y Av) = (T5(V), Wi, ..o, Wy1)
— <§1/\.../\é“n_hwl/\.../\wn_1>
=1

y por otra, si en la lista {w, . .., w,_1 } cambiamos algdin w; por w,, y denotamos la nueva
lista por {w}, ..., w),_;},

Qi A+ ANwl_; Av) =0.

Asi que ha de existir un escalar \ tal que w,, = v, pero por definicién (n, w,) = 1, luego

_ 1
Wy = G - V- O
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Pg(X

B*

Figura 3.13: Cono proyeccion de B con vértice u.

Teorema 3.58 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con una nocién de volumen y otra
de (n — 1)-drea. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones 'y sea L el isoperimé-
trice asociado a las nociones duales. Se tiene entonces que T = I*.

Demostracion Gracias a la ecuacién (3.6), tenemos que demostrar que
T =ig«(B*) =iq(B)" = 1.
Sea v € V, aplicando el lema anterior,
vE€ig(BY) & ig(v) € B
< (igw),wy A ANwy_1), Ywg A ANw,_1 €B
< (vyigwi A ANwy_q)), Ywi A~ Aw,_1 €B
< (v,§), VEeiqB)
= v E ZQ(B)*
O
Dado un cuerpo convexo B C V' y dado & € JB*, sea F'(§) el hiperplano vectorial
paralelo a T:0B* y sea m¢ : V* — F(&) la proyeccion sobre F'(£) en la direccién de &.

Denotaremos por Pp« () al cono proyeccion de B*, i. e. el cono de vértice £ y de base
T g(B *)

Proposicion 3.59 Dado un espacio de Minkowski (V", B) con unas nociones de volumen
y de (n — 1)-drea determinadas, sea I el isoperimétrice asociado a dichas nociones. Se
tiene que para todo £ € 0B,

vol( P (6)) = —area(me( B)) Hr(o (),

donde H es la funcion altura dada por el isoperimétrice Ix.
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Proposicion 3.60 Sea (V" B) un espacio de Minkowski con una nocion de volumen y
otra de (n — 1)-drea. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, By |
son homotéticos si 'y solo si el valor

vol(Pp-(£))
area(m (B*)
es constante con respecto a § € 0B*.

Puesto que la densidad de drea de Holmes-Thompson coincide con la de Busemann
siempre y cuando B es un elipsoide’, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.61 Sea (V", B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
drea de Holmes-Thompson. Sea Iyt el isoperimétrice asociado a estas nociones. Enton-
ces, By Iyt son homotéticos si y solo si

vol(Pg+(£)) = constante, (3.11)
para todo £ € OB*.

Si un c.c.c. satisface la ecuacion (3.10), se dice que cumple la condicién del cono
interseccion, de forma semejante, si satisface la ecuacién (3.11), se dice que cumple la
condicién del cono proyeccién. En dimension 2, estas propiedades son equivalentes a la
propiedad triangular y a la propiedad triangular dual, respectivamente.

SCorolario 3.36



Capitulo 4

Fibrados dobles y la transformada de
Gelfand

En la primera mitad de este capitulo, daremos algunas definiciones bésicas y los pri-
meros ejemplos sobre fibrados dobles y la transformada de Gelfand. Ademds, veremos
como ambos aparecen de forma natural en algunas transformaciones integrales conoci-
das. En la segunda mitad, demostraremos una version general de la férmula de Crofton y
estudiaremos esta en algunos casos particulares. Para finalizar, utilizaremos la férmula de
Crofton para demostrar la férmula integral de Cauchy generalizada.

4.1. Fibrados dobles

Ahora, daremos la nocion de un objeto con una estructura mds rica que la de un simple
fibrado, ademds de algunos ejemplos. Estos objetos aparecen luego de forma natural en al-
gunas transformaciones integrales, en las cuales haremos uso de densidades. Los fibrados
dobles fueron introducidos por Gelfand y sus colaboradores en [27].

4.1.1. Nociones basicas.

Veamos primeramente la definicién de fibrado doble!.

Definicion 4.1 Un fibrado doble es un conjunto formado por cinco elementos A, B, T,

T Yy o, como indica el diagrama
A
N\
B r

los cuales estdn relacionados de la forma siguiente:

'Definiciones analogas pueden encontrarse en [30, 40].

79
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a. tanto m : A — B como 7y : A — T son fibrados diferenciables;
b. la aplicacion my x mo : A — B x I' es una subvariedad regular;

c. para todo b € By para todo vy € T, los conjuntos B, := m(r5'(y)) C By
[y, := mo(m; 1 (b)) C T son subvariedades.

El espacio total de ambos fibrados, A, recibe el nombre de espacio de incidencias. Dos
elementos b € By~ € I se dirdn incidentes si sus respectivas fibras se intersecan, es

decir, si w1 (b) Ny H(y) # 0.

He aqui algunos ejemplos de fibrados dobles:

Ejemplo 4.2 En primer lugar, el fibrado doble trivial
B xT
2N
B r

donde 73 y 71 son las proyecciones naturales.

Ejemplo 4.3 Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y consideremos el conjunto
de los k-planos afines Hy (V). Si definimos el espacio de incidencias A := {(z,\) €
V x Hi(V) : = € A} (espacio de incidencias estindar), entonces

VRN
1% Hy (V)
es un fibrado doble, donde 7, y 7 son las proyecciones naturales.
Ejemplo 4.4 Sea S™ la esfera n-dimensional (con n > 1) y sea (S™)* el espacio de todos

los circulos médximos orientados de S™ (esferas de dimensién n — 1). Al igual que antes,
si tomamos la relacién de incidencia estdndar, i. e. la pertenencia a un circulo maximo,

entonces
A \

es un fibrado doble. El espacio (S™)* se puede identificar con S™ si tenemos en cuenta
que los circulos maximos orientados de S™ no son mds que la interseccién de hiperplanos
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orientados de R™™! con S™ y que cada uno de dichos hiperplanos estd determinado por el
vector normal unitario compatible con su orientacion. Es decir, la aplicacion

7Ty — y

donde m, = {x € S™ : x-y = 0} (siendo y el vector unitario que determina la orientacién
de m,), es un difeomorfismo. Por tanto

2
S ST

con A = {(x,y) € S* x " : x -y = 0} es un fibrado doble equivalente al anterior.

Ejemplo 4.5 Fibrado doble de Chern para espacios homogéneos. Sea GG un grupo de
Lie, y sean H y K subgrupos cerrados de G. Tomando ahora como espacio de incidencias
A={(zH,yK) € G/H x G/K : xH NyK # 0}, obtenemos el fibrado doble

A
>\
G/H G/K.

El espacio de incidencias se puede identificar con la variedad G/(H N K).

4.1.2. La transformada de Gelfand

Con formas diferenciales podiamos definir con facilidad una operacién llamada re-
troacciéon. Haremos lo mismo con densidades, ademds de dar otra operacion, digamos
“opuesta” a la retroaccion.

Definicion 4.6 Sea f : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades de dimen-
siones m y n respectivamente. Sea © una k-densidad sobre N con k < m,n. Se llama
retroaccion (del inglés pull-back) de ® por f a la k-densidad f*® de M dada por

(fr®)a(or A - Avg) = iy (Dfalvr) A - A Dfolwr)),

para todo x € M y para todo v4, ... v, € T, M.

Notar que podriamos haber definido la retroaccién para k& > m, pero en ese caso
tendriamos trivialmente f*® = 0.
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Definicion 4.7 Sean : M — N un fibrado diferenciable. Sea r la dimension de las fibras.
Si ® es una k-densidad en M con k > r, se llama compresion (en inglés push-forward)
de ® por 7 a la (k — r)-densidad 71,9 de N dada por

(me®@)y (1 A+ A Vgy) = / Qo

1 (y)
para todo y € N y todo vy, ...,v,_, € TyN linealmente independientes. El integran-
do ®,, ., . es una r-densidad sobre la fibra 7'('_1(3/) que viene dada a su vez por la

contraccion
(q)m ..... Uk_r)$ - cI)acJ‘/l JARERIAN Vk—r7

para todo x € 7 '(y), donde V,...,Vi_, € T,M son tales que Dr,(V;) = v; con
i1=1,....k—r.

El siguiente resultado nos dice que la definicién no es dependiente de la eleccién de
los Vi, ..., Vi_,: puesto que si Wy, ..., Wy_,. € T, M son tales que D7, (W;) = v; para
i1 =1,...,k — r entonces

O VIN- AV =D WL A AW,
en T, (7 (y)).

Lema 4.8 Sean E y F dos espacios vectoriales con dimensiones p y q respectivamente

(conp > q)ysean : I — F una aplicacion lineal suprayectiva. Si vy,...,vy € F
son linealmente independientes y Vy,... Vo, Wh,.... W, € E son tales que w(V;) =
m(W;) =v; parai =1,...,q, entonces

VIA - AVEAUL A AUy g =Wi A AW AU A=+ AU,
para todo Uy, ..., U,_, € ker .

Demostraciéon Sean Uy, ...,U,_, € kernw. Obviamente, si los U; son linealmente de-
pendientes, no hay gran cosa que demostrar; supongamos pues que estos son linealmente
independientes. Por ser 7 lineal, los V; y los W; son linealmente independientes (respec-
tivamente). Ademads, como 7 es suprayectiva, cada uno de dichos sistemas es linealmente
independiente con respecto del de los U;. Con esto, tenemos dos bases de £ la base for-
mada por los V; y los U; y la base formada por los W; y los U;. Luego, dadoi € {1,...,q}
existirdn coeficientes al, . . . ,a]’; € R tales que

Vi=aiWi+- + oW+ ai U+ -+ Uy

Utilizando nuevamente la hipétesis de proyeccion y la independencia lineal de los v;,
obtenemos que of = 1 paratodoi € {1,...,q}. Gracias a este hecho, desarrollando el
producto exterior del los V; con los Uj;, llegamos a que

ViA - AVEAULA - AUy g =Wi A AW AULA - AU,

tal y como queriamos demostrar. 0



4.1. FIBRADOS DOBLES 83

En cierto modo, la compresion de una densidad nos da una densidad que en cada punto
tiene el “peso” de la fibra correspondiente. Considerando esto, medir una subvariedad de
N con esta nueva densidad es como medir su anti-imagen por 7 con la densidad original.
Eso es lo que afirma con precision la siguiente afirmacion.

Proposicion 4.9 Sea 7 : M — N un fibrado diferenciable en el que las fibras tienen
dimension r > 1. Sea ® una k-densidad en M con k > r. Para toda subvariedad S C N

de dimension k — r, se tiene
/ .0 = / P, 4.1
S m=1(S)

siempre y cuando alguna de las integrales exista.

Esta proposicion se obtiene de forma directa de la definicion de compresion de una
densidad gracias al teorema de Fubini.

Definicion 4.10 Sea
A
VRN
B r

un fibrado doble tal que las fibras de T, tienen dimension r > 1. Si ® es una k-densidad

sobre T con k > r, entonces se llama transformada de Gelfand de ® a la (k —r)-densidad
1.5 P definida sobre B.

Ejemplo 4.11 [La transformada de Radon] Sea f una funcién integrable Lebesgue de R"
con soporte compacto. La transformada de Radon R f es una aplicacién con valores reales
definida en el espacio de los hiperplanos de R" y que viene dada por

Rf(o) = / F@)dN (@) Vo € Hy 1(R"),

donde \"~! es 1a medida de Lebesgue (n — 1)-dimensional. Si f € C°(R"), entonces R f
es una aplicacion diferenciable sobre H,,_;(R™).

Consideremos ahora lo que llamaremos la hiperdensidad euclidea ¢,,_; sobre R": da-
dos n—1 vectores linealmente independientes v, . . . , v, de R™, sea » un vector unitario
ortogonal al espacio generado por los anteriores, entonces:

En—1(VI A ANvp_q) = |doy Ao Adag(vr A Avpy Au)l.

Consideremos entonces el fibrado simétrico al del ejemplo 4.3
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En este fibrado, las fibras de m; tienen dimensién n — 1, por tanto, dada una funcién
diferenciable con soporte compacto f € C3°(R"), la transformada de Gelfand de fe,,_,
es una funcion diferenciable sobre H,,_1(R")y

T73(fen-1)(0) = /1( )Wék(ffn—l)

- / fgn—l
ﬂ'g(ﬂ';l(a

)
= / fdant
= Rf(0)

Ejemplo 4.12 [La transformada de Radon esférica] La transformada de Radon (esférica)
es una aplicacion R : C*(S™,R) — C>°(S™, R) definida por

RF(€) == /g L pat veesn

donde £+ es el hiperespacio de R" ortogonal a &.

Sea (2 la forma de volumen canénica de S™. Vamos a definir a partir de ella una
densidad tal que su restriccién a cada gran esfera de S™ corresponda a la medida de
Lebesgue (n—1)-dimensional esférica. Dado { € S”,sean vy, ..., v,_1 € T¢S™, entonces
consideremos la densidad

Gy Ao ANop_y) = Qv A= Avg—y Au)l,

donde u € T¢S™ es un vector unitario ortogonal a los anteriores.
Retomemos el fibrado doble del ejemplo 4.4

{(€n)eS"xS":&-n=0}
Sn/ \Sn.

Las fibras de 7 tienen dimensién n — 1, luego para f € C*(S™), la transformada de
Gelfand de f¢ es una aplicacion diferenciable sobre S™. Ademas

mem (O = [ w0

1 (6

B /neS”,£~n0 fo

= / fdxr-t
= Rf(©).
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Ejemplo 4.13 [La transformada del coseno] Denotemos por C°(S™) el espacio de fun-
ciones diferenciables pares sobre la esfera unidad S™. La transformada del coseno es una
aplicacién 7' : C°(S™) — C°(S™) definida por la féormula

Ti = [ 6 @),

donde A7 es la medida esférica de Lebesgue.
Consideremos el fibrado doble

R+ x S
Rnt1 S™ x R,
donde 7y (z,&) = x 'y ma(z,§) = (§,& - x). Sea ) la forma de volumen candnica de S™.
Para f € C>°(S™), la aplicacién f|Q A dr| (con f(&,7) = f(£)) es una densidad de orden
n + 1 sobre S™ x Ry, puesto que las fibras de 7; tienen dimensién n, su transformada de
Gelfand es una 1-densidad sobre R"*!. Dado z € R™"! y un vector unitario cualquiera u,
si (z,€) € my (), entonces V' = (u,0) € T, emy () es tal que (D) e (V) = uy,
por definicion, tenemos
momfi i = [ mfendiee)v
71'1 x
Para aligerar las siguientes ecuaciones (en particular, los productos exteriores que en ellas

aparecen), tomaremos un sélo vector W € T, ¢)(R™"! x S™) en vez de los n que debe-
riamos tomar. Observemos que W = (W1, Ws) con Wy € T,R" ™ y W, € TSy

0 Id
b))
entonces

T (1A Ao VW) = F(€)[Q% A dre.|(Dmo(W) A Dma(V))
= [0 A dreo|(Ws,&- Wi+ - Wa) A(0,€ - u))
= 1€ ulf(§)I2%][(W2).

Consideremos ahora el fibrado 7 : (z,£) € R"™ x S™ — £ € S™. Notar entonces que
Tl 7 ' (z) ~ S"y D7 = (0 Id), por tanto

T3 (FIQAdr) e V(W) = |€- ul F()[Q](Wa)
= [§ - ulf(E)[S2](Dm(W))
= 7 (€ ul fI2) @) (W)
y finalmente

i (FIQ A drl), / € - ul £(6)|). 4.2)
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4.2. Las formulas de Crofton

4.2.1. Formulas de Crofton en fibrados dobles

Supongamos que tenemos una variedad n-dimensional B tal que la familia { B, },er
de subvariedades de dimensién n — k de B estd parametrizada por otra variedad I'. Para
toda densidad ® en I' de orden maximo podemos definir un operador sobre el espacio de
las subvariedades de dimension k£ de B como sigue

Se(V) = [ #B0Ne,
vyel
en caso de que la integral exista. Si existe una k-densidad ¢ sobre B, independiente de [V,
tal que
[ o= #mnme, @3)
N vyel
se dice que estd ecuacién es una férmula de Crofton.

Lema 4.14 (Féormula de la coarea) Sean X e Y dos variedades de misma dimension
ysea [ : X — Y una aplicacion C* tal que para todo valor regular su niimero de
preimdgenes es finito. Dada una densidad ® de orden mdximo sobre Y, se tiene entonces

tLﬁ¢=Lg#Uﬂw@- (4.4)

Teorema 4.15 (Féormula de Crofton) Sea

/A\
B r

un fibrado doble. Sea n = dim B y n — k = dim B, para todo v € I'. Sea ® una
densidad de orden mdximo sobre I' y sea N C B una subvariedad de dimension k tal que
la integral

/ i #(N N B,)®

existe. Entonces, dicha integral coincide con el volumen de N con respecto a la transfor-
mada de Gelfand de ®, es decir:

/m*w;@:/ #(N N B,)®. (4.5)
N ~vel
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Demostracion Supongamos por un momento que la integral del primer miembro de la
formula existe; luego, aplicando el teorema 4.9, bastaria probar

[,

Ty ® :/ #(NNB,)o.
1 (V) yer

Seanl'y ={yel: P, #0}yAy={acA: (n;P), # 0}. Ambos conjuntos son
abiertos de I y A respectivamente, luego son variedades diferenciables. Es mads, puesto
quedadoy €I

0, =0 <= (m®),=0vacm;'(y),

se tiene que 7o| 4, : Ag — 'y sigue siendo un fibrado diferenciable. Por la definicién de
['y, tenemos

/ F#(NﬁB’fy)<I>: ) #(N N B,)®.

Por la existencia de la integral del primer miembro, existe la del segundo. Por tanto, el
conjunto

A={yely: #(NNB,) =o0}

tiene medida nulaen I'y y
/ #(NNB,)d = / #(NNB,)d.
yerl el p—A

Sean ahora IV = Iy — Ay A" = Ay — 7, *(A) abiertos de I'y y Ay respectivamente y,
por ende, variedades diferenciables. Para que my|4 : A” — I sea a su vez un fibrado
diferenciable, basta ver que 7o (A’) = I", lo que es inmediato.

Buscamos aplicar la férmula de la codrea tomando X = 7/ (N) N A, Y = TV
y f = 7T2‘7T;1 (v)nar- Hechas estas consideraciones, comprobemos que se cumplen las
condiciones del lema. Sean m la dimensién de I' y  la dimension de las fibras de 7. Por
hipétesis, tenemos que la dimension de las fibras de m es n — k, luego

n+r=dmA=m+n—k)=m==~k+r.
Asi, la dimensién de 77 (V) coincide con la dimensién de T'y, puesto que I'" y A’ son

subvariedades abiertas, dim(7; ' (N) N A’) = dim I".
Dado v € I se tiene

(7T2|7r;1(N)mA')_l(’Y) =7 {(N) Nyt (7).

Por ser 7, biyectiva sobre las fibras de 7o

#(m (N) Ny (7)) = #(N N By).
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Aplicando finalmente la férmula de la coarea

[ o#vompe = [ geiennmto)e

yel”

= / TP
7r1_1 (N)NA’

- / 30,
7 H(N)

1

puesto que K = 7, (N) N7, *(A) tiene medida nulaen Ny = 71, H(N) N Ag. O]

Retomando el ejemplo 4.5, vamos a dar una férmula de Crofton para fibrados dobles
entre espacios homogéneos.

Definicion 4.16 Sea 7 : M — N un fibrado diferenciable entre variedades homogéneas
bajo la accion (a izquierda) de un mismo grupo de Lie G. Se dice que T es equivariante
Si:

L,t=nL, Vge€QG,

donde L, representa la accion (a izquierda) con respecto al elemento g € G.

Se desprende directamente de la definicién que, en un fibrado equivariante, la accidén
del grupo es un difeomorfismo entre la fibra de un elemento y € N y la fibra de su
trasladado. Es decir, para todo g € G y paratodo y € N

Ly 7' (y) — 7 H(Lgy)
es un difeomorfismo.

Definicion 4.17 Sea M una variedad homogénea bajo la accion (a izquierda) de un gru-
po de Lie G. Se dice que una k-densidad ® sobre M es invariante (a izquierda) si:

Lio=3 VYged.

Si xy es un punto fijo, entonces las densidades invariantes sobre M estdn determinadas
por los valores que toman en 77, M. Es mas, puesto que las densidades de orden maximo
en espacios vectoriales se diferencian por un factor, las densidades invariantes de orden
maximo sobre M se diferencia también en un factor constante.

Lema 4.18 Sea m : M — N un fibrado equivariante bajo la accion (a izquierda) de
un grupo de Lie Gy sean ® y VU densidades invariantes sobre M y N respectivamente,
entonces:

a. ™™V es una densidad invariante;
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b. sila compresion estd bien definidapara ®, entonces 7, P es invariante.

Demostracion Para obtener el resultado para la retroaccién de W, basta con aplicar las
definiciones

Ly(m"V) = (Lym)"V = (nL,)"V = 7" (L, V) = 7"V,

y ya tenemos a demostrado.
Sea r la dimension de las fibras de 7 y sea k& un entero positivo tal que k£ + r sea el
ordende ®. Seay € N yseanvy,...,v, € T, N, se tiene

(Lyg * m®)y(v1 A - Avg) = (7 @),y (DLgvy A - - A DLguy,).

Aplicando la propia definicién de la compresion

..........

Ly : 71 (Lyy) — m'(y) es un difeomorfismo, tenemos que

(L;W*Q)y(vl N A Uk) = / (L;—lq)>1;1 ..... Vg
™ 1(Lgy)

= (mD)y(v1 A~ Awg).

Asi, b queda demostrada.

Veamos pues que nuestra suposicion anterior es cierta. Para simplificar y facilitar
la lectura, supondremos k = 2y r = 1. Puesto que ®pr , es una 1-densidad sobre
7 Y(Lyy), dado x € 7! (L,y) tomemos w € T, 7w '(L,y). Por otra parte, sea V € T, M
tal que D7V = DLgyvy definamos U = DL,-1V'; tenemos entonces (gracias a la equiva-
rianza de 7) que DU = v. Hecho todo esto, y recordando la definicion de esta densidad
contraida, obtenemos

Ppro(w) = SV Aw)=L;®UADL; w)
= (L;®),(DLy1w) = Ly (Ly),)(w)
= L (D) (w).

Por tanto el lema queda demostrado. U

Tenemos ahora las herramientas necesarias para demostrar un teorema debido a Chern
que nos da la correspondiente férmula de Crofton para espacios homogéneos.
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Teorema 4.19 Sea G un grupo de Lie, sean H y K subgrupos cerrados de G y conside-
remos el fibrado doble

G/(HNK)

G/H G/K,

donde T, y Ty son las proyecciones naturales. Sea n la dimension de G/H y n — k la
dimension de las fibras de 7. Si G/ K admite una densidad invariante de orden mdximo
® y H es compacto, entonces existe una k-densidad invariante ¢ sobre G/ H tal que para
toda subvariedad N C G/ H de dimension k se tiene

/N o= /yKGG/K #(N N Byk)®.

Es mds, ¢ = m1,m5®.
Demostraciéon Basta aplicar el teorema 4.15 recordando que
G/(HNK)~{(zH,yK) € G/H x G/K : tHNyK # 0}

y que, por el lema 4.18, la transformada de Gelfand de ® es invariante. 0J

4.2.2. Los espacios clasicos.

Sea E uno de los tres espacios cldsicos: el eliptico, el euclideo o el hiperbdlico, en-
tonces £ es homogéneo bajo la accion de su respectivo grupo de isometrias, GG. Si con-
sideramos el espacio de todas las subvariedades k-dimensionales completas y totalmente
geodésicas, el cudl denotaremos (como ya venimos haciendo) Hy(F), y consideramos
también el espacio estdndar de incidencias entre E'y Hy(FE),

A={(x,\) € Ex H,(E) : z € \},

obtenemos un fibrado doble donde los tres espacios son homogéneos bajo la accién de GG
y donde las proyecciones son equivariantes.

A
v N
E Hy(E)

Veremos que las densidades invariantes en estos espacios son unicas salvo factor cons-
tante. Por tanto, dada una densidad &, invariante en Hy(F), su transformada de Gelfand
1.5 Py, serd una constante veces la densidad estdndar de L.
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Definicion 4.20 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Dado k < n, se llama
grassmanniana de orden k de V, que denotaremos G(V'), al conjunto de subespacios
k-dimensionales de V' :

Gr(V)={n <V : dimw = k}.

Se puede dotar a la grassmanniana de orden k de V' de una estructura diferenciable,
para ello vamos a seguir el siguiente proceso: en primer lugar, vamos a ver que G (V') es
biyectivo a un cierto espacio cociente. En segundo lugar, veremos que este cociente estd
recubierto por ciertos conjuntos U, que estdn a su vez en biyeccién con R ** Luego,
a través de estas biyecciones, tanto G (1) como el espacio cociente se pueden considerar
variedades C* de dimension (n — k)k.

Fijada una base e = (eq, ..., e,) de V, todo k-plano m € G (V') puede ser represen-
tado por una matriz A de orden n x k formada por los coeficientes de una de sus bases
en la base e. Una matriz B representard al mismo k-plano si y sélo si existe una matriz
invertible? T' de orden k tal que B = A - T'. Es decir, tenemos que

Go(V) ~ M(n x k, k)/GL(k), (4.6)

donde M (n x k, k) es el conjunto de matrices de orden n x k y rango k' y GL(k) es el
grupo general lineal (matrices regulares de orden k).

Supongamos por un momento que las k primeras filas de una matriz A € M (n x k, k)
son linealmente independientes. Entonces existird una tnica matriz P en la misma clase
de equivalencia que A con la siguiente estructura

([ Id;
(%)

donde Z es una matriz (n — k) x k. El conjunto formado por este tipo de matrices (y
por tanto el de sus respectivas clases de equivalencia) estd en biyeccién con R %% con
lo que hemos obtenido una aplicaciéon X que nos lleva un subconjunto U de M (n x
k,k)/GL(k) en R"—F),

En un caso mds general, sea a € N un multi-indice con 1 < oy < -+ < q <
n. Una matriz A € M(n X k, k) con las filas {«;} linealmente independientes posee
una representacion unica P, en la que dichas filas forman la matriz identidad. Las filas
restantes forman una matriz Z, que determina al igual que antes una aplicacién X, de
un dominio U, en R™~%* Dichos dominios recubren M (n x k, k)/GL(k), con lo que
podemos utilizar las aplicaciones asociadas X, para definir una estructura C* sobre el
espacio cociente M (n x k, k)/GL(k). Y como ya enuncidbamos anteriormente, podemos
ver a través de (4.6) a la grassmanniana de orden £ de V' como una variedad diferenciable
de dimensién (n — k)k.

Es posible realizar un proceso similar integramente en grupos de Lie y, dada su im-
portancia, vamos a detallarlo aqui. Sea e = {ey,...,e,} una base de V' que fijaremos.

2T es la matriz de cambio de base.
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Mediante e podemos ver las k& primeras columnas de una matriz del grupo general lineal
G L(n) como los coeficientes de una base de un k-plano en la base e y las restantes n — k
filas como las de una base de un (n — k)-plano complementario. Consideremos ahora al
subgrupo cerrado de GL(n)

{(g g) : BEGL(k),C’GGL(n—k)},

el cual es canénicamente isomorfo a GL(k) x GL(n — k). Dos matrices M, M € GL(n)
representardn al mismo k-plano m € G (V') (i. e. las k-primeras filas de cada matriz son
coeficientes en e de bases de ) si y solamente si existe una matriz® A € GL(k) x GL(n—
k) tal que M = M - A. Asi pues tenemos la siguiente identificacion

G(V) ~ GL(n)/(GL(k) x GL(n — k)). 4.7)

Puesto que el grupo general lineal GL(n) es un grupo de Lie y GL(k) x GL(n — k) es un
subgrupo cerrado de este, la biyeccion (4.7) confiere a G (V') una estructura de variedad
diferenciable homogénea.

En caso de tener un producto escalar en V, se puede demostrar de forma similar que

Gr(V) ~O(n)/(O(k) x O(n — k)), (4.8)

donde O(n) es el grupo ortogonal (matrices ortogonales). Hay que decir que tanto (4.6),
como (4.7), como (4.8), dan a G (V') la misma estructura diferenciable. Una de las ven-
tajas que tiene ver a G, (V') como una estas variedades homogéneas * es que se hace facil
comprobar que Gi(V) y G, (V*) (0 G (V) y G,— (V) si se posee un producto escalar)
son candénicamente difeomorfas.

Definicion 4.21 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sea k < n, se llama
grassmanniana de M a la variedad diferenciable:

Ge(TM) = | Gi(TM).

zeM

La construccion de la estructura diferenciable de la grassmanniana de una variedad di-
ferenciable es andloga a la construccion de la variedad tangente o la variedad cotangente.
Al igual que se hace con estas variedades, se puede llegar a definir un fibrado conocido
como fibrado de Grassmann.

3Al igual que antes A es la matriz de cambio de base, siéndolo también las submatrices B y C para las
respectivas bases.

“Existen otras relaciones de este tipo, ademds de sus equivalentes para espacios complejos en los que
basta reemplazar al grupo ortogonal por el grupo unitario.
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La accion de un grupo G sobre una variedad M induce una accion en las grassman-
nianas de M. Sea (x,7) € Gp(TM) y sean vy, ...,vx € T, M tales que 7 = (vy, ..., vp).
Suponiendo que la accién de G actia a izquierdas, dado g € G

Ly(x,7) = (Lyx,(DLyvy,..., DL,vg)).
Esta accion esté bien definida ya que DL, es un isomorfismo lineal de T, M en 17, , M
paratodo xz € M.

Lema 4.22 Sea M una variedad diferenciable sobre la que actiia un grupo G. Sea B C
Gr(T M) una subvariedad invariante tal que G actiia transitivamente sobre B. Sean ®
v WV dos k-densidades invariantes sobre M, siendo V no idénticamente nula. Existe una
constante ¢ € R tal que si x € M y vy,...,v, € T,,M generan un plano en B, entonces

(v N Avg) =c-Wp(vg A Avg).

Demostracion Sean z,y € M, vy,...,vy € T, M y wy,...,w, € T,M como en el
enunciado, es decir, existen dos k-planos vectoriales 7 = (vq,...,v5) y o = (wy, ..., wg)
tales que (x, ), (y,0) € B. Por la hipétesis de transitividad, existe g € G tal que

(z,7) = Ly(y, 0),
luego
r=Ly y (v1,...,0) = (DLyws,...,DLywy).

Puesto que la dimensién de 7 es k, la dimensién de A¥7 es 1 y existe una constante no
nula X tal que
ViAo Avg =N DLgwy A -+ AN DLgwy.

Con esto y por ser las densidades invariantes
D (A Avg) = /\-L;CI)y(wl/\~--/\wk)
= APy (wg A Awy)
Uo(g Ao Avg) = A-Wy(wg A Awy).
Como G actda transitivamente sobre B y ¥ es una densidad invariante no idénticamente

nula, entonces no puede ser nula en ningin punto de B y existen valores c;,, . ., ¥
Cy.wi,...w,, tales que

Qo (1 A Avg) = Coupvp - Yalvr A Avg)
D, (wi A ANwg) = Cyunwy, - Yy(wi A Awg).
Finalmente
Covprwg - Ya(VI A Avg) = Dyp(vg A Avg)

A Cywr,...;wy, \I/y(wl A A wk)

Cywi,...wy \Ijx(vl JANREIIVAN Uk)-

Por tanto ¢, ., .., €s independiente del punto x y los vectores vy, . .., vy. ]
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Notar que cuando M es uno de los tres espacios cldsicos, entonces el grupo de isome-
trias GG actda transitivamente sobre toda la grassmanniana G (7'M ).

El siguiente resultado es debido a Chern ([20]]). Cabe destacar que, con las herra-
mientas obtenidas hasta ahora, la demostracion de este teorema se hace trivial.

Teorema 4.23 Sea E uno de los tres espacios cldsicos, siendo n su dimension, y sea G el
grupo de isometrias correspondiente. Si H,,_j, (con 1 < k < n) denota el espacio de sub-
variedades (n — k)-dimensionales completas y totalmente geodésicas de E'y ®,,_y, es una
densidad invariante sobre H,_, entonces existe una constante c que depende solamen-
te de n, k y de la normalizacion de ®,,_, tal que para toda subvariedad k-dimensional
N C E se tiene que

volg(N) = c/ #(NNv)P,_y. 4.9)
YEH,

Ejemplo 4.24 Dada una curva ~y de tipo C* en R", se tiene

1
longitud(7) = = [ ERCLEIC
n— EHp—1 "

donde k, ;1 y ®,_1 son una constante y una densidad (resp.) que determinaremos mas
adelante.
Consideremos el fibrado doble

/ A \
R" HI—I(Rn)v

donde H; ,(R™) representa el espacio de hiperplanos orientados de R™, A es el espacio
de incidencias estdndar y 7; y 7, son las proyecciones naturales. Dado o € H. | (R"),
este se puede asociar univocamente con el par (£,7) € S"! x R tal que

a. £ esnormal a o y tiene la co-orientacién de este;

b. x€osiysélosié-x =r.
Notar que, de este modo, los pares (§,7) y (=, —r) determinan el mismo plano pero con
orientacién opuesta y, por ello, H” ;(R") es un doble recubrimiento del espacio de los

hiperplanos afines no-orientados de R", H,,_1(R™).
Por lo anterior, el espacio de incidencias A puede ser representado por

{(z,6,r) €ER*" x S" ' xR: &z =7}
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Puesto que la aplicacion (z,£) € R x S"1 — (z,£,£ - x) € A es un difeomorfismo, el
fibrado anterior es equivalente al siguiente

R™ x gt
/ X
R”» Sn—l % R,
donde 7y (z,§) = x y ma(x, &) = (£, € - x).
Sea (2 la forma de volumen canénica de S™ ! (proveniente de la euclidea), definimos
la densidad de orden mé4ximo sobre S"~! x R
Q;L‘—*l = |Q A d?"|,

la cual es invariante bajo la accién del grupo euclideo. Por tanto, existird una constante ¢
tal que

longitud(vy) = c/mmé@f{_l,
2!

para toda curva v de R". De igual forma que obtuvimos (4.2), se llega a que
(mems@i o) = [ el
665‘71,71

Es fécil ver que la aplicacion
v € -0l - 1€
565”71

es una norma. Es mas, salvo un coeficiente constante, es la norma euclidea. Concretamen-
te, para u € Sl se puede demostrar’

/ € ul -0 = 2k,
£€SWL—1

donde k,,_; es el volumen de la esfera unidad (n — 1)-dimensional. En el caso particular
en que 7y es un segmento del tipo [0, u] con u € S™~!, tendriamos

1
1 = longitud([0, u]) = c/ (/ € - tu] - |Q|) dt =2k, - ¢
0 \Jgn-1

Finalmente, obtenemos

1

longitud(y) = oF 1//\ o )#()\QV)(I)LM
n— ed’ (R

o equivalentemente

1
longitud(7) = = [ ERLCUEC
n— €n—1 "

donde ®,,_; es la densidad sobre H,,_;(R™) que proviene de ®, .

SFérmula de la proyeccién de Cauchy (2.13).
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4.3. Morfismos de fibrados dobles

Definicién 4.25 Sean B/ <—— A' —2=T" y B<"— A-25T dos fibrados dobles, se
llama morfismo de fibrados dobles a un diagrama conmutativo de fibrados

™ ™
B <~— A ——T"

pBl pAl . ”Fl

B<"—A-—"=T

con pg, pay pr proyecciones diferenciables.

En cierto modo, podemos ver el fibrado inferior como una subestructura del superior,
una especie de “sub-fibrado”. Veamos un ejemplo sencillo que motiva por si mismo la
definiciodn.

Ejemplo 4.26 Sean A\ € H,(R")y X' € H,,_,(R™) con k — p > 0, generalmente A y \’
se cortan en un plano afin (k — p)-dimensional. Sean

I" = {(\,XN) € H,(R") x Hy(R") : dim(AN\) = k — p},

A ={(z,\N)eR" xT" 1z € AN N}

Y consideremos las aplicaciones

pLN)=ANN Y\ N) eT,

plz, N\ ) = (, AN N) V(e N) e A
Entonces, el diagrama

R" ! A 2 T

o

R" i Akfp = Hk—p(Rn)

es un morfismo de fibrados dobles, donde las proyecciones son las habituales, asi como
Ap—p.

Una pregunta natural que surge al estudiar este objeto es saber como actiia la transfor-
mada de Gelfand en los diferentes niveles. La respuesta nos la brinda el siguiente teorema:
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Teorema 4.27 Sea

! !
1 T
B < A > T

pBi ml ﬂpri

B<—— A>T

un morfismo de fibrados dobles tal que para todo punto a € A, la aplicacion T, restrin-
gida a la fibra p}'(a) es un difeomorfismo en la fibra pp*(mo(a)). Si ® es una densidad
sobre 1", entonces

Py, (5)"® = T, 75 pra P,

siempre y cuando cada miembro de esta ultima igualdad esté bien definido.

Demostracion Puesto que pp o m] = 71 © pya, tenemos que pp. T, = TP« Luego,
hay que probar que 71,044 (75)*® = w75 pr. P, y bastard con

pax(m3)" @ = m3pr. @

Ahora, y al igual que en demostraciones anteriores, supondremos las dimensiones de
forma conveniente para facilitar la lectura. Seana € Ay v € T, A, sean d’ € pgl(a) y
v' € Ty A tal que Dpa(v') = v,y sea & € Typ,'(a). Tenemos

()" @)y Jur (€) = ((m5)" (2] ry(er)) s (€):

por tanto
Pam) o) = [ () o)
~ [ ) @lomw)

Pa (a)
= /1 @J Dl (v'")
pr (ma(a))
= (prs®)ry(a) (Dm2(v)).
Por otra parte, como pr o 7, = my 0 pa, se tiene que Dpr D7, = Dy Dp 4, de donde
Dpr D7y (v') = DmaDpa(v') = Dma(v),

luego
(Pax(73)"®)a(v) = (Prs®)my(@) (Dm2(v)) = (75 prsP)a (V).
0

Estamos ahora en disposicion de demostrar las formulas integrales de Cauchy gene-
ralizadas. Empecemos con la mas sencilla.
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Teorema 4.28 Sea S C R? una superficie compacta de clase C*°, entonces:

7T2

area(S) = —/ longitud(A N .S)du(N), (4.10)
2 AEH2(R3)

donde j1 es la medida invariante estandar de Hy(IR?).

Demostracion Como vimos en el ejemplo 4.24, @, es una densidad invariante sobre
H,(R3). Es mas, esta densidad es la que nos da la medida u. En el espacio producto
Hy(R?) x Hy(R?) tenemos pues la densidad producto @, x ®,. Sea A el subconjunto de
pares (A, \) tal que dim(A N ') # 1. Este subconjunto tiene medida nula para la medida
producto. Finalmente, sea I' = (H,(R3) x Hy(R3))\A y consideremos el fibrado

p: T — H(R?),

donde p(A, \') = AN X. Este fibrado es equivariante bajo la accién del grupo euclideo y
¥, x O, es una densidad invariante, por tanto, gracias al lema 4.18, p, (P x ®5) también
es una densidad invariante.

Consideremos ahora el fibrado doble

Ay
R? H, (R?)

donde A, 7, y 5 son los elementos habituales. Considerando la superficie S y la densidad
P« (o x @y), por el teorema 4.23, existe una constante ¢; tal que

area(S) = e / (511 S)pu(@y 5 D).
e H,(R3)

Utilizando ahora la proposicién 4.9, el teorema de Fubini y nuevamente la férmula de
Crofton (4.9),

area(S) = 01/ #(/\ﬂ/\’ﬂS)CIDQ*CI)Q
(AN)er
N eHs(R3) AEH2(R3)

= C1C2/ longitud(\' N S) P,
)\’EHQ(R3)

para cierta constante ¢, independiente de S.
Sea ¢ = cyce, vamos a calcular en un caso concreto la integral

/ longitud(A N .S) Py,
AEH>(R3)
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para asi determinar el valor de c. Sea S la esfera unidad S?. Volviendo nuevamente al
ejemplo 4.24, el espacio H; (R?) = S? x R es un doble recubrimiento de H,(IR?), luego

1
/ longitud(A N S)®y = = / longitud(A N S)®5,
AEH;(R3) 2 JaeHs (R?)

donde ®;5 = |Q A dr|, siendo € la forma de volumen candnica de la esfera. Un plano
orientado A = (£,7) € S? x R corta con la esfera S? si y s6lo si |r| < 1, y entonces

longitud(A N S?) = 271 — 2.

Por tanto
1
/ longitud(A N S)®; = / (/ 27V1 — r2dr) 2]
AEH, (R3) £€82? -1
1
= 87?2/ V1= r2dr
-1
= 473
y
473 2

‘= Darea(S?) 2
U

Teorema 4.29 Sea B uno de los tres espacios cldsicos: el eliptico, el euclideo o el hiper-
bélico, y sea G el respectivo grupo de isometrias. Sea I',, con1 < p < n = dim B, el
espacio de las subvariedades p-dimensionales completas y totalmente geodésicas de B, y
sea @, una densidad de orden mdximo (medida) en I",. Sea k un entero tal que 1 < k <n
v k + p > n, entonces existe una constante ¢ que depende solamente de n, k, p y de la
normalizacion de ®,, tal que para toda subvariedad compacta k-dimensional N C B, se
tiene

volg(N) = c/ VOl pn (Y N N)D,,. 4.11)
v€lp

Demostracion Sea [ el espacio de pares de I'), x I'y,,_,_,, que se cortan transversalmen-
te. El conjunto de pares que no lo hacen tiene medida nula en el espacio producto para la
medida producto. Sea A’ es espacio de incidencias estindar entre B y IV, y sea A, el
equivalente para By I',,_;. Consideremos ahora el morfismo de fibrados dobles siguiente

/ /

B<—— g4 — 2 o

idl ol a

B i An—k i Fn—k
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donde pr(v,\) =yN Ay pa(z,v,A) = (x,7N ). Este morfismo satisface la hipétesis
del teorema 4.27 y, por tanto, w175 pr. = id,7y, (75)* = 7, (7h)*.

Por otro lado, se puede ver facilmente que pr es equivariante bajo la accién de G sobre
Iy I',_, entonces la densidad pr.(®, * ®2,_—_,) es invariante en I',,_ y, por el lema
4.22, existird una constante c; tal que

Q,_p=cp- PF*@)p * q)2nfk7p)-

Utilizando ahora a férmula de Crofton (4.9) y el teorema de Fubini, para ciertas constantes
Co y c3, S€ tiene

VOlk(N) = Cz/ﬂl*ﬂgq)n_k
N

= 0102/7T1*7T;pf‘*(q)p*q)2nkp)
N

= cier [ L) (B x Bariy)
N

= 0102/ #H#(NNYNAN)D, *x Poy iy
F/

~aef (]

= % VOl pn (N N ) Dy,
3

#(Nn7)N A)«bzn_k_p) 2,

2n—k—p

Tp



Capitulo 5

Geometria integral de espacios Finsler
proyectivos

Todo producto escalar induce una norma, pero el contrario no es cierto. Un espacio
de Finsler es una abstraccién de una variedad riemanniana en la que carecemos de un
producto escalar en el tangente, pero tenemos una norma. Estudiaremos en este capitulo
el caso particular de los espacios de Finsler proyectivos, espacios modelados sobre R"
para los cuales las rectas son las geodésicas.

5.1. Espacios de Finsler

5.1.1. Métricas Finsler.

Una métrica Finsler sobre una variedad diferenciable M equivale a asociar a cada
punto € M una métrica de Minkowski sobre el espacio tangente 7, M de forma dife-
renciable con respecto a x.

Definicion 5.1 Sea M™ una variedad diferenciable. Una métrica Finsler es una aplica-
cion F: TM — R, tal que:

a. F € C*(TM \ ©), donde © es la seccion nula de T M ;

b. F'es positivamente homogénea de grado 1 en la componente tangencial, 1. e. dados
xr € MyveT,M, entonces:

F(z,t-v) =|t|- F(z,v), VteR,

¢. para todo punto x € M, el conjunto dado por:
B.M :={veT,M : F(x,v) <1}

es un cuerpo cuadrdticamente convexo y suave en T, M.

101



102 CAPITULO 5. ESPACIOS DE FINSLER PROYECTIVOS

Gracias a las propiedades by ¢, F,, = F(x, ) es una norma en 7, M (la norma genera-
da por B, M ha de coincidir con F}). Es més, F' es una 1-densidad sobre M. Recordemos
que, por ser B, M cuadriticamente convexo, su polar B;M C Ty M también es un cuer-
po cuadraticamente convexo y C*° y que, por definicidn, el hessiano de F. es definido
positivo en cada punto.

Los ejemplos més sencillos de métricas Finsler pueden ser una métrica de Minkowski
en un espacio vectorial tal que la esfera unidad es un ciclo de referencia o una métrica
riemanniana.

Definicion 5.2 Un espacio de Finsler es un par (M, F'), donde F' es una métrica Finsler
sobre la variedad diferenciable M.

Un espacio de Finsler es infinitesimalmente un espacio de Minkowski. La estructura
de Minkowski en cada espacio tangente cambia suavemente con respecto al punto base.

5.1.2. Espacios de Finsler proyectivos.

La métrica de un espacio Finsler no nos ofrece un método directo de medir la distancia
entre dos puntos de la variedad, sin embargo si nos permite medir la tasa de cambio
cuando vamos de un punto a otro. Para definir la distancia entre dos puntos, vamos a
seguir un proceso de marcha atrés, definiendo primero la longitud de curvas y a partir de
ello, la distancia entre puntos.

Definicién 5.3 Sea (M, F') un espacio de Finsler y sea v : [a,b] — M un camino' de
clase C™. Se define 1a longitud del camino v como el valor de la integral:

longitud(~) ::/ F(y(t),y’(t))dt:/F. (5.1)

Puesto que F' es homogénea de grado 1, esta definicion no depende de la parametri-
zacion. Ahora tenemos un método conciso para medir el trayecto entre dos puntos depen-
diendo del camino elegido. Es natural pues definir la distancia entre dos puntos como el
trayecto mds corto posible.

Definicion 5.4 Dado un espacio de Finsler (M, F), sean x,y € M. Definimos la distan-
cia entre x e y como el infimo de las longitudes de los arcos uniendo x e y, 1. e.

dist(z,y) := inf{longitud(y) : v es un arco uniendo x e y}. (5.2)

Definicion 5.5 En un espacio de Finsler (M, F'), un arco uniendo v,y € M es un seg-
mento geodésico si para todo otro arco 6 uniendo x e y, se tiene que:

longitud(d) > longitud(y).

"Hacemos referencia aqui a una subvariedad inmersa de dimensién 1. Identificaremos con -, la propia
parametrizacion y el arco que une v(a) con ~y(b).
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Los segmentos geodésicos son aquellas subvariedades de dimension 1 que minimizan
el problema variacional
Y= / F.
.

Definicion 5.6 En un espacio de Finsler (M, F'), un curva de M definida en un intervalo
abierto I es una curva geodésica si localmente es un segmento geodésico, i. e. para todo
to € I existe un € > 0 tal que para todo t1,ts €]ty — €,to + €|, el arco y([t1,t2]) es un
segmento geodésico.

Nos son de particular interés las métricas Finsler sobre R" para las cuales las curvas
geodésicas son las rectas afines de R".

Definicion 5.7 Una métrica Finsler sobre R"™ se dice proyectiva si para ella las curvas
geodésicas son exactamente las rectas afines de R".

El 4ij problema de Hilbert trata de determinar y estudiar dichas métricas Finsler. Un
primer resultado en esta direccion es debido a Hamel, un estudiante de Hilbert.

Teorema 5.8 (Hamel) Para una métrica Finsler F' sobre R", las rectas afines minimizan
el problema variacional v — f7 F'siy solo si F' satisface la siguiente ecuacion diferen-
cial:
O*F O*F
8@(%]» or jf)vz-

, paratodo1 < 1,7 < n. (5.3)

Ejemplo 5.9 [Espacios de Minkowski] Ya vimos en la seccién 3.1.2 que las geodésicas
del espacio de Minkowski (R", B), eran las rectas afines si 0B era estrictamente convexo.
Por tanto, las normas de R" tales que la bola unidad asociada es un cuerpo cuadrética-
mente convexo, son métricas Finsler proyectivas.

Ejemplo 5.10 [La construccién de Busemann-Pogorelov] Sea ® una densidad de volu-
men sobre el espacio de hiperplanos afines H,,_;(R™). Dados dos puntos z,y € R",
definimos la funcién distancia entre x € y como la medida del conjunto de hiperplanos
que cortan el segmento xy, es decir:

dist(x,y) := / #(TG NN

AEH,, 1 (R™)

Definimos entonces la longitud de una curva 7 : [a,b] — R" rectificable, mediante la
expresion:

longitud(7) := 1im Y dist(y(t;), 7(ti_1)),

donde P = {t; : a=1ty <ty <--- <t, = b} esunabuena particion del intervalo
[a, b], es decir v € C*([a,b] \ P), y donde |P| es el didmetro de dicha particién. Con
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la notacién empleada, queremos hacer resaltar que las funciones aqui definidas no son (a
priori) iguales a las dadas en (5.2) y (5.1), ya que unas vienen definidas a partir de un
métrica Finsler y las otras no.

La funcién dist es obviamente simétrica y positiva, anuldndose si y s6lo si la distan-
cia es medida entre puntos iguales. Por tanto, para que la funcién dist sea realmente una
distancia, falta comprobar la desigualdad triangular. En un principio, no tenemos control
sobre la densidad elegida y no podemos asegurar que la desigualdad se cumpla. Supon-
gamos pues que si lo hace y que ademds es desarguesiana:

2 E€TY & (ﬁ(:c,y) = (Tls\t(m, z) + (Tia(z,y).

Dados dos puntos x,y € R", sea vy : [a,b] — R™ una curva rectificable uniéndolos y sea
P una buena particién de [a, b]. Por la desigualdad triangular,

lp
i=1

por tanto
dist(z, y) < longitud(vy)
y asi
dist(z, y) < inf{longitud(y) :  es un arco uniendo x e y}.

Pero es inmediato ver que dist(x,y) = longitud(7y), luego
(is\t(m, y) = inf{lon/git\ud(y) : 7 es un arco uniendo x e y }.
Definamos ahora la funcion:

11—
F(z,v) = P’r% zdist(x, z + tv),

conz € R"yv € R". Se puede comprobar que entonces F), define una norma en R",
pero para que esta fuera una métrica Finsler, deberiamos verificar que es diferenciable
con respecto al punto base y que las (n — 1)-esferas F;!(1) son ciclos de referencia.
Suponiendo esto ultimo, tenemos una métrica Finsler para la cual la longitud del segmento
Ty €S

longitud(77) = / F

Ty

y para cualquier curva vy en R"

longitud(y) = / F.
Y

Es decir que estas definiciones coinciden con las anteriormente dadas (dejaremos de dis-
tinguirlas), por lo que las rectas afines de R” son geodésicas para la métrica F'. Es mas,
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son las Unicas geodésicas: si v es una geodésica (no recta) uniendo dos puntos x e ¥y, para
algln tiempo tg, el punto (%) no pertenece al segmento Ty. Si consideramos la descom-
posicion de « en dos arcos y; y 7, tales que 1 une = con y(tg) y 2 une y(ty) con y,
utilizando la propiedad desarguesiana:
dist(xz,y) = longitud(y)

= longitud(y;) + longitud(yz)

> dist(z,7(to)) + dist(7(t0), y)

> dist(z,y),
contradiccidn. Por tanto, /' es una métrica Finsler proyectiva.

Calculemos ahora una nueva expresion para la métrica F'. Recordemos antes de nada

que teniamos la siguiente representacion para el espacio de hiperplanos orientados de R",

H [ (R") = S"! x R, el cual es un doble recubrimiento de H,,_;(R"). Considerando
¢+ = 7*®, donde 7 : H ,(R") — H,_;(R") es la proyeccién canénica, tenemos:

dist(z,y) = 1/ #(TYN NPT,
2 NeH,_ | (R™)
Dado ¢ € S™!, el hiperplano orientado (£,7) € S™! x R interseca al segmento
z(x+tv)sié-x<r < (x+tv)(cuando&-v > 00sié- (x+tv) <r < -z (cuando
¢ - v < 0. Por otra parte, como ya vimos en 2.15, existe una funcién v : S" 1 x R — R
de clase C* tal que @ZZJ,) = v(&,7)|QAdr| ), donde € es 1a forma de volumen estdndar

de S"~1. Utilizando esto y el teorema de Fubini, obtenemos:

2 - dist(z,z + tv) = / #(TYyNN)®*
AEH, | (R")

& (o+tv)
-/ [ e ) o+
€esn—1.£.4>0 z
E-x
/ (/ V(f,f)d?") |©2].
£elSn—1 c.9<0 & (x+tv)

L2 _ , , _

H%%.dlst(a:,x+tv) = /565"1,§-v>0(€ V(€€ 2)|Qf
/ (- 0)(e. - 2)|0
gesSn—1¢v<0

= [ ol
gesn—1

Es decir que la métrica F' admite la representacion integral:

Pl =g [ leveg-niol

Por tanto,

2
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donde 2 es la forma de volumen estdndar de S 'y v : S"~! x R — R, es una funcién
par de clase C*°. Este resultado es general. En efecto, Pogorelov y Szabé demostraron

Teorema 5.11 (Pogorelov [38], Szabé [49]) Sea F' una métrica Finsler proyectiva sobre
R™. Entonces, existe una aplicacion C*° y par v : S" ! x R — R, no necesariamente
positiva, tal que

1
P =g [ e obie gm0l (54

donde ) es la forma de volumen estdndar de S™ .

5.1.3. Volumenes en espacios de Finsler.

Todo espacio de Finsler es infinitesimalmente un espacio de Minkowski, por lo tanto
es logico querer definir una nocién de volumen (o de drea) sobre espacios de Finsler
tal que este objeto sea compatible con la definicién de nocién de volumen (o de drea)
sobre espacios de Minkowski. Supongamos que tenemos una nocién de volumen para un
espacio de Minkowski (ver seccion 3.2). Entonces, para un espacio de Finsler (M, F)
tenemos en cada tangente 7, M, con x € M, una densidad positiva de orden maximo
¢p : AT, M — R,. Si ¢, depende suavemente del punto base = € M, entonces tenemos
una densidad de volumen sobre M, mds concretamente queremos lo siguiente:

Definicion 5.12 Una nocién de volumen para espacios de Finsler es una manera de asig-
nar a cada espacio de Finsler (M, F') una densidad de volumen volp sobre M satisfa-
ciendo:

a. (Normalizacion) si F' es una métrica riemanniana, entonces la densidad de volumen
volg es la densidad de volumen euclidea estdndar*;

b. (Isometria) sii : (M,F) — (N, L) es una isometria entre espacios de Finsler,
entonces 1*vol; = volp;

c. (Monotonia) si F'y L son dos métricas Finsler sobre M tales que F' < L, entonces
VOlF S VOIL.

d. (Continuidad) la aplicacion que asigna a cada norma F, en T, M, la norma volg,,
en A" T, M es continua con respecto a la distancia de Banach-Mazur;

%i.e.volp,(e1 A -+ Ae,) = 1 para cualquier base ortonormal de T, M.
3 es un difeomorfismo y ademds i*L = F.
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El volumen de Busemann.

En el capitulo §3 (seccién §3.2.1) hemos descrito la nocién de volumen de Busemann
para espacios de Minkowski, extendamos pues dicha nocién de volumen a espacios de
Finsler. Para definir la nocién de volumen de Busemann para espacios de Finsler, dado un
espacio de Finsler (M, F'), tomemos en cada espacio tangente 7, M la siguiente densidad

de volumen:
Kn

vol(B,M;v)’

donde B, M es la bola unidad para F, en T, M y vol(B,M;v) es su volumen con respecto
a la unica densidad vectorial || sobre 7, M tal que |2|(v) = 1. Si v es nulo, entonces
definimos el valor de ¢®"*(z,0) por cero. La densidad ¢®** depende suavemente del pun-
to base y, por tanto, es una densidad de volumen de clase C*° sobre la variedad M. El
volumen de Busemann del espacio de Finsler M es entonces

PP (1, v) = Vv € AT, M \ {0}, (5.5)

volP'S(M) := [ B, (5.6)
M
si la integral existe.
Notar que todo espacio de Finsler es un espacio métrico y, por ello, la medida de
Hausdorff puede ser definida sobre este tipo de espacios. Se puede demostrar que de
hecho la nocién de volumen de Busemann y la medida de Hausdorff coinciden.

El volumen de Holmes-Thompson.

La nocién de volumen de Holmes-Thompson sobre espacios de Minkowski fue defini-
da como la dual de 1a nocién de Busemann (ver seccién 3.2.1). Si (M™, F’) es un espacio
de Finsler, se define la densidad de volumen de Holmes-Thompson como

ST (g, ) o= YIBMEV) e o, (5.7)

Kn

donde BiM C T;M es el dual del cuerpo convexo B, M C T,M y vol(BiM,v) su
volumen con respecto a |v|. Si v = 0, entonces ¢"'T(z,0) := 0. La densidad ¢"T es de
clase C* y el volumen de Holmes-Thompson del espacio de Finsler (M, F') se define por

vol"' (M) := / oMt (5.8)
M

siempre y cuando la integral exista.

5.1.4. Areasen espacios de Finsler.

Recordar que una nocién de volumen para espacios de Minkowski inducia una nocioén
de drea. Aqui consideraremos de forma andloga una nocidn area para espacios de Finsler



108 CAPITULO 5. ESPACIOS DE FINSLER PROYECTIVOS

como la inducida por alguna nociéon de volumen para espacios de Finsler. Notar que si
(M™, F) es un espacio de Finsler y N C M es una subvariedad inmersa k-dimensional,
entonces /N es un espacio de Finsler en si mismo teniendo por métrica la restriccion de F'
a N. Definimos la k-drea de N como el volumen del espacio de Finsler (N, F|y).

El 4rea de Busemann de N puede ser obtenida mediante la integral

area; " (N) 1= / ous, (5.9)
N
donde K
Bus = Yo e AT, M 5.10
ko (T,0) vol(B,M N E;v)’ vE A \ {0}, ( )
siendov =v; A~ Avgy E = (vg,...,05).

Andlogamente, el drea de Holmes-Thompson de /N puede ser obtenida mediante la
integral

area  (N) :—/ o (5.11)
N
donde (BMNE
MNOE)"
i ) o YOl S50 gy e AR {0, (5.12)
Rk
siendo de la misma formav = vy A -+ Avgy E = (v1, ..., vp).

5.2. Formulas de Crofton

Entre las dos nociones de drea y volumen descritas en la seccion anterior, solamente la
de Holmes-Thompson parecen tener utilidad en geometria integral. En esta seccidn, dare-
mos una prueba completa de la formula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos
mediante el uso de las nociones de Holmes-Thompson. Puesto que un espacio de Min-
kowski es un caso particular de espacio de Finsler proyectivo (cuando la bola unidad es
suave y cuadridticamente convexa), tendremos como consecuencia una formula de Crof-
ton para espacios de Minkowski. Una aplicacion interesante de las técnicas de fibrados
dobles es, como veremos, la posibilidad de probar una version generalizada de la formula
integral de Cauchy.

5.2.1. Foérmulas de Crofton para espacios de Finsler proyectivos.

Teorema 5.13 Sea F' una métrica Finsler proyectiva en R" y sea k un entero tal que
1 < k < n — 1. Entonces, existe una densidad de orden mdximo (una medida con signo)
®,, . sobre el espacio H,_(R") de los (n — k)-planos de R™ tal que para cualquier
subvariedad inmersa N C R" de dimension k, se tiene

areal’ T (N) = / #(NNN)D, 4. (5.13)
AEH,, _(R™)



5.2. FORMULAS DE CROFTON 109

En la construccion de Pogorelov del ejemplo 5.10, hemos visto de cerca la relacion
existente entre el caso k = 1 y la métrica de Finsler.

Demostracion Primero trataremos el caso k& = 1. Puesto que por hipétesis F' es una
métrica Finsler proyectiva, existe una densidad de orden maximo ®,,_; en H,_;(R") tal
que

dist(z,y) = / #(TyN NP, _1,
AEH,_1(R™)

para todo z,y € R". Considerando el espacio de los hiperplanos orientados H, | (R") y
el doble recubrimiento canénico p : H," | (R") — H,_;(R"), sea la densidad de orden
méximo & | = p*®,_; entonces obtenemos la version orientada de la ecuacion anterior

1

dist(e.g) = 5 | (75 N VDL,
2 AeH! | (R™)

Tal y como vimos en 5.10, ® | = v|QAdr|, donde v : S"! x R — R es una aplicacién

par de clase C*, y
1

Pl =y [ el e ool

para todo x € R" y todo v € T,R", donde €2 es la forma de volumen estdndar de la esfera
S™~1, De forma andloga a como obtuvimos (4.2), se obtiene que

Py (500,

sobre el fibrado doble

Al
+ +
7 K
R™

H 7—1’_— 1 (Rn) )
donde A, es el espacio de incidencias estdndar.
Consideremos ahora el morfismo de fibrados dobles siguiente
7T+ 7T+
R" <—— A, —> H,_,(R")
idl ul pl (5.14)
R™ P A, _ T2 anl(Rn>

donde A,,_; es el espacio de incidencias estandar sobre el fibrado doble correspondiente
yp: Al — A, estal que u(z, \T) = (x, p(AT)). Utilizando la propiedad 4.27 para
morfismos de fibrados dobles, obtenemos que

1
F = 7T1*7T>2kp* (§@I—1> = 7.‘—1*71—;(1)71—1’
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ya que p, (%@:{71) = ®,,_,. Por la féormula de Crofton para fibrados dobles (ver teorema
4.15), llegamos al resultado deseado:

longitud() = [ £ = [ BB,
5 AeH,_1(R"™)

para cualquier curva v : I — R” de clase C*.
Para el caso k& > 1, realizaremos la siguiente construccién: consideremos el espacio

k veces
o\

H*  =H, {(R") x --- x H,_{(R")

y sea en este espacio el subconjunto
A:{<)\1,,)\k) S H’r]j—l : dlm()\lﬂﬂ)\k) >n—k},

i. e. A es el subconjunto de los k-planos que no estan en posicién genérica. Consideremos
ahora el fibrado
Pt Hy i\ A — Hy (R"),

dado por
pn_k()\l, .. ,)\k) = )\1 n---N )\k,
para todo (A1, ..., \x) € H¥ |\ A.Laidea es trabajar con la densidad producto

k veces
7\

(bk:q)n_1><"'><¢n_1

en el espacio producto H*_,, y con su compresién mediante la proyeccion p,, :
T k
Py = (pnfk)*q) .

Nuestro objetivo serd demostrar que, salvo un factor constante, ¢,, ;. es la densidad anun-
ciada en el teorema. O

Lema 5.14 Sea F una métrica Finsler proyectiva en R" y sea v : S" ! x R — R una
aplicacion par de clase C* tal que

P =y [ el e ol

para todo x,v € R", donde ) es la forma de volumen estdndar de S™"~'. Entonces, en el

fibrado doble
Anfk
RTL

Hn—k’GRn)a

(5.15)
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tenemos

. 1
memban(mio) = o [ ol g oll,
EE(Sn—l)k
para todo punto x € R" y todo k-vector descomponible v € AXT, R,

Demostracion En primer lugar, recordemos que en el fibrado doble

A
5N
Rn

H;il(Rn)?

tenemos

P D ()

donde ® ; = v|Q A dr|. Vamos a construir un morfismo de fibrados dobles similar al

del diagra;na (5.14), anadiendo un tercer nivel de hiperplanos orientados. Consideremos
el espacio

k veces
o\

(H;r—l)k = H:zr—l(Rn) XKoo X H:—I(Rn)7

y definamos en €l el subconjunto
AT ={(\,.. A € B o dim(A N0 A >0 — k)
Consideremos entonces el siguiente diagrama de morfismos de fibrados dobles:

~+ —+
T

R <— (A )" —= (H, )"\ A*

p
R < Ak T gk \ A (5.16)

1
ad Nn,—kl Pn—ki
1

NG ik Anfl = HTL* (Rn)

donde los espacios de incidencias son

(A;’L——l)k = {(:E7 Aii_a ey )‘2_) € Rn X ((H:—l)k \ AJ’_) ST E )‘1’— M---N )\2_}7
AF =z Ay, M) ERT X (HY \NA) sz e NN,
A ={(z,\) eR" x H, x(R") : = €A},
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y las proyecciones vienen dadas por

P (A € (H)F\ AT
Pk (A, ) € HY \ A
pF (AT ) € (A )R

i (2, A, M) € AF

(P(AD), - p(N))) € Hi )\ A,
MO NN € Hy (R,
(:C?p()‘f% to 7p<)‘2)) € Afzflv
(.T,)\l n---N )\k) €A, i,

1111

siendo p : H ,(R") — H,_;(R") el doble recubrimiento natural.
Recordemos que tenemos ®,,_; = p, (%@I_l), por tanto

1 k
pi: (ééjz——l) - @k)

y que también teniamos que ®,_; = (p,_1).P*. Luego, a través de los morfismos del
diagrama (5.16) llegamos a que

- 1

Por otra parte, H," | (R") = S"~! x R, y por tanto el fibrado doble

n—1

=+ —+
T

RY < (A )F — (H )M\ A
es equivalente al fibrado doble

—+
Ty

it
R" < (S" 1)k x R —= (S" 1)k x RF\ A/, (5.17)
donde

A ={(&, &1,y mi) €(STHEXRE DG A NG =0}

y las proyecciones 7, 7

7(a) =2 y 7y(a):=(&,... &6 2., & 1),

vienen dadas por

para todo a = (&1,...,&,2) € (S"1)* x R™. Ahora, tenemos una estructura adecua-
da para poder calcular (7{).(75)* (1®;_,) a través del fibrado doble (5.17). Para ello,

tengamos en cuenta que ® | = v|Q A dr|. Entonces,
(1) = Ly (&) |° A (dr)*),

para todo punto b = (£1,..., &, 71, ..., 7%) € (S"H)F x R*. Sean vy, ..., v, € T,R"y
sean Vy, ..., Vi € T,(S"1)¥ x R" tales que

Vi=(0,...,0,0;) Vi=1,... k.
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Tenemos que para cada i € {1,...,k}, (D7 )a(Vi) = v;. Si completamos el sistema
anterior de vectores con el sitema X, ..., X(,_1), € T,(7) " (z), puesto que para cada
ie{l,..., k} tenemos

(‘Dﬁ-;)a(%) - (07 s 70751 *Vgy e e 7§k : Ui)u
obtenemos de forma directa que

[(7?;)* (1/ ® - @ UQFA (dr)k|) ]Q(Xl, s X Vi, Vi) =
= [det(& - vy)i<ijen] - T (6, & - @) - |QF (X0, . X 1n)-

Por tanto, tenemos que la contraccion de (75 )*(®; )¥ con Vi, ..., V, restringida a la
fibra T,,(7)~1(x) es

(7)) (v® - @v|QF A (dr)*]) ]aJ(V1, o Vi) =
=& A Ao A A T (&, & - o) - QR
Si recordamos ahora la definicién de compresién 4.7 y observamos que (7] )~} (z) =~
(S™~ 1)k, llegamos a que

(1 ) 1
-y (325) @0 =g [ ol ol
ge(sn—hk

U

Demostracion [del Teorema 5.13, continuacion.] En el integrando de la ecuacién (2.14)
del teorema 2.30, podemos reconocer la expresion obtenida en el lema anterior para la

densidad 71, m3P,_y, con K = B,R"y & = 1,|Q], siendo v, (§) = v(&, € - z) para todo
¢ € S™~1. Por tanto, para una cierta constante ¢ € R, tenemos

area(mg, (BiR");v) = ¢ - Ty @y (x;0).

Aplicando ahora la definicién de k-area de Holmes-Thompson vista en la relacién (5.12),
la k-densidad de Holmes-Thompson y la k-densidad 71, 75®,,_; han de coincidir salvo
por un factor constante, i. e.

HT * T
Or = C TPk

Finalmente, tomando en H,,_;(R") la densidad de volumen ®,_;, := c - ®,,_;, a través
del fibrado doble (5.15), la férmula de Crofton afirma que para toda subvariedad inmersa
N C R” se tiene

areal’’ (N) = / PRt = / #(N NNy,
N )\eank(Rn)

lo que concluye la demostracién del teorema. U
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5.2.2. Formulas integrales de Cauchy generalizadas.

Teorema 5.15 Sea F' una métrica Finsler proyectiva en R". Sea k un entero tal que
1 <k <n-—2 Sea N C R" una hipersuperficie compacta. Si ®,,_;. es la densidad
de H,_;(R"™) dada en el teorema 5.13, entonces existe una constante c, ;. que depende
inicamente de n 'y k tal que

area’’ (N) = cn,k/ area’™, [(NNA)®,_y. (5.18)
)‘eank(Rn)

Demostraciéon Basta considerar el siguiente morfismo de fibrados dobles

L e A

n

T

R <—— A; — 2> H,(R")

donde los espacios que aparecen son

HSJ—F; = Hp1(R") x Hy_(R"),

A ={(A;, ) € H L o dim(\ N Ap) > 1},

Aii}c = {(%,)\1,)\2) € Rn X (HSJ_rli \ A) Y o /\1 N )\2},
Al = {(l’, /\) e R™ x Hl(Rn) LT E )\}

y las proyecciones vienen dadas por

P ()\1,)\2) c H:J_rli \ A = )\1 N )\2 € Hl(Rn),

o ([E, )\1, )\2) € A]:Lti = (l’,)\l N )\2) € Al.
Sean ahora ®1,®;,1 y P, las respectivas densidades de orden maximo de H;(R"),
Hi 1 (R™) y H,_;(R™), para las cuales tenemos las formulas de Crofton del teorema
5.13. Se comprueba que existe una constante ¢ que depende tinicamente de n y k tal que

¢ = P*(C ’ q)k—‘rl * CI)n—k)

Utilizando la propiedad de la transformada de Gelfand para el morfismos de fibrados
dobles descrito arriba, obtenemos

* — =%
TP = 7T1*7T2(C c Qg x (I)nfk>

y por tanto, aplicando la férmula de Crofton para fibrados dobles (ver teorema 4.15),



5.3. DENSIDADES PROYECTIVAS Y DE CROFTON EN RY 115

tenemos

area’”™ (N) = / #(N NPy
>\6H1 R”)

= / 14T P

= /7?1*772 ¢ Pppy * Dyy)

=z

=

= (N NA N )\2)(1)143-5-1 * Dy
(A1 A2)€HFTI\A

N N )\1 N )\2)®k+1 * (I)n k
(A1 Az)er“

~ . / ( / #((N N Xg) N )\1)<I>k+1> B,
Xo€H, 1 (R™) AMEH, 1 (R™)

= c/ area’™, (N N Xo)®,_4,
)\QGHn k(Rn)

Il
o

ecuacion en la que reconocemos la férmula deseada. U

5.3. Densidades proyectivas y de Crofton en R"

El cuarto problema de Hilbert es un problema clésico del célculo variacional: deter-
minar todas las 1-densidades de R"™ para las cuales las rectas afines son minimales. Mds
generalmente, puede preguntarse para qué k-densidades (con 1 < k < n — 1), los k-
planos afines son extremales (o incluso minimos) del problema variacional asociado a

una k-densidad ¢:
Ne o
N

para subvariedades inmersas de dimensién k. Este cuestion ya fue considerada por Buse-
mann y Gelfand. El articulo [28], de Gelfand y Smirnov, trata de arrojar algo de luz sobre
el asunto.

Definicion 5.16 Una k-densidad ¢ sobre R™, con 1 < k < n — 1, es una densidad de

Crofton si existe una densidad de orden mdximo ® sobre el espacio H,,_(R™) de (n—k)-
planos de R" tal que, para toda subvariedad inmersa N C R", se tiene que

/ b :/ #(NNN)OD. (5.19)
N AEH,, _1(R)

La densidad (medida) ® se llama la medida generadora de ¢.
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Las densidades de Crofton sobre R" son precisamente aquellas que forman el rango
de la transformada de Gelfand sobre el fibrado doble

Anfk
R" H,_(R).

Definicion 5.17 Una k-densidad ¢ sobre R™, con 1 < k < n — 1, es una densidad
proyectiva si todos los k-planos de R™ son extremos del problema variacional

NHL@

donde N C R" es una subvariedad inmersa de dimension k.

(5.20)

Si una densidad de Crofton posee una medida generadora positiva, por un razona-
miento geométrico sencillo, se demuestra que dicha densidad ha de ser necesariamente
proyectiva.

Teorema 5.18 Sea ¢ una k-densidad de Crofton sobre R™ tal que su medida generadora
es una medida positiva. Entonces, todos los k-planos de R™ son minimos para el problema
variacional asociado a ¢.

Demostracion Sea D un dominio contenido en un k-plano y sea D’ una subvariedad
inmersa k-dimensional de R" tal que D y D’ coinciden en sus fronteras, i. e. 0D = 0D'.
Cualquier (n — k)-plano que corta a D, también corta a D', pero para D ese corte es
generalmente s6lo en un punto. Y puesto que la medida generadora ® de ¢ es positiva,
tenemos

/¢=/‘ #wm»¢§/ 20'nNd= [ o
D AEH,_(R™) AeH,,_(R™) D’

Teorema 5.19 Toda densidad de Crofton es proyectiva.

Para poder demostrar este resultado, vamos a ver primero que una densidad de Crof-
ton tiene una representacion integral particular. Con esa representacion, veremos que una
densidad de Crofton satisface unas ecuaciones diferenciales obtenidas a partir de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange asociadas al problema variacional estudiado y que caracterizan
las densidades proyectivas.

Es importante notar que si ¢ es una k-densidad de Crofton sobre R"”, entonces existe
una densidad de orden miximo ®* sobre H:[_k tal que, para toda subvariedad inmersa
N C R™ de dimension k, se tiene

1
/¢:_/ H(N NN
N 2 NeH !, (R™)
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Considerando el doble recubrimiento p : H , (R™") — H,_;(R™), la densidad " no es
mds que la retroaccion por la proyeccion p de la medida generadora de ¢.
Consideremos ahora la version orientada del fibrado (5.20):

Ar (5.21)
a3
R™ H:—k(Rn>'

Es posible dar una nueva expresion para el espacio de incidencias A, . Denotemos por
S a la interseccion de la esfera euclidea unidad de A*(R™)* con el cono de Grassmann
de los k-covectores descomponibles A%(R™)*. Hay una manera simple de identificar todo
punto de S} con los elementos de la grassmanniana G, (R™) de los subespacios lineales
de R" de dimensién n — k. A todo punto £ € S}, se le asocia el subespacio lineal

Eg = kerfl n--- ﬂkerfk,

orientado de la siguiente manera: dada una base (ug, ..., u, ;) de E, complétese hasta
obtener una base orientada (u1, ..., U, g, v1,...,v;) de R". Diremos que F estd positi-
vamente orientado si £ - v > 0 y negativamente orientado en caso contrario.

El fibrado doble orientado (5.21) puede ser reescrito de la siguiente manera:

Sr x R™ (5.22)

R" H (R"),
donde, para todo (¢, z) € S} x R",

m&x)=x vy
T w) = {y € R" : £|(y —2) =0},

estando la orientacion de 75(¢, z) dada de la misma manera que la de E¢. Un célculo
inmediato nos lleva a obtener que, si ®* = p*® (siendo ¢ una densidad de orden maximo
cualquiera de H,,_(R")), la retroaccién de ¢ por 75 a S puede ser escrita como sigue

(T2®) (e.0) = ¥(T2(E, 2))[Q AL, (5.23)

donde 2 es la forma de volumen euclidea estdndar de S} y v : H' ,(R") — Rees
una aplicacién par de clase C* (i. e. si A; y Ay representan al mismo (n — k)-plano con
orientacion contraria, v(\) = v(\2)).

La construccién anterior nos facilitard la demostracion del siguiente resultado:



118 CAPITULO 5. ESPACIOS DE FINSLER PROYECTIVOS

Lema 5.20 Si ¢ es una k-densidad de Crofton sobre R", con 1 < k < n — 1, entonces
existe una aplicacién par v : H' ,(R") — R de clase C* tal que ¢ admite la siguiente
representacion integral:

otriv) = [ 1€ ulviiale i), (5.24)

para todo v € NE(R™), donde ) es la forma de volumen estdndar de S

Demostracion Puesto que ¢ es una densidad de Crofton, entonces ¢ = 71, 75P " a través
del fibrado doble (5.22), donde ™ es la retroaccién de la medida generadora de ¢. Dado
un punto (§,z) € Sp x R, sean Vi, ...,V € Tie)(Sp x R™) tales que *

Vi=(0,v;), Vi=1,2,..., k.

Entonces (D7), V; = v;. Gracias a (5.23), es inmediato observar que la restriccion de
(73®) e | (Vi,..., Vi) alafibra 7' (z) ~ S} tiene la forma

(T5®) ey ] Vi, o, Vi) = [€ - v[w(Ta(€, 7))

y por tanto
o(z;v) = / (738) ) (Vi .. Vi)
gesy
- / € ol 2))| .
gesy

O

Un estudio de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al problema variacional
que estamos tratando nos ofrece una caracterizacion de las densidades proyectivas.

Lema 5.21 (Gelfand y Smirnov, [28]) Una k-densidad ¢ sobre R™, con1 < k <n —1,
es proyectiva si y solamente si satisface el siguiente sistema de ecuaciones:
-I—Zz;vpm:O, coni=1,2,...,n. (5.25)

ol
ox e

Demostraciéon Consideremos el problema variacional asociado al problema

S(N) /N o

*Notar que T(¢ ,,)(Sp x R") = TeSp x R™.
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donde N es una subvariedad inmersa de R™ de dimension k. Las ecuaciones de Euler-
Lagrange para este problema variacional son

¢ v 9\ <~ 9 [0 A N
ag;z(‘”()atv'“’%)+;atp(avl (x(t) atl""’ﬁ»_o’

conl = 1,2,...,n,siendo z(t) = (a'(¢*,...,t%),...,2"(t',...,¢*)) una parametri-
zacion de N. Si desarrollamos los términos de estas ecuaciones, entonces el sistema se
puede reescribir como:

826 FoEL D 92 826 0 s 26
(91:Z+ZZ o axzavl 222w g = G

p=1 i=1 p=1 j=1 i=1

conl=1,2,...,n.

Supongamos que ¢ es una k-densidad proyectiva y sea /N una subvariedad con la
parametrizacién z(t) = A -t + B, con A € R"*y B € R™! matrices constantes (i. e.
N es un k-plano afin). Necesariamente /V ha de satisfacer las ecuaciones anteriores, esto
implica que

+ =0, cont=1,2,.
aa:l pZ: lz_: p@xzavl
Reciprocamente, supongamos que ¢ satisface las ecuaciones (5.25), entonces las sub-
variedades N con una parametrizacién del tipo x(t) = A - t + B claramente satisfacen
(5.26), por lo cual son extremales del problema variacional asociado a ¢. U

Demostracion [Teorema 5.19] Utilizando la representacion integral para densidades de
Crofton (5.24) y derivando bajo el signo de la integral, se muestra que, para una densidad
de Crofton dada, esta satisface las ecuaciones (5.25) y, por tanto, es una densidad proyec-
tiva. U
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