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Introducción

El objetivo del presente trabajo es conducir al lector, paso a paso, desde la geome-
tría convexa hasta los últimos avances (que son también casi los primeros) en Geometría
Integral de espacios de Finsler. Por el camino aparecerá un estudio detallado, y difícil
de encontrar en la bibliografía, de los espacios de Minkowski y una visión nueva de la
Geometría Integral que unifica el punto de vista de Gelfand y su escuela con la de Blas-
chke, Chern y Santaló. A continuación indicamos con un poco de detalle el contenido de
los distintos capítulos de este trabajo, con algunas indicaciones de tipo histórico, con la
intención de que esta visión resumida ayude a comprender la unidad de estas notas.

Geometría convexa y de Minkowski (Capítulos 1 a 3)

En el simposio de geometría realizado en la ciudad alemana de Siegen en 1978, el
geómetra Rolf Schneider quiso transmitir una idea: lo rica que puede ser una teoría tan
sólo con la definición de convexidad. Y es que es sorprendente lo mucho que se puede
hacer con esa simple definición. La geometría convexa nació como parte de la geometría y
evolucionó a lo largo de la historia hasta tener entidad propia, estando además relacionada
con múltiples ramas de las matemáticas: análisis funcional, cálculo variacional, teoría de
funciones complejas, teoría de control, teoría de grafos, criptología, cristalografía, etc. En
el libro “Handbook of convex geometry” [29], P. M. Gruber da una imagen histórica de
la geometría convexa desde Euclides y Arquímedes, pasando por Brunn y Minkowski,
hasta nuestro tiempo. El propio matemático A. C. Thompson reconoce en “Minkowski
geometry” [50] que, para una breve introducción histórica al tema, no hay nada mejor que
la introducción realizada por T. Bonnesen y W. Fenchel en [7].

Las figuras convexas siempre han jugado un papel importante en la geometría.
Sin embargo, Brunn fue el primero en realizar una extensa investigación de
aquellos objetos caracterizados solamente por propiedades convexas. En dos
trabajos: “Über Ovale und Eiflächen” y “Über Kurven ohne Wendepunkte”
aparecidos en 1887 y 1889; probó, conjuntamente a varios resultados sobre
cuerpos y regiones convexas, un teorema sobre las áreas de intersecciones de
un cuerpo convexo con planos paralelos. Este teorema en lo que habría de se-
guir se tornó fundamental. La importancia de este teorema fue enfatizado por
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Minkowski. En varios trabajos, en particular en “Volumen und Oberfläche”
(1903) y “Zur Theorie der konvexen Körper” (1911), Minkowski introduce
algunos conceptos básicos como la función de soporte, los volúmenes mixtos
y otros. En ellos Minkowski creó las herramientas formales apropiadas pa-
ra abordar problemas sobre cuerpos y regiones convexas. Minkowski, sobre
todo, abrió el camino a varias aplicaciones, especialmente el isoperimétrice
y otros problemas de optimización. Además, descubrió la cercana relación
entre estos conceptos y teoremas sobre la determinación de superficies con-
vexas por medio de sus curvaturas Gaussianas y probó profundos teoremas
en este aspecto.

Aunque la geometría convexa y de Minkowski son bastante extensas, veremos tan sólo
los resultados más notables, además de aquellos que nos servirán para establecer una base
fundamentada para los espacios de Finsler. Comencemos pues con la clásica definición
de conjunto convexo y afines.

Definición 1.1 Sea V un espacio vectorial y sea F un subconjunto de V .

a. Diremos que F es simétrico con respecto a v ∈ V si, para todo punto w ∈ F , se
tiene que v− (w− v) ∈ F . En el caso particular en que v = 0, F se dirá centrado.

b. Diremos que F es un cuerpo si F es un compacto con interior no vacío.

c. Diremos que F es convexo si, para todo par de puntos de F , el segmento que los
une también está en F , es decir:

[v, w] ⊆ F ∀v, w ∈ F.

d. Siendo F convexo, se dice que un hiperplano afín H de V es un hiperplano de
soporte de F en v ∈ ∂F si H corta a la clausura de F en v sin separarla (i.e. F −
(H ∩ F ) es conexo). Además, F se dirá estrictamente convexo si todo hiperplano
de soporte de F corta a la clausura de F en un solo punto.

Es decir, un conjunto convexo F es aquel que no tiene abolladuras en la frontera y un
hiperplano de soporte H es aquel que nos permite apoyar F en él. Si además podemos
hacer rodar F sobre H , significa que es estrictamente convexo (no tiene segmentos en su
frontera). Manipularemos mayormente cuerpos convexos y centrados o, abreviadamente,
c.c.c.’s. Estos conjuntos no son más que la bola unidad para alguna norma, es más, hay
una relación unívoca entre c.c.c.’s y normas en V . Si K ⊂ V es un c.c.c., la norma que
genera (llamada funcional de Minkowski) viene dada por la ecuación:

‖v‖K := ı́nf{λ ≥ 0 : v ∈ λK} ∀v ∈ V.

Un hecho importante es que el grado de diferenciabilidad de la frontera de K como subva-
riedad de V está directamente relacionado con el grado de diferenciabilidad de la norma
asociada, siendo ambos del mismo orden.

A partir de un c.c.c. se puede definir en el dual V ∗ otro c.c.c., el cuerpo polar.
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Definición 1.10 Sea K ⊂ V un cuerpo convexo y centrado. Se llama cuerpo polar de K,
denotado K∗, al subconjunto del espacio dual V ∗ definido por

K∗ := {ξ ∈ V ∗ : |ξ(v)| ≤ 1 ∀v ∈ K}.

Puesto que el cuerpo polar se ha definido a partir de otro cuerpo, un objetivo inmediato es
estudiar las formas en que podemos relacionar ambos conjuntos. Como es de esperar, el
bipolar de un cuerpo coincide con el propio cuerpo.

Si observamos detenidamente la definición de polar, se puede notar que en ella bastaría
utilizar la frontera de K en vez de todo el conjunto K. Luego, para conocer un cuerpo o
su polar basta conocer la frontera de alguno de ellos.

Corolario 1.8 (Teorema de soporte) Sean v0 ∈ ∂K y ξ0 ∈ ∂K∗ y consideremos los
hiperplanos afines

Hξ0 = {v ∈ V : 〈ξ0, v〉 = 1} y Hv0 = {ξ ∈ V ∗ : 〈ξ, v0〉 = 1}.

Son equivalentes:

a. Hξ0 soporta a K en v0.

b. Hv0 soporta a K∗ en ξ0.

c. 〈ξ0, v0〉 = 1.

Realmente, este no es el teorema de soporte, sino una consecuencia. El teorema de sopor-
te establece la existencia del covector ξ0 cumpliendo las propiedades anteriores para el
vector v0.

Puesto que la frontera de un cuerpo y su polar juegan un papel importante, trataremos
de estudiarlas en tanto que subvariedades de V . Ya hemos comentado que la diferencia-
bilidad de ∂K está ligada a la diferenciabilidad de la norma generada por K. ¿Pero cómo
podemos relacionar la diferenciabilidad de ∂K y ∂K∗? La solución pasa por considerar
la transformada de Legendre con respecto a K, la cual (bajo ciertas condiciones) es una
biyección entre V \ {0} y V ∗ \ {0} que viene dada por la fórmula

LK(u) =
dfu

f(u)
, ∀u 6= 0,

donde f es la norma generada por K. Notar que en ningún momento hemos considerado
un producto escalar y, por tanto, el concepto de ortogonalidad. Aún así, esta aplicación ha-
ce el papel de vector normal unitario1 sobre ∂K. Utilizando la transformada de Legendre,
llegamos a demostrar el siguiente resultado:

1La transformada de Legendre es tal que LK(u)|Tu∂K ≡ 0 y ‖LK(u)‖K∗ = 1.
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Teorema 1.32 Sea K un cuerpo convexo y centrado de clase Ck, con k ≥ 2, y sea f la
norma generada por K. Entonces, la frontera ∂K∗ de K∗ es una subvariedad embebida
de V ∗ de clase Ck−1 si y sólo si el hessiano Hessf es definido positivo en todos los puntos
de ∂K.

Un ejemplo en el que esto no se cumple es la bola unidad de la norma 4, para la cual el
polar es la bola unidad de la norma 4/3 (en general, el polar de la bola unidad de la norma
p es la bola unidad de la norma q, siendo p y q conjugados). La bola unidad de la norma
4 es C∞ y, sin embargo, la frontera la bola unidad de la norma 4/3 no es diferenciable
(en tanto que subvariedad). Esto es debido a que el hessiano de la norma 4 se anula en los
puntos cardinales de su bola unidad, i. e. no es definida positiva.

La frontera de un cuerpo C∞ cumpliendo el anterior teorema se llaman ciclo de refe-
rencia. En este ambiente no necesariamente euclídeo en el que nos movemos, los ciclos
de referencia reemplazan a las esferas. Además, si S es un ciclo de referencia, S∗ (la
frontera del polar del cuerpo que define a S) también es un ciclo de referencia, siendo la
transformada de Legendre, LS : S → S∗, un difeomorfismo entre ellos.

Como ya hemos dicho, la geometría convexa se ocupa del estudio de los objetos con-
vexos. Hemos comentado también que todo cuerpo convexo y centrado está relacionado
(unívocamente) a una norma: el funcional de Minkowski. La geometría de Minkows-
ki se encarga justamente de estudiar la estructura y propiedades que obtiene un espacio
vectorial al dotarle de una norma. Un problema central en esta teoría es el problema iso-
perimétrico: entre todas los cuerpos convexos C∞ de área prefijada, Àcuál es el que tiene
mayor volumen? La solución a este problema se conoce bajo el nombre de isoperimétrice.
Puesto que para determinar quién es el isoperimétrice, lidiaremos con medidas (áreas y
volúmenes), haremos aquí un breve inciso para aclarar que tipo de medidas considerare-
mos.

En variedades diferenciables es común integrar con respecto a formas diferenciables
y en análisis con respecto a todo tipo de medidas. Una densidad es una medida con un
comportamiento similar al de una forma diferenciable. Por tanto, una densidad es un
objeto con una estructura lo suficientemente amigable para trabajar fácilmente con ella,
pero con la ventaja de que se puede integrar sobre una variedad sin necesidad de que
esta sea orientable. Las densidades se definen en primer lugar en espacios vectoriales,
para extenderlas de forma clásica a variedades, asociando a cada punto una densidad del
espacio tangente.

Definición 2.1 Sea 1 ≤ k ≤ n, una k-densidad Φ (o densidad de orden k) en V es una
aplicación

Φ :

k veces︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → R

tal que dados v1, . . . , vk ∈ V linealmente independientes se tiene

Φ(Lv1, . . . , Lvk) = | det L| · Φ(v1, . . . , vk),

para todo endomorfismo L del subespacio engendrado por los vectores v1, . . . , vk.
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Definición 2.9 Dada una variedad M de dimensión n, sea 1 ≤ k ≤ n. Se dice que una
aplicación continua Φ : ×kTM → R es una k-densidad diferenciable sobre M , si Φ(p, ·)
es una k-densidad vectorial sobre TpM para todo punto p ∈ M y si su restricción al
abierto ×kTM \ O es una aplicación diferenciable, siendo

O = {(v1, . . . , vk) ∈ TpM × · · · × TpM : p ∈ M y rg(v1, . . . , vk) < k}.

Denotaremos Dk(M) al conjunto de k-densidades diferenciables sobre M .

Una n-densidad que no se anula en ningún punto se dice de volumen. Como ejemplo de
densidades tenemos las normas de un espacio vectorial o el valor absoluto de una forma
diferencial.

Volviendo a nuestro marco de espacios de Minkowski, queremos técnicas para calcu-
lar áreas y volúmenes que respeten nuestras ideas de área y volumen y que además sean
estables si perturbamos un poco la estructura minkowskiana del espacio.

Definición 3.22 Una noción de k-área, con 1 ≤ k ≤ n− 1, para espacios de Minkowski
de dimensión n, corresponde a una manera de asignar a cada espacio de Minkowski
(V, B) una k-densidad positiva areak

B en V satisfaciendo los siguientes axiomas:

a. (Normalización) si B es un elipsoide, entonces areak
B es la k-densidad euclídea

estándar;

b. (Linealización) si T : (V, B) → (V ′, B′) es una isometría entre espacios de Min-
kowski, entonces areak

B = T ∗areak
B′;

c. (Monotonía) si B y B′ son dos cuerpos convexos centrados y cuadráticos en V tales
que B ⊃ B′, entonces areak

B ≥ areak
B′;

d. (Continuidad) la asignación de areak
B al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser

continua respecto de la distancia de Banach-Mazur.

La distancia de Banach-Mazur es una manera de cuantificar las diferencias entre dos
espacios de Minkowski o, de forma equivalente, de medir cuanto se parecen las bolas
unidad dadas por las respectivas normas. Cuando k = n, empleamos el término noción
de volumen y la notación volB para arean

B.
Estos conceptos de noción de área y volumen fueron abordados en primer lugar por

Busemann y, más tarde, por Holmes y Thompson. Busemann consideró unas nociones
tales que son constantes respecto de B, luego la densidad de k-área de Busemann ha de
ser tal que

γk-Bus
B∩E :=

∫
B∩E

areak-Bus
B = κk,

para todo k-plano E y siendo κk es el volumen euclídeo de la k-esfera euclídea. Holmes
y Thompson tomaron la noción dual a la de Busemann, lo que les llevó a la siguiente
definición:
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Definición 3.34 Sea llama noción de k-área de Holmes-Thompson, para 1 ≤ k ≤ n− 1,
a la noción de k-área que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad
definida por

areak-HT
B (v) :=

vol((B ∩ E)∗; v)

κk

,

para todo vector descomponible v = v1 ∧ · · · ∧ vk ∈ Λk
dV , siendo E = 〈v1, . . . , vk〉.

La desigualdad de Blaschke-Santaló establece que la noción de Holmes-Thompson es más
pequeña que la de Busemann y que las densidades respectiva coinciden si y solamente si
B es un elipsoide, i. e. γk-HT

B∩E = κk para todo k-plano E sii (V, B) es euclídeo.
Ahora que tenemos claro nuestros conceptos de medida, podemos encuadrar mejor el

problema isoperimétrico. Puesto que en un espacio de Minkowski, todas las nociones de
volumen son iguales excepto por un factor constante, la solución al problema isoperimétri-
co no depende tanto de la noción de volumen elegida como de la noción de área. Dado un
espacio vectorial V y dado Ω ∈ ΛnV ∗, consideremos el isomorfismo iΩ : Λn−1V → V ∗,
dada por

iΩ(v1 ∧ · · · ∧ vn−1)(u) := Ω(v1, . . . , vn−1, u) ∀u ∈ V.

Teorema 3.37 Sea V un espacio de Minkowski de dimensión n. Supongamos que la no-
ción de volumen en V viene dada por una n-forma Ω y supongamos que ω es una (n−1)-
densidad positiva en V tal que

B := {v ∈ Λn−1V : ω(v) ≤ 1}

es C∞ y cuadráticamente convexo. Entonces, el cuerpo convexo, centrado y C∞

I := (iΩ(B))∗ ⊂ V (1)

es el isoperimétrice para las nociones de volumen y área dadas en V , i. e. para cualquier
otro cuerpo convexo, centrado y C∞ K ⊂ V tal que area(∂K) = area(∂I), tenemos

volumen(K) ≤ volumen(I).

Hemos determinado quién es el isoperimétrice, aunque obtenerlo en la práctica no
deja de ser algo complicado. Llegados aquí, un pregunta interesante sería saber cuando el
isoperimétrice es la propia bola unidad o, al menos, homotético. Esta pregunta tiene una
respuesta sencilla (en su forma) cuando se consideran las nociones de área y de volumen
de Busemann y de Holmes-Thompson. Dado un punto u de la bola unidad B, sea E el
hiperplano vectorial paralelo al hiperplano tangente a B en u. Consideremos ahora los
cuerpos en E dados por la intersección de B con E y por la proyección de B sobre E
en la dirección de u. Denotemos finalmente por CB(u) al cono de vértice u y base la
intersección, y por PB(u) al cono de vértice u y base la proyección. Con esta notación,
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Corolario 3.56 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
área de Busemann. Sea IBus el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, B y
IBus son homotéticos si y sólo si

vol(CB(u)) = constante,

para todo u ∈ ∂B.

O en su versión dual,

Corolario 3.61 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
área de Holmes-Thompson. Sea IHT el isoperimétrice asociado a estas nociones. Enton-
ces, B y IHT son homotéticos si y sólo si

vol(PB∗(ξ)) = constante,

para todo ξ ∈ ∂B∗.

Geometría integral (Capítulos 4 y 5)

El geómetra húngaro-austriaco Wilhelm Blaschke centró sus estudios en geometría
diferencial y cinemática, desarrollando además la teoría clásica de geometría integral2.
En los años 30 del siglo pasado impartía un seminario en la universidad de Hamburgo al
cual asistía el matemático español Luis Antonio Santaló, por aquel entonces aún no doc-
torado. Influenciado por las grandes e innovadoras ideas de Blaschke, Santaló presentaría
finalmente su tesis “Nuevas aplicaciones del concepto de medida cinética en el plano y
el espacio” en Madrid en 1936, obteniendo así el grado de doctor con una calificación
excelente. Varios años más tarde publicaría su libro “Integral geometry and geometric
probability”, [45]. Uno de los problemas tratados en este texto es la generalización de un
conocido resultado dado por Morgan William Crofton en 1868: la longitud de una curva
en el plano es igual a la media integral del número de intersecciones entre la curva y rectas
cualesquiera.

Teorema (M. W. Crofton, [23]) Si γ es una curva rectificable en el plano, entonces su
longitud viene dada por la fórmula

longitud(γ) =
1

2

∫
r∈R

#(γ ∩ r)dr, (2)

donde R es el espacio de rectas afines del plano y dr es una medida invariante bajo la
acción del grupo euclídeo.

2Varios matemáticos de la época originaron esta teoría: M. W. Crofton, J. H. Poincaré y H. P. Cartan
destacan entre otros.
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La elección de R y dr no es arbitraria. Se ha de coger todo el espacio de rectas afines
R por cuestiones de simetría y dr ha de ser invariante puesto que la longitud de una curva
es invariante bajo movimientos rígidos. Crofton fue el primero en considerar medidas en
conjuntos de objetos geométricos como las rectas o planos y establecer relaciones entre
estas medidas y otras cantidades geométricas como las longitudes o áreas.

En su trabajo inicial, incluido en el libro “Vorlesungen über Integralgeometrie” [6],
Blaschke desarrolla esta nueva idea de medidas geométricas. Muchos eran los que pen-
saban que las fórmulas que relacionaban dichas medidas con cantidades métricas estaban
estrechamente unidas a la naturaleza homogénea de los espacios geométricos. El propio
Poincaré hacia notar que las medidas más relevantes eran aquellas que eran invariantes
bajo la acción del grupo que determina la geometría del espacio y, por ello, solamente
medidas de dicha clase deberían de ser consideradas en probabilidad geométrica. Conse-
cuentemente, un gran trabajo de investigación se centró en determinar posibles generali-
zaciones de la fórmula de Crofton a espacios homogéneos. Esto fue llevado a cabo por
Shiing-Shen Chern en 1940 en su trabajo pionero “On integral geometry in Klein spaces”,
[20]. Hasta los años 60, todo el trabajo realizado en esta área utilizó las propiedades deri-
vadas de la homogeneidad hasta el límite. Ejemplos son [32, 44], o el compendio escrito
por Santaló, [45], que ya hemos mencionado.

En los años 60, Israil Moiseevic Gelfand y su escuela, basándose en problemas de
ecuaciones diferenciales y algunos trabajos de Minkowski y Radon, crearon una teoría de
la geometría integral aparentemente desligada a la de la escuela de Blaschke. Para dicha
escuela, un problema en geometría integral, tenía la siguiente estructura: supongamos
que tenemos una familia de subvariedades de una variedad dada parametrizadas por otra
variedad, es decir, una familia del tipo

{Bγ ⊂ B : γ ∈ Γ};

entonces toda función sobre B induce una función sobre Γ del siguiente modo:

f̃(γ) :=

∫
Bγ

f(x)dµγ(x).

Bajo ciertas condiciones f̃ está bien definida y la aplicación f 7→ f̃ se llama una trans-
formación geométrica integral. Un ejemplo típico y que estudiaremos más adelante es la
transformada de Radon que asocia a una función sobre Rn, medible y con soporte com-
pacto, su integral sobre hiperplanos. La geometría integral de Gelfand se encarga pues de
estudiar los núcleos, rangos y posibles fórmulas de inversión de estas transformaciones.

En la segunda parte de este trabajo trataremos de llenar el hueco existente entre la
geometría integral de Blaschke y la de Gelfand. Si observamos con más detenimiento la
construcción del problema anterior, vemos que se puede establecer otra relación entre B
y Γ considerando la siguiente familia de subconjuntos:

Γb := {γ ∈ Γ : b ∈ Bγ}.
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Si los conjuntos Γb resultan ser subvariedades de Γ, entonces tenemos una familia {Γb ⊂
Γ : b ∈ B} de subvariedades de Γ parametrizadas por B. Esta dualidad llevó a Gelfand
y sus colaboradores (ver [27]) a estudiar el siguiente diagrama de fibrados:

A
π1

����
��

��
�� π2

��?
??

??
??

B Γ,

donde A es la variedad {(b, γ) ∈ B ∈ Γ : b ∈ Bγ} o, equivalentemente, {(b, γ) ∈ B ∈
Γ : γ ∈ Γb}, y donde π1 y π2 son las proyecciones naturales. Este tipo de diagramas se
llaman fibrados dobles, más concretamente:

Definición 4.1 Un fibrado doble es un conjunto formado por cinco elementos A, B, Γ,
π1 y π2, como indica el diagrama

A
π1

����
��

��
�� π2

��?
??

??
??

B Γ,

los cuales están relacionados de la forma siguiente:

a. tanto π1 : A → B como π2 : A → Γ son fibrados diferenciables;

b. la aplicación π1 × π2 : A → B × Γ es una subvariedad regular;

c. para todo b ∈ B y para todo γ ∈ Γ, los conjuntos Bγ := π1(π
−1
2 (γ)) ⊂ B y

Γb := π2(π
−1
1 (b)) ⊂ Γ son subvariedades.

El espacio total de ambos fibrados, A, recibe el nombre de espacio de incidencias. Dos
elementos b ∈ B y γ ∈ Γ se dirán incidentes si sus respectivas fibras se intersecan, es
decir, si π−1

1 (b) ∩ π−1
2 (γ) 6= ∅.

Un ejemplo sencillo y de gran importancia en lo que ha de seguir es el siguiente:
denotemos por En alguno de los espacios clásicos (el euclídeo, el esférico o el hiperbó-
lico de dimensión n) y sea Hk(E) el espacio de subvariedades totalmente geodésicas de
dimensión k de E. Entonces, tenemos un fibrado doble representado por el diagrama

A
π1

����
��

��
�� π2

##G
GG

GG
GG

GG

E Hk(E),

donde el espacio de incidencias viene dado por

A = {(x, λ) ∈ E ×Hk(E) : x ∈ λ}
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y donde las proyecciones πi son las naturales.
Transformaciones típicas en fibrados diferenciables son la retroacción de una forma

diferencial de la base del fibrado a un forma del espacio total (pull-back) y la compresión
de una forma del espacio total a una forma del espacio base (integración sobre fibras o
push-forward). En el marco dado por un fibrado doble, es lógico considerar la transfor-
mación de una densidad en Γ a una densidad en B, aplicando primero la retroacción por
π2, para después aplicar la compresión por π1.

Definición 4.10 Sea
A

π1

��~~
~~

~~
~

π2

��?
??

??
??

B Γ

un fibrado doble tal que las fibras de π1tienen dimensión r ≥ 1. Si Φ es una k-densidad
sobre Γ con k ≥ r, entonces se llama transformada de Gelfand de Φ a la (k−r)-densidad
π1∗π

∗
2Φ definida sobre B.

Un caso particular de la transformada de Gelfand es la transformada de Radon. Con
esta nueva herramienta, estamos en disposición de generalizar la fórmula de Crofton.
Nuestro objetivo es mostrar una fórmula del tipo

volk(N) =

∫
γ∈Γ

#(Bγ ∩N)Φ,

para cualquier k-subvariedad N de B y siendo Φ una densidad de volumen sobre Γ. Notad
la analogía con la fórmula original de Crofton, puesto que estamos calculando la media
integral del número de intersecciones de N (la curva) con subvariedades de B (las rectas)
parametrizadas por Γ (pendiente y traslación, S1 × R). El volumen de N viene dado por
una integral respecto a una k-densidad sobre B. El problema radica pues en encontrar una
densidad independiente de la subvariedad N dada, pero ya tenemos una clara candidata.

Teorema 4.15 (Fórmula de Crofton para fibrados dobles) Sea

A
π1

��~~
~~

~~
~

π2

��?
??

??
??

B Γ

un fibrado doble. Sea n = dim B y n − k = dim Bγ para todo γ ∈ Γ. Sea Φ una
densidad de orden máximo sobre Γ y sea N ⊂ B una subvariedad de dimensión k tal que
la integral ∫

γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ
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existe. Entonces, dicha integral coincide con el volumen de N con respecto a la transfor-
mada de Gelfand de Φ, es decir:∫

N

π1∗π
∗
2Φ =

∫
γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ. (3)

Teniendo ahora esta fórmula general, sería interesante poder reencontrar las generali-
zaciones de la fórmula de Crofton a espacios euclídeos y espacios homogéneos debidas
a Santaló y Chern (entre otros). En el caso de espacios homogéneos, hay que poner de
manifiesto el buen comportamiento que tiene la transformada de Gelfand cuando el fibra-
do doble es equivariante en sus dos ramas (equivariante bajo la acción del grupo de Lie
que da la estructura homogénea). La transformada de Lie lleva densidades invariantes en
densidades invariantes.

Teorema 4.19 (Fórmula de Crofton para espacios homogéneos 4.19) Sea G un grupo
de Lie, sean H y K subgrupos cerrados de G y consideremos el fibrado doble

G/(H ∩K)
π1

xxrrrrrrrrrr
π2

&&MMMMMMMMMM

G/H G/K,

donde π1 y π2 son las proyecciones naturales. Sea n la dimensión de G/H y n − k la
dimensión de las fibras de π1. Si G/K admite una densidad invariante de orden máximo
Φ y H es compacto, entonces existe una k-densidad invariante φ sobre G/H tal que para
toda subvariedad N ⊂ G/H de dimensión k se tiene∫

N

φ =

∫
yK∈G/K

#(N ∩ByK)Φ.

Es más, φ = π1∗π
∗
2Φ.

Cuando los espacios homogéneos tratados son los espacios clásicos, entonces la den-
sidad dada por la fórmula de Crofton para espacios homogéneos es única salvo un factor
constante, por serlo las densidades invariantes.

Teorema 4.23 (Fórmula de Crofton para los espacios clásicos) Sea E uno de los tres
espacios clásicos, siendo n su dimensión, y sea G el grupo de isometrías correspondiente.
Si Hn−k (con 1 ≤ k < n) denota el espacio de subvariedades (n − k)-dimensionales
completas y totalmente geodésicas de E y Φn−k es una densidad invariante sobre Hn−k,
entonces existe una constante c que depende solamente de n, k y de la normalización de
Φn−k tal que para toda subvariedad k-dimensional N ⊂ E se tiene que

volk(N) = c

∫
γ∈Hn−k

#(N ∩ γ)Φn−k.
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Cuando Crofton estudió la fórmula que llegó a demostrar, lo hizo viendo que esta
estaba detrás de la fórmula integral de Cauchy, la cual da en su versión más sencilla el
área de una superficie en función a la longitud de la intersección de dicha superficie con
planos afines.

Teorema 4.28 (Fórmula integral de Cauchy) Sea S ⊂ R3 una superficie compacta de
clase C∞, entonces:

area(S) =
π2

2

∫
λ∈H2(R3)

longitud(λ ∩ S)dµ(λ),

donde µ es la medida invariante estándar de H2(R3).

Esta fórmula tiene una generalización que da el volumen de una k-superficie en fun-
ción del volumen de la intersección de la k-superficie con superficies de dimensión mayor
a la complementaria (en R4, superficies con planos o hiperplanos, pero no con rectas).

Teorema 4.29 (Fórmula integral de Cauchy generalizada) Sea B uno de los tres es-
pacios clásicos: el elíptico, el euclídeo o el hiperbólico, y sea G el respectivo grupo
de isometrías. Sea Γp, con 1 ≤ p < n = dim B, el espacio de las subvariedades p-
dimensionales completas y totalmente geodésicas de B, y sea Φp una densidad de orden
máximo (medida) en Γp. Sea k un entero tal que 1 ≤ k < n y k + p > n, entonces existe
una constante c que depende solamente de n, k, p y de la normalización de Φp, tal que
para toda subvariedad compacta k-dimensional N ⊂ B, se tiene

volk(N) = c

∫
γ∈Γp

volk+p−n(γ ∩N)Φp.

La demostración de estos dos últimos resultado se basa en la utilización de morfismos
de fibrados dobles, que son una estructura por niveles de fibrados dobles. Puesto que en
cada nivel tenemos una fórmula de Crofton, la idea es relacionarlas de forma que en cierto
nivel podamos transformar una integral en una integral doble, pasando así de una integral
del cardinal de intersecciones a una integral de una integral del cardinal de intersecciones,
esto es una integral de volúmenes.

Otro marco para la fórmula de Crofton son los espacios de Finsler proyectivos. Un
espacio de Finsler es básicamente una variedad diferenciable la cual es infinitesimalmente
un espacio de Minkowski.

Definición 5.1 Sea Mn una variedad diferenciable. Una métrica Finsler es una aplica-
ción F : TM → R+ tal que:

a. F ∈ C∞(TM \Θ), donde Θ es la sección nula de TM ;

b. F es homogénea de grado 1 en la componente tangencial, i. e. si x ∈ M y v ∈ TxM ,
entonces:

F (x, t · v) = |t| · F (x, v), ∀t ∈ R;
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c. para todo punto x ∈ M , el conjunto dado por:

BxM := {v ∈ TxM : F (x, v) ≤ 1}

es un cuerpo cuadráticamente convexo y suave en TxM .

A priori, no tenemos definida una distancia sobre la variedad M , sin embargo, no es
difícil definir una utilizando la métrica Finsler asociada. Dados dos puntos x, y ∈ M ,
tomamos como su distancia el ínfimo de las longitudes de los arcos que unen dichos
puntos, es decir,

dist(x, y) := ı́nf{longitud(γ) : γ es un arco uniendo x e y},

donde la longitud de los arcos γ de M viene dada por la fórmula

longitud(γ) =

∫ b

a

F (γ(t), γ′(t))dt =

∫
γ

F.

Notad que la última integral tiene sentido puesto que se puede considerar a F como una 1-
densidad sobre M . Cuando la variedad M es el espacio euclídeo Rn y la métrica asociada
F es tal que la rectas son las únicas geodésicas para la distancia arriba definida, se dice que
F es una métrica Finsler proyectiva o bien que (Rn,F ) es un espacio de Finsler proyectivo.

Por la afinidad existente entre espacios de Finsler y espacios de Minkowski, es lógico
apoyarse en las nociones de área y de volumen de espacios de Minkowski para obtener
una definición consistente de área y volumen en espacios de Finsler. Entre las posibles
nociones de volumen (o k-área) para espacios de Finsler, vamos a tomar aquella que a
cada punto de un espacio de Finsler le asocia la densidad de volumen (k-área) de Holmes-
Thompson sobre el espacio tangente en dicho punto.

Con las consideraciones hechas hasta el momento, estamos en posición de enunciar la
fórmula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos.

Teorema 5.13 (Fórmula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos) Sea F una
métrica Finsler proyectiva en Rn y sea k un entero tal que 1 ≤ k ≤ n−1. Entonces, existe
una densidad de orden máximo (una medida con signo) Φn−k sobre el espacio Hn−k(Rn)
de los (n − k)-planos de Rn tal que para cualquier subvariedad inmersa N ⊂ Rn de
dimension k, se tiene

areaHT
k (N) =

∫
λ∈Hn−k(Rn)

#(N ∩ λ)Φn−k. (4)

Como consecuencia de este resultado, tenemos la respectiva fórmula de Cauchy para
espacios de Finsler proyectivos.
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Teorema 5.15 (Fórmula de Cauchy para espacios de Finsler proyectivos) Sea F una
métrica Finsler proyectiva en Rn. Sea k un entero tal que 1 ≤ k ≤ n − 2. Sea N ⊂ Rn

una hipersuperficie compacta. Si Φn−k es la densidad de Hn−k(Rn) dada en el teorema
5.13, entonces existe una constante cn,k que depende únicamente de n y k tal que

areaHT
n−1(N) = cn,k

∫
λ∈Hn−k(Rn)

areaHT
n−k−1(N ∩ λ)Φn−k.

Para finalizar mostramos el estudio realizado por Gelfand y Smirnov en [28]. Estos
establecen que toda k-densidad de Crofton3 φ es tal que los k-planos de Rn minimizan el
problema variacional N 7→

∫
N

φ, donde N es una k-subvariedad inmersa de Rn.

3Una k-densidad de Crofton es una k-densidad en Rn, con 1 ≤ k ≤ n− 1, para la cual se establece una
fórmula de Crofton, i. e. pertenece al rango de la transformada de Gelfand.
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Capítulo 1

Geometría convexa I

En este capítulo, vamos a trabajar únicamente en espacios vectoriales de dimensión
finita sobre el cuerpo de lo reales, teniendo en cuenta además las diversas estructuras que
podemos tener en estos. En primer lugar, tendremos en cuenta, como es obvio, la estruc-
tura vectorial. En segundo lugar, la estructura afín asociada. Para diferenciar formalmente
los subespacios en cada caso, hablaremos de k-planos vectoriales y de k-planos afines,
siendo cualquier k-plano vectorial un k-plano afín pasando por el 0. En tercer lugar y
no menos importante, tendremos en cuenta la estructura C∞ asociada, i. e. la estructura
inducida por cualquier identificación isomorfa con el espacio euclídeo real.

Al ser V de dimensión finita, existe un isomorfismo canónico entre V y su bidual V ∗∗,
la aplicación

J : v ∈ V −→ Jv ∈ V ∗∗

de modo que Jv(ξ) := ξ(v), para todo ξ ∈ V ∗. Cuando se considera además una norma
en V , esta induce una norma en V ∗, y esta a su vez induce una norma en V ∗∗. Para dichas
normas, J es una isometría. Si lo que se considera en V es un producto escalar, entonces V
es canónicamente isomorfo a V ∗. Aunque no trabajaremos en espacios vectoriales dotados
de un producto escalar, emplearemos algunas técnicas que se abstraen de él y para ponerlo
de manifiesto, utilizaremos la notación de producto en dualidad, es decir:

〈ξ, v〉 = 〈v, ξ〉 := ξ(v) = Jv(ξ),

para todo ξ ∈ V ∗ y todo v ∈ V .
Puesto que manipularemos asiduamente hiperplanos e hipersuperfices, V designará a

lo largo del capítulo un espacio vectorial de dimensión n + 1, lo que nos hará más ligera
la notación. Las únicas k-superficies S de V que consideraremos serán las subvariedades
regulares1 de dimensión k de V , es decir, las k-superficies para las cuales su estructura

1Una aplicación f : N → M es una subvariedad si es una inmersión inyectiva. Si además f es abierta
sobre f(N) con la topología inducida por la de M , entonces se dirá subvariedad regular o embebida. Se
dice que un subconjunto N de un variedad M es una subvariedad (regular), si se puede definir en N una
estructura diferenciable y si con esa estructura la inclusión i : N ↪→ M es una subvariedad (regular).

1



2 CAPÍTULO 1. GEOMETRÍA CONVEXA I

diferenciable es compatible con la estructura diferenciable de V . Se hace notar que, ya
que TvV = V para todo v ∈ V , TvS se puede considerar como un subespacio vectorial de
V . En algunas ocasiones identificaremos el espacio vectorial tangente TvS con el espacio
afín tangente v + TvS a S en v.

1.1. Definiciones básicas.
Comenzaremos dando algunas definiciones básicas para poder iniciar este tema.

Definición 1.1 Sea V un espacio vectorial y sea F un subconjunto de V .

a. Diremos que F es simétrico con respecto a v ∈ V si, para todo punto w ∈ F , se
tiene que v− (w− v) ∈ F . En el caso particular en que v = 0, F se dirá centrado.

b. Diremos que F es un cuerpo si F es un compacto con interior no vacío.

c. Diremos que F es convexo si, para todo par de puntos de F , el segmento que los
une también está en F , es decir:

[v, w] ⊆ F ∀v, w ∈ F.

d. Siendo F convexo, se dice que un hiperplano afín H de V es un hiperplano de
soporte de F en v ∈ ∂F si H corta a la clausura de F en v sin separarla (i.e. F −
(H ∩ F ) es conexo). Además, F se dirá estrictamente convexo si todo hiperplano
de soporte de F corta a la clausura de F en un solo punto.

e. Un convexo F diremos que es 0-convexo si es un entorno convexo del 0.

Nota 1.2 Todo hiperplano afín H de V viene determinado por una aplicación lineal ξ ∈
V ∗ y un escalar α ∈ R tales que

H = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 = α}.

Si denotamos

H+ = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 ≥ α} y H− = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 ≤ α},

entonces H es un hiperplano de soporte de un convexo cerrado F si y solo si F ∩H 6= ∅
y, o bien F ⊂ H+, o bien F ⊂ H−.

Pese a que uno quisiera postergar conceptos y resultados relativos a espacios de Min-
kowski para el capítulo §3, es imposible tratar la geometría convexa sin tratar con ellos.
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Definición 1.3 Dado un cuerpo 0-convexo K de un espacio vectorial V , se llama funcio-
nal de Minkowski asociado a K a la aplicación ‖·‖K : V → R+ dada por

‖v‖K := ı́nf{λ ≥ 0 : v ∈ λK} ∀v ∈ V. (1.1)

Definición 1.4 Una pseudonorma F sobre un espacio vectorial V de dimensión finita n
es una aplicación F : V −→ R+ que verifica

a. F (v) ≥ 0 para todo v ∈ V , y F (v) = 0 sii v = 0,

b. F (λv) = λ F (v) para todo λ ∈ R+, y

c. F (v + w) ≤ F (v) + F (w) para todo v, w ∈ V .

Si la condición b se verifica bajo la forma más fuerte F (λv) = |λ| F (v) para todo
λ ∈ R, tenemos la definición usual de norma.

Teorema 1.5 Si K es un cuerpo 0-convexo, se tiene que ‖·‖K es una pseudonorma y
que K es la bola unidad para dicha pseudonorma. Si, además, K es centrado, entonces
‖·‖K es una norma. Recíprocamente, la bola unidad B de un espacio (pseudo)normado
(V, ‖·‖) es un cuerpo (centrado) 0-convexo, además el funcional de Minkowski asociado
a B coincide con la (pseudo)norma ‖·‖ de V .

Demostración Haremos la demostración para el caso K centrado y ‖·‖K norma, pues la
demostración del otro caso resulta evidente una vez visto este. Supongamos que K es un
cuerpo convexo y centrado de V . Por definición, tenemos que ‖·‖K es positiva (anulán-
dose sólo en 0) y positivamente homogénea de grado 1. Por tanto, sólo falta comprobar
la desigualdad triangular. Sean v, w ∈ V , los cuales podemos suponer no nulos y sean
‖v‖K < α y ‖w‖K < β, entonces v

α
, w

β
∈ K. Consideremos ahora el siguiente elemento:

v + w

α + β
=

α

α + β

v

α
+

β

α + β

w

β
.

Por ser esta una combinación convexa de elementos de K y ser K convexo, dicha combi-
nación ha de pertenecer también a K, luego v + w ∈ (α + β)K y por tanto

‖v + w‖K ≤ α + β.

Puesto que esto es cierto para todo α > ‖v‖K y para todo β > ‖w‖K , tenemos finalmente

‖v + w‖K ≤ ‖v‖K + ‖w‖K .

Recíprocamente, supongamos que V viene dotado de una norma ‖·‖. Esta norma de-
fine una topología para la cual es continua, ya que por la desigualdad triangular se tiene

| ‖v‖ − ‖w‖ | ≤ ‖v + w‖ .
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Es bien sabido que en un espacio vectorial de dimensión finita existe una única topología
lineal y que en ella todas las normas son equivalentes, por tanto ‖·‖ también es continua
con respecto a la topología inducida por la topología usual euclídea. Y puesto que B es la
antiimagen del intervalo [0, 1], la bola unidad es un cerrado acotado con interior no vacío,
i. e. un cuerpo. Consideremos ahora dos elementos v, w de B, para cualquier combinación
convexa de estos tenemos

‖tv + (1− t)w‖ ≤ t ‖v‖+ (1− t) ‖w‖
≤ 1,

por tanto tv + (1 − t)w ∈ B y B es convexo. La simetría de B con respecto al 0 es
inmediata a partir de la paridad de la norma.

Finalmente, para ver que la norma ‖·‖ y la norma ‖·‖B coinciden en V , basta observar
que ambas son positivamente homogéneas de grado 1 y que coinciden en la frontera de
B. �

Al funcional de Minkowski asociado a K, se le suele llamar también norma generada
por K. El teorema 1.5 establece que existe una relación unívoca entre las normas de un
espacio vectorial y los cuerpos convexos y centrados de dicho espacio, pudiendo además
expresar cada norma como en (1.1) siendo K su respectiva bola unidad. Un hecho intere-
sante es que el grado de diferenciabilidad de la norma generada por K está directamente
relacionada con el grado de diferenciabilidad de la frontera de K.

Teorema 1.6 Sea K ⊂ V un c. 0-c. (cuerpo 0-convexo) y sea f la norma generada por
K, la hipersuperficie ∂K es de clase Ck (con k ≥ 1) si y sólo si f es de clase Ck.

Demostración Supongamos en primer lugar que f es de clase Ck. Por la homogeneidad
de la norma, tenemos necesariamente que dfv 6= 0 para todo v ∈ V no nulo, ya que

dfv(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f((1 + t)v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(1 + t)f(v) = f(v) > 0 si v 6= 0. (1.2)

Luego, ∂K = f−1(1) es una subvariedad embebida2 de V de codimensión uno.
Sea ahora g una norma auxiliar C∞ y fuertemente convexa (e. g. la norma proveniente

de un producto escalar cualquiera) y sea S = g−1(1). Por lo ya demostrado, S es C∞.
Supongamos que ∂K es Ck y consideremos la aplicación

π : ∂K −→ V

u 7−→ u/g(u).

Tenemos, por composición, que π es una aplicación inyectiva de clase Ck y, además,

Dπ =
1

g
·Di− dg

g2
· i,

2Esta es una consecuencia del teorema del rango constante. Para más detalles, consultar [35].
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donde i : ∂K ↪→ V es la inclusión. Deducimos de aquí que π es una inmersión ya que,
para u ∈ ∂K y v ∈ Tu∂K

Dπu(v) = 0 ⇔ v =
dgu(v)

g(u)
· u ⇔ v = 0,

porque, si v 6= 0 y está en la dirección de u, entonces K no es 0-convexo. Por tanto, π es
un difeomorfismo de clase Ck en su imagen con inversa

π−1 : S = π(∂K) −→ ∂K

v 7−→ v/f(v).

Se comprueba fácilmente que

f(v) =
g(v)

g
(
π−1

(
v

g(v)

))
y que, por ser composición de funciones de clase Ck, f también lo es. �

Una consecuencia inmediata de este teorema es que se establece un k-difeomorfismo
natural entre V \ {0} y ∂K × R+, haciendo corresponder a un vector v ∈ V no nulo sus
coordenadas polares, tal y como veremos en la sección §2.3.1.

En lo que sigue, cuando digamos que K es diferenciable o de clase Ck, haremos refe-
rencia a que ∂K como hipersuperficie de V lo es.

Teorema 1.7 (Hahn-Banach) Sea Y un subespacio (propio) de un espacio vectorial X
y sea h una aplicación sublineal3 definida sobre X . Si f es una aplicación lineal definida
sobre Y tal que

f(y) ≤ h(y), ∀y ∈ Y ;

entonces existe una aplicación lineal f̃ definida sobre X tal que

a. f̃(y) = f(y), ∀y ∈ Y ;

b. f̃(x) ≤ h(x), ∀x ∈ X .

Demostraciones de este teorema y versiones geométricas de él pueden encontrarse en
[8, 50]. Una consecuencia interesante de este teorema es que por cada punto de la frontera
de un cuerpo convexo pasa (al menos) un hiperplano soporte.

3Una aplicación h : X → R se dice sublineal si

a. h(x1 + x2) ≤ h(x1) + h(x2), ∀x1, x2 ∈ X;

b. h(αx) = αh(x), ∀α ≥ 0, ∀x ∈ X .
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Teorema 1.8 (Teorema de soporte) Sea K ⊂ V un c. 0-c. Si v0 ∈ ∂K, entonces existe
una aplicación lineal ξ0 ∈ V ∗ tal que el hiperplano afín

H = {v ∈ V : 〈ξ0, v〉 = 1}

soporta a K en v0. En particular, 〈ξ0, v0〉 = 1.

Demostración Consideremos el funcional de Minkowski asociado a K como en (1.1)

σK(v) := ı́nf{λ ≥ 0 : v ∈ λK}. (1.3)

Notar que en este caso, el funcional σK no es una norma puesto que no tenemos simetría,
pero sí sigue siendo sublineal4 con la propiedad que v ∈ K si y solo si σK(v) ≤ 1. Sea
v0 ∈ ∂K y consideremos el subespacio vectorial Y generado por v0. Si definimos sobre
Y la aplicación lineal 〈ξ, αv0〉 = α, entonces 〈ξ, αv0〉 ≤ σK(αv0) para todo α ∈ R,
pues, si α ≥ 0, α = 〈ξ, αv0〉 = σK(v0) y, si α < 0, entonces 〈ξ, αv0〉 < 0 < σK(αvo).
Aplicando ahora el teorema de Hahn-Banach 1.7, existe una extensión ξ0 de ξ a todo V
acotada superiormente por σK . Queda claro entonces que el hiperplano

H = {v ∈ V : 〈ξ0, v〉 = 1}

soporta a K en v0. �

Nota 1.9 Observar que si K es diferenciable, entonces el hiperplano dado por el teorema
de soporte 1.8 es único y es precisamente el hiperplano afín tangente a ∂K en v. En
efecto, por el teorema 1.6, si ∂K es diferenciable, la pseudonorma f definida por K es
diferenciable y, como ∂K = {v ∈ V : f(v) = 1}, se tiene que Tv∂K = ker dfv.
Por (1.2), dfv(v) = f(v) = 1, luego dfv0 es una extensión lineal de la 1-forma ξ y,
para v ∈ ∂K, o bien v ∈ Tv0∂K, en cuyo caso dfv0(v) = 0, o bien existe un λ tal que
λv ∈ v0 + T0v∂K, en cuyo caso dfv0(v) = 1/λ, que es negativo si λ lo es, y que es ≤ 1
si λ es positivo, pues, en ese caso, ha de ser λ ≥ 1. Por lo tanto dfv0 está acotada por f .
Entonces, como vimos al final de la demostración anterior,

H = {v ∈ V : 〈dfv0 , v〉 = 1} = v0 + kerdfv0 = v0 + Tv0∂K

es un hiperplano soporte en v0, i. e., el espacio afín tangente a ∂K en v0 es un hiperplano
soporte en v0, y es único, pues cualquier otro hiperplano que pase por v0 y que no sea el
tangente separará ∂K (y, por tanto, K).

Además, veremos en la sección 1.1.2 que, en este caso, ξ = dfv0 es una abstracción
del vector normal a Tv0∂K y que tiene una fuerte relación con el siguiente conjunto.

Definición 1.10 Sea K ⊂ V un cuerpo 0-convexo. Se llama cuerpo polar de K, denotado
K∗, al subconjunto del espacio dual V ∗ definido por

K∗ := {ξ ∈ V ∗ : ξ(v) ≤ 1 ∀v ∈ K}. (1.4)
4Demostración análoga a la del teorema 1.5.
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Si K es centrado, la condición ξ(v) ≤ 1 se puede escribir |ξ(v)| ≤ 1 puesto que, en
este caso, si ξ(v) ≤ 1 y |ξ(v)| = ε > 1, entonces ξ(v) = −ε, con lo que ξ(−v) = ε > 1,
en contradicción con ξ(v) ≤ 1 ∀v ∈ K. Es decir, en un cuerpo convexo y centrado, la
condición ξ(v) ≤ 1 ∀v ∈ K implica |ξ(v)| ≤ 1 ∀v ∈ K. Obviamente, dependiendo de las
hipótesis sobre K, K∗ heredará o no algunas propiedades. El siguiente resultado justifica
la denominación de cuerpo para el conjunto K∗ en el caso particular que nos ocupa.

Proposición 1.11 Si K ⊂ V un cuerpo convexo y centrado (0-convexo), entonces el
cuerpo polar K∗ es a su vez un cuerpo convexo y centrado (0-convexo).

Demostración Veamos que cumple todos los requisitos:

- Centrado (o 0-convexo): obvio por la definición (1.4).

- Convexo: sean ξ, η ∈ K∗ y sea t ∈ [0, 1], dado v ∈ K

〈tξ + (1− t)η, v〉 = t 〈ξ, v〉+ (1− t) 〈η, v〉 ≤ 1.

- Compacto: Las topologías que se considera en V y en V ∗ son las inducidas por
las normas, que coinciden con la topología asociada a una norma euclídea auxiliar
| |e y su dual de. Usando esto para ver que K∗ es compacto, bastará probar que
es cerrado y acotado en de. Tomemos como | |e una norma euclídea para la que
supv∈K |v|e = λ > 1 y infv∈K |v|e = 1.

- Cerrado: sea (ξm)∞m=1 ⊂ K∗ una sucesión convergente a un cierto ξ ∈ V ∗.
Dado v ∈ K, tenemos que 〈ξm, v〉 ≤ 1 para todo m ∈ N, por tanto 〈ξ, v〉 ≤ 1
y puesto que v es un elemento arbitrario de K, ξ ∈ K∗.

- Acotado: sea {e1, . . . , en+1} una base de V tal que ei ∈ ∂K para todo i =
1, . . . , n + 1. Sea {ε1, . . . , εn+1} la correspondiente base dual y consideremos
en V ∗ el cubo de ejes [−λεi, λεi] con i = 1, . . . , n + 1, es decir el conjunto:

C = {ξ ∈ V ∗ : ξ =
n+1∑
i=1

ξiεi y sup
i=1,...,n+1

|ξi| ≤ λ}.

Para v ∈ ∂K, 1 ≤ |v|e ≤ λ, por lo tanto 1 ≤
∣∣∣∣ −v

f(−v)

∣∣∣∣ y f(−v) ≤ |v|e ≤ λ,

luego, dado ξ ∈ K∗, para v ∈ ∂K, puede ocurrir: |ξ(v)| ≤ 1 ó ξ(v) < 0.

En este segundo caso, ξ(−v) > 0 y, por lo tanto, ξ

(
−v

f(−v)

)
≤ 1, de donde

ξ(−v) = f(−v)ξ

(
−v

f(−v)

)
≤ λ. Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos,

|ξ(v)| ≤ λ. Entonces, para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}

|ξi| = | 〈ξ, ei〉 | ≤ λ,

luego ξ ∈ C y K∗ ⊂ C.
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- Interior no vacío: consideremos ahora el rombo de ejes [−εi, εi] con i = 1, . . . , n+1,
es decir el conjunto:

R = {ξ ∈ V ∗ : ξ =
n+1∑
i=1

ξiεi y
n+1∑
i=1

|ξi| ≤ 1/λ}.

Dado ξ ∈ R, sea v ∈ K, entonces

| 〈ξ, v〉 | ≤
n+1∑
i=1

|ξi 〈εi, v〉 | ≤
n+1∑
i=1

|ξi|λ ≤ 1,

donde hemos utilizado que εi ∈ K∗ para todo i = 1, . . . , n + 1. Así pues R ⊂ K∗.

Por tanto K cumple todas las condiciones necesarias para ser un c.c.c.(o c. 0-c.). �

Notar que en la anterior demostración los conjuntos C y R no son más que las bolas
unidad de V ∗ para las respectivas normas ‖x‖1 =

∑n+1
i=1 |xi| y ‖x‖∞ = sup1≤i≤n+1|xi|,

fijada una base {εi}.

Ejemplo 1.12 Consideremos el espacio R2 dotado del producto escalar euclídeo, enton-
ces podemos identificar el dual R2∗ con el propio espacio R2. Sea K1 la bola unidad con
respecto a la norma 1, ‖·‖1, y sea K∞ la bola unidad con respecto a la norma ∞, ‖·‖∞.
Veamos que (con la identificación R2 = R2∗ que acabamos de indicar) K∗

1 = K∞.
Por definición, tenemos

K∗
1 = {(ξ, η) ∈ R2 : | 〈(ξ, η), (x, y)〉 | ≤ 1, ∀(x, y) ∈ K1}.

Dado (ξ, η) ∈ K∞, sea (x, y) ∈ K1,

| 〈(ξ, η), (x, y)〉 | = |ξx + ηy|
≤ sup{|ξ|, |η|} · (|x|+ |y|)
= ‖(ξ, η)‖∞ · ‖(x, y)‖1

≤ 1.

Luego, K∞ ⊂ K∗
1 .

Recíprocamente, sea (ξ, η) ∈ K∗
1 , podemos suponer sin pérdida de generalidad que

‖(ξ, η)‖∞ = ξ. Supongamos además por reducción al absurdo que (ξ, η) /∈ K∞, entonces

1 < ξ = | 〈(ξ, η), (1, 0)〉 | ≤ 1,

lo cual es contradictorio y por tanto K∗
1 = K∞.

Gracias a la desigualdad de Hölder, con un razonamiento similar se demuestra que si
1 ≤ p, q ≤ ∞ son conjugados, i. e. 1

p
+ 1

q
= 1, entonces el polar de la bola unidad de la

norma p es la bola unidad de la norma q. Como ya hemos dicho, en un espacio vectorial
de dimensión finita existe una identificación canónica entre el propio espacio y su bidual.
Por medio de esa representación, un cuerpo y su bipolar son idénticos.
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Proposición 1.13 Sea K ⊂ V un cuerpo convexo centrado, entonces (K∗)∗ = K.

Demostración Sea v ∈ K, entonces | 〈ξ, v〉 | ≤ 1 para todo ξ ∈ K∗, luego v ∈ (K∗)∗.
Recíprocamente, sea v ∈ (K∗)∗ y supongamos, por reducción al absurdo, que v /∈ K. En
dicho caso, existirá λ ∈]0, 1[ tal que λv ∈ ∂K. Por el teorema de soporte 1.8, existe ξ0 ∈
K∗ tal que 〈ξ0, λv〉 = 1, pero entonces | 〈ξ0, v〉 | = λ−1 > 1, sin embargo | 〈ξ, v〉 | ≤ 1
para todo ξ ∈ K∗, por tanto nuestra suposición es errónea y necesariamente v ∈ K. �

Veamos ahora algunos resultados sencillos que relacionan un cuerpo con su polar a
través de sus respectivas fronteras y los correspondientes hiperplanos de soporte.

Proposición 1.14 Dado un cuerpo convexo y centrado K de un espacio vectorial V , sean
v0 ∈ ∂K y ξ ∈ V ∗ y consideremos el hiperplano afín dado por

Hξ = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 = 1}.

Entonces, Hξ soporta a K en v0 si y solamente si v0 ∈ Hξ y ξ ∈ ∂K∗.

Demostración Supongamos que Hξ soporta a K en v0, por definición v0 ∈ Hξ. Gracias
a la nota 1.2, tenemos que

K ⊂ H−
ξ = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 ≤ 1}.

Por simetría,
K ⊂ (−Hξ)

− = {v ∈ V : 〈ξ, v〉 ≤ −1},

luego para todo v ∈ K se tiene que | 〈ξ, v〉 | ≤ 1, es decir ξ ∈ K∗. Si ξ perteneciera
al interior de K∗, entonces debería existir un escalar λ > 1 tal que η = λξ yace en la
frontera. En ese supuesto,

1 < λ| 〈ξ, v0〉 | = | 〈η, v〉 | ≤ 1.

Recíprocamente, supongamos que v0 ∈ Hξ y ξ ∈ ∂K∗. Tenemos que Hξ corta a K en
v0 y que además no separa la frontera ∂K puesto que K ⊂ H−

ξ . �

Corolario 1.15 Sean v0 ∈ ∂K y ξ0 ∈ ∂K∗ y consideremos los hiperplanos afines

Hξ0 = {v ∈ V : 〈ξ0, v〉 = 1} y Hv0 = {ξ ∈ V ∗ : 〈ξ, v0〉 = 1}.

Son equivalentes:

a. Hξ0 soporta a K en v0.

b. Hv0 soporta a K∗ en ξ0.

c. 〈ξ0, v0〉 = 1.



10 CAPÍTULO 1. GEOMETRÍA CONVEXA I

Corolario 1.16 Un cuerpo convexo y centrado K es estrictamente convexo si y sólo si
para todo ξ ∈ ∂K∗ existe un único hiperplano de soporte de K∗ en ξ.

Demostración Sean H y H ′ dos hiperplanos de soporte de K∗ en ξ, estos vienen deter-
minados por dos vectores v, v′ ∈ ∂K tales que

H = {η ∈ V ∗ : 〈η, v〉 = 1} y H ′ = {η ∈ V ∗ : 〈η, v′〉 = 1}.

O de forma equivalente, Hξ soporta a K en v y v′. Con esto nuestra tesis queda clara. �

1.1.1. El espacio ortogonal.
Uno de los concepto más importantes asociado a un producto escalar es el de ortogo-

nalidad. Gracias a esto, uno puede obtener otros objetos de forma canónica, por ejemplo
el complementario a un subespacio vectorial dado. Puesto que hemos supuesto que care-
cemos de un tal producto, necesitamos una herramienta que nos permita trabajar de una
forma análoga. Con la siguiente definición de ortogonalidad, podremos abstraernos de
algunos hechos que a priori parecen provenir de la noción clásica de ortogonalidad pero
que realmente no lo hacen.

Definición 1.17 Sea E un subconjunto de un espacio vectorial V , se llama espacio orto-
gonal a E al conjunto

E⊥ := {ξ ∈ V ∗ : ξ|E ≡ 0}. (1.5)

Es inmediato ver que el espacio ortogonal E⊥ es un subespacio vectorial de V ∗ y
que, si E es un subespacio vectorial de V entonces, el biortogonal (E⊥)⊥ coincide con
el propio subespacio E. Huelga decir que esta definición extiende la definición clásica
de ortogonalidad y que, en el supuesto de tener un producto escalar, ambas son iguales
(usando la identificación entre V y V ∗ dada por el producto escalar). El siguiente es un
simple resultado que relaciona un subespacio vectorial, su complementario y sus respec-
tivos espacios ortogonales. Su demostración puede ser encontrada en [50].

Proposición 1.18 Sean E1 y E2 dos subespacios vectoriales tales que V = E1 ⊕ E2,
entonces V ∗ = E⊥

2 ⊕ E⊥
1 , además E1 y E2 son isomorfos a E⊥

2 y E⊥
1 , respectivamente.

Cuando F es un subespacio estricto de V ∗, no se puede definir una inyección i :
F ∗ ↪→ V de forma unívoca. El anterior resultado nos permite hacerlo fijando previamente
un complementario de F . En algunos casos, haremos abuso de notación al dar de entrada
un subespacio E∗ ⊂ V ∗, pero esto no querrá decir que E∗ es el dual de algún subespacio
E ⊂ V , sino que solamente es una forma de indicar que es un subespacio del espacio dual
V ∗.

El siguiente paso lógico es extender el concepto de proyección ortogonal.
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Definición 1.19 Sea E ⊂ V un subespacio vectorial, se llama proyección ortogonal so-
bre E a la aplicación

πE : V ∗ −→ E∗

ξ 7−→ ξ|E.
(1.6)

Esta aplicación es lineal, es más, es la aplicación dual o traspuesta5 de la inclusión.

Proposición 1.20 Sea E ⊂ V un subespacio vectorial, entonces ker πE = E⊥ y πE = i∗,
siendo i : E ↪→ V la inyección natural.

1.1.2. La transformada de Legendre.
Al carecer de producto escalar, ¿como podemos definir un normal unitario sobre una

hipersuperficie regular de V ? La transformada de Legendre es la respuesta para un cuerpo
0-convexo. Si K es diferenciable, vimos en la nota 1.9 que existe un único hiperplano de
soporte de K en v: v + Tv∂K. Sea ξv ∈ (Tv∂K)⊥ no nulo, entonces la aplicación

v ∈ ∂K 7→ ξv

〈ξv, v〉
∈ V ∗ (1.7)

está bien definida y no depende del ξv elegido. En particular, si tomamos ξv = dfv (donde
f es la pseudonorma definida por K), la aplicación (1.7) se escribe

v ∈ ∂K 7→ dfv ∈ V ∗, (1.8)

lo que muestra con claridad que la aplicación (1.7) es diferenciable si lo es K. Escribimos
ahora la definición formal.

Definición 1.21 Sea K ⊂ V un c. 0-c. de clase C1, la transformada de Legendre con
respecto a K (o ∂K), denotada LK (o L∂K), es la aplicación dada por (1.7) (o, equiva-
lentemente, por (1.8)). Es decir, dado v ∈ ∂K, LK(v) es el único covector ξ ∈ V ∗ que
cumple:

a. ker ξ = Tv∂K;

b. 〈ξ, v〉 = 1.

Usando (1.8), se puede escribir

LK(v) = dfv para todo v ∈ ∂K. (1.9)

5Dada una aplicación lineal F : V → W , se llama aplicación dual o traspuesta a la aplicación F t :
W ∗ → V ∗ tal que 〈F (v), ξ〉 = 〈v, F t(ξ)〉, para todo v ∈ V y ξ ∈ W ∗. La aplicación traspuesta de una
aplicación lineal es a su vez lineal. En algunas ocasiones se denota por F ∗.
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Cuando no se incurra en confusión, denotaremos a la transformada de Legendre sim-
plemente por L. Así pues, se puede entender L(v) como el normal exterior y unitario6 a
∂K en v.

Proposición 1.22 Sea K ⊂ V un c. 0-c. diferenciable, entonces

L(∂K) = ∂K∗.

Demostración Probaremos primero que

∂K∗ := {ξ ∈ V ∗ : supv∈K 〈ξ, v〉 = 1}. (1.10)

Para ello, observemos que ∂K∗ := {ξ ∈ K∗ : λξ /∈ K∗ si λ > 1}. Entonces, como K es
compacto, se tiene que existe v0 tal que supv∈K 〈ξ, v〉 = 〈ξ, v0〉.

Si supv∈K 〈ξ, v〉 = 1, entonces 1 = 〈ξ, v0〉 ≥ 〈ξ, v〉 para todo v ∈ K y, para λ > 1,
〈λξ, v0〉 = λ > 1, por lo tanto λξ /∈ K, y ξ ∈ ∂K.

Si supv∈K 〈ξ, v〉 < 1, entonces 1 < µ := 〈ξ, v0〉 ≥ 〈ξ, v〉 para todo v ∈ K, luego

1 =

〈
1

µ
ξ, v0

〉
= supv∈K

〈
1

µ
ξ, v

〉
, de donde se deduce

1

µ
ξ ∈ K∗, con

1

µ
> 1, luego

ξ /∈ ∂K∗.
Una vez demostrada (1.10), vamos con la demostración de la proposición. Si v0 ∈ ∂K,

de la propiedad 2 de la definición 1.21 resulta que 〈LK(v0), v0〉 = 1, y para otro v ∈ K
puede ocurrir:

- v ∈ Tv0∂K, en cuyo caso 〈LK(v), v〉 = 0,

- existe un λ 6= 0 tal que λv ∈ v0 + Tv0∂K. Entonces, por la propiedad 1 de la

definición 1.21, se tiene 〈LK(v0), λv − v0〉 = 0, de donde 〈LLK(v0), v〉 =
1

λ
. Si

λ < 0, 〈LLK(v0), v〉 < 0 < 1 y, si λ > 0, como v0+tv0∂K es el hiperplano soporte
de K en v0, ha de ser λ ≥ 1, por lo tanto 〈LLK(v0), v〉 ≤ 1.

Se deduce de todo esto que supv∈K 〈LK(v0), v〉 = 1 y, por lo tanto, LK(v0) ∈ ∂K∗ y
LK(∂K) ⊂ ∂K∗.

Recíprocamente, si ξ ∈ ∂K∗, existe V0 ∈ K tal que 〈ξ, v0〉 = 1. Además, v0 ∈ ∂K,
pues, si no, existiría λ > 1 tal que λv0 ∈ K y 〈ξ, λv0〉 = λ > 1, en contradicción con
ξ ∈ ∂K∗. Como 〈ξ, v0〉 = supv∈∂K 〈ξ, v〉, v0 es un punto crítico para la función ξ definida
sobre ∂K, luego dξv0(v) = 0 para todo v ∈ Tv0∂K y, como ξ es lineal sobre V y ∂K es
una subvariedad regular de V , dξv0(v) = 〈ξ, v〉, luego 〈ξ, v〉 = 0 para todo v ∈ Tv0∂K.
Por lo tanto ξ cumple las dos propiedades que definen LK en 1.21, luego ξ = LK(v0, lo
que prueba LK(∂K) ⊃ ∂K∗. �

Proposición 1.23 Bajo las mismas hipótesis, si además K es estrictamente convexo, en-
tonces la transformada de Legendre es inyectiva.

6Unitario para la norma ‖·‖K∗
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Demostración Sean u, v ∈ ∂K tales queL(u) = L(v) = ξ. Entonces Tu∂K = Tv∂K =
ker ξ y 〈ξ, u〉 = 〈ξ, v〉 = 1, lo que implica u − v ∈ ker ξ, i. e., el hiperplano soporte
u + Tu∂K = v + Tv∂K es el mismo en u y en v, lo que no puede ocurrir si K es
estrictamente convexo y u 6= v. �

La proposición 1.22 nos dice que para conocer la frontera de K∗, basta conocer la
de K. La proposición 1.23 nos dice además que si K es estrictamente convexo, entonces
no hay información redundante en ∂K. Puesto que la transformada de Legendre es una
biyección entre ∂K y ∂K∗, un atlas Ck de ∂K inducirá un atlas Ck sobre ∂K∗ (basta
considerar la composición de las cartas con la transformada de Legendre inversa). Otra
cuestión es determinar si la estructura diferenciable que este atlas induce sobre ∂K∗ es
compatible con la estructura diferenciable de V ∗. Veremos que para que esto sea cierto,
hacen falta unas condiciones más fuertes. Antes de ello, vamos a pasar a estudiar unos
ejemplos concretos en R2, para así entender mejor el funcionamiento y peculiaridades de
la transformada de Legendre.

Ejemplo 1.24 Sean los arcos α1(t) := (1, t), con t ∈ [−1, 1], y α2(t) := (cos t, sin t+1),
con t ∈ [0, π]. Sean α3 y α4 los simétricos y sea α la concatenación de todos ellos.
Entonces α parametriza una píldora centrada en (0, 0) y en posición vertical (figura 1.1).
Podemos utilizar la definición de la transformada de Legendre 1.21 para calcular su polar,
lo cual tiene un coste computacional menor que la propia definición de cuerpo polar 1.10.
Obtenemos entonces un ojo centrado (figura 1.2). Observar como las partes rectas de la
píldora (partes no estrictamente convexas) se han centrado en los extremos del ojo y como
las medidas se han visto invertidas.

Proposición 1.25 Consideremos R2 dotado del producto escalar estándar. Supongamos
que la frontera de un c. 0-c. viene parametrizada por una curva cerrada regular α : I →
R2 tipo C2 tal que α̈ no se anula en ningún punto. Si definimos la aplicación µ : I → R2

como

µ = α̈− 〈α̈, α̇〉
〈α̇, α̇〉

α̇,

entonces, con la identificación entre R2 y su dual dada por el producto escalar,

L ◦ α =
µ

〈µ, α〉
.

Cuando la curva α se escribe en coordenadas polares, la expresi0́n para la transforma-
ción de Legendre queda como sigue.

Proposición 1.26 Consideremos R2 dotado del producto escalar estándar. Supongamos
que la frontera de un c. 0-c. viene parametrizada por una curva cerrada α : [0, 2π] → R2

tal que
α = ρ · u,
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Figura 1.1: Cuerpo ori-
ginal.
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Figura 1.2: Cuerpo polar.

con ρ : [0, 2π] → R al menos de clase C1 y

u(t) = (cos t, sin t).

Entonces
L ◦ α =

1

ρ
u− ρ̇

ρ2
u̇. (1.11)

Demostración Sea α̃ : [0, 2π] → R2 la curva cerrada dada por el segundo miembro de
la ecuación (1.11). Tenemos por una parte

〈α̃, α〉 = 1.

Por otra parte,

〈α̃, α̇〉 =
ρ̇

ρ
− ρ̇

ρ2
ρ = 0.

Por tanto, por la definición 1.21, L ◦ α = α̃. �

Ejemplo 1.27 Sean las funciones radiales dadas por

ρ1(t) =
√

1 + cos4 t
√

1 + sin4 t y ρ2(t) =
√

3 + sin 2t.

Si consideramos las curvas α1 y α2 que estas definen, obtenemos los cuerpos y sus res-
pectivos polares de las figuras 1.3, 1.4, 1.5 y 1.6.
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Figura 1.3: Cuerpo dado por
α1.
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Figura 1.4: Cuerpo dado por L◦α1.
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Figura 1.5: Cuerpo dado por
α2.
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Figura 1.6: Cuerpo dado por
L ◦ α2.
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Con objeto de poder manejar más fácilmente la transformada de Legendre, vamos a
extenderla a V . Así trataremos con ella en el propio espacio vectorial, para luego restrin-
girla a ∂K.

Nota 1.28 Sea λ > 0, entonces (λK)∗ = λ−1K∗. Luego no es totalmente antinatural
considerar la extensión de la transformada de Legendre a V \ {0} por homogeneidad de
grado −1, es decir,

L̃(u) :=
1

f(u)
· L
(

u

f(u)

)
∀u 6= 0, (1.12)

siendo f la pseudonorma generada por K. Entonces, usando (1.9), tenemos

L̃(u) =
dfu

f(u)
, ∀u 6= 0. (1.13)

Los dos siguientes teoremas son resultados clásicos de geometría diferencial y de
variedades riemannianas, traducidos a nuestro ámbito. Para la demostración clásica de
estos, consultar [33, 51].

Teorema 1.29 (Ecuación de Weiengarten) Supongamos que K ⊂ V es un c.c.c. al me-
nos C2. Dados u ∈ ∂K y v ∈ Tu∂K, sea α : I → ∂K una curva de clase C2, con
α(t0) = u y α̇(t0) = v para cierto t0 ∈ I . Entonces:

〈DLu(v), v〉 = −〈L(u), α̈(t0)〉 . (1.14)

Demostración Puesto que α̇ es un campo tangente a ∂K a lo largo de α, tenemos que
〈L ◦ α, α̇〉 es idénticamente nulo. Por tanto,

0 =
d

dt
〈L ◦ α, α̇〉 (t0)

= 〈DLu(v), v〉+ 〈L(u), α̈(t0)〉 .

�

Teorema 1.30 Dado un cuerpo 0-convexo K ⊂ V de clase C2, sea H el campo tensorial
de tipo (0, 2) dado por

Hu(v, w) =
〈
DL̃u(v), w

〉
, (1.15)

para todo u ∈ V no nulo y todo v, w ∈ TuV . Se tiene entonces que:

a. H es simétrico;

b. dados u ∈ ∂K y v, w ∈ Tu∂K se cumple

Hu(v, w) = Hess(f, u)(v, w) (1.16)
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c. Hu(v, v) ≥ 0, i. e. H restringido a ∂K es semidefinido positivo .

Demostración Dada una base cualquiera de V , consideremos la carta X : V → Rn+1

que esta induce. Tenemos entonces

dfu =
∂f

∂xi
dxi.

Por tanto, las componentes de la transformada de L̃ son

L̃i =
1

f(u)

∂f

∂xi
.

Derivando componente a componente,

∂L̃j

∂xi
=

(
∂2f

∂xi∂xj
f − ∂f

∂xi

∂f

∂xj

)
1

f 2
.

Teniendo esto en cuenta y que la expresión de la derivada de L̃ en la carta dada es

DL̃u(v) =
∂L̃j

∂xi
(u) vi dxj,

obtenemos finalmente〈
DL̃u(v), w

〉
=

1

f(u)
Hess(f, u)(v, w)−

〈
L̃(u), v

〉 〈
L̃(u), w

〉
.

De aquí se deduce fácilmente a y b.
Por último, dados u ∈ ∂K y v ∈ Tu∂K, sea α : I → ∂K una curva C2 tal que

α(t0) = u y α̇(t0) = v para cierto t0 ∈ I . Definamos la función h : I → R como sigue

h(t) := 〈L(u), u− α(t)〉 , ∀t ∈ I.

Puesto que K es convexo, K está contenido en el semiespacio H−
L(u), lo que implica que

h ≥ 0 en I . Pero h(t0) = 0, luego h tiene un mínimo absoluto en t = t0 y por tanto
h′′(t0) ≥ 0. Derivando h dos veces, obtenemos fácilmente que

h′′(t) = −〈L(u), α̈(t)〉 .

Basta aplicar la ecuación de Weiengarten (1.14). �

Ejemplo 1.31 Sean P, Q ⊂ R2 las respectivas bolas unidad de las normas ‖·‖4 y ‖·‖4/3

(figuras 1.7 y 1.8). Puesto que 4 y 4/3 son conjugados, P es el polar de Q y viceversa.
Ahora bien, p es una norma C∞, mientras que q es tan sólo C1. Gracias al teorema 1.6,
sabemos que tanto ∂P como ∂Q son subvariedades embebidas de R2 de clase C∞ y C1

respectivamente. La estructura diferenciable que ambas reciben, viene dada por el teorema
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Figura 1.7: Bola de la norma
4.
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Figura 1.8: Bola de la norma
4/3.

del rango constante. Dichas estructuras vienen dadas por cartas cuyas inversas tienen la
forma

p : t ∈]− 1, 1[7−→
(
t, (1− t4)1/4

)
∈ P,

q : s ∈]− 1, 1[7−→
(
s, (1− s4/3)3/4

)
∈ Q.

Si componemos la inversa de la carta de P con la transformada de Legendre que este
cuerpo define, obtenemos entonces la inversa de una carta de Q:

L ◦ p : t ∈]− 1, 1[7−→
(
t3, (1− t4)3/4

)
∈ Q.

Cartas con esta forma definen sobre Q una estructura C∞ para la cual Q no es una subva-
riedad inmersa de R2, ya que d

dt
(L◦p)(0) = (0, 0). Si consideramos ahora la composición

(L ◦ p)−1 ◦ q(s) = s1/3,

observamos que las dos estructuras dadas sobre Q no son ni tan siquiera C1 compatibles,
lo que era de esperar.

Ya hemos comentado con anterioridad que si tenemos un atlas para ∂K, a través de
la transformada de Legendre podemos obtener otro para ∂K∗ con el mismo grado de
diferenciabilidad. Más concretamente, si

∆ := {(Uα, Xα)}α∈A

es un atlas para ∂K, entonces el conjunto

∆̃ := {(L(Uα), Xα ◦ L−1)}α∈A

es un atlas para ∂K∗. Como hemos visto en 1.31, este atlas no confiere al polar de la bola
unidad de la norma 4 una estructura de subvariedad embebida de V . El siguiente teorema
caracteriza este hecho en términos del hessiano de la norma generada por K.
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Teorema 1.32 Sea K un cuerpo convexo y centrado de clase Ck, con k ≥ 2, y sea f la
norma generada por K. Entonces, la frontera ∂K∗ de K∗ es una subvariedad embebida
de V ∗ de clase Ck−1 si y sólo si el hessiano Hessf es definido positivo en todos los puntos
de ∂K.

Demostración Cuando la transformada de Legendre L : ∂K → V ∗ es un embebimiento
de clase Ck−1, entonces las aplicaciones L−1 ◦X , donde X : U ⊂ ∂K → Rn es una carta
de ∂K, definen un atlas Ck−1 sobre ∂K∗. Está claro gracias a (1.9) que L es de clase Ck−1

y, puesto que ∂K∗ = L(∂K) es convexo, bastará ver que L es una inmersión inyectiva si
y sólo si la aplicación bilineal H dada en (1.15) es definida positiva en todos los puntos
de ∂K.

Supongamos pues en primer lugar que H es definida positiva en ∂K y que sin embargo
existe un punto u ∈ ∂K tal que DLu no es inyectiva. En este supuesto, ha de existir un
vector v ∈ Tu∂K no nulo tal que DLu(v) = 0, pero esto implica que

Hu(v, v) = 〈DLu(v), v〉 = 0,

lo cual es contradictorio.
Análogamente, supongamos queL es una inmersión inyectiva y tenemos un punto u ∈

∂K tal que Hu no es definida positiva. Entonces, por el teorema 1.30.c, existe un vector
v ∈ Tu∂K no nulo tal que Hu(v, v) = 0. Esto implica por razonamientos algebraicos7

que DL(v) = 0, es decir que L no es una inmersión, lo que contradice nuestra suposición.
�

Es una mera cuestión de cálculo comprobar que el hessiano de la norma 4 no es
definida positiva en los puntos (0,±1) y (±1, 0). Esto esclarece pues el problema que
aparecía al considerar esta norma y su dual en el ejemplo 1.31.

Corolario 1.33 Sea K ⊂ V un cuerpo 0-convexo de clase Ck, con k ≥ 2, entonces la
transformada de Legendre y su extensión L̃ son difeomorfismos de clase Ck−1 entre ∂K,
∂K∗ y V \ {0}, V ∗ \ {0}, respectivamente. Además, L−1

K = LK∗ .

Nota 1.34 Una versión equivalente del teorema 1.32 se puede establecer utilizando la
función F = 1

2
f 2, ya que en ese caso

HessF = df ⊗ df + f · Hessf,

lo que nos da HessF = Hessf en ∂K. Por ello, a un cuerpo K cumpliendo el teorema
1.32, se le dice cuadrático. Notar que si el grado de diferenciabilidad de K es superior o
igual a 3, entonces el polar K∗ también es cuadrático.

7Si B es una aplicación bilineal simétrica, entonces la matriz (Bij) que la representa en alguna base
también es simétrica y, por tanto, diagonalizable. Si existe un elemento v tal que B(v, v) = 0, entonces 0 es
un valor propio del homomorfismo inducido por (Bij) y podremos hacer que en la representación diagonal
B11 sea igual a 0. En este caso queda claro que B(v, ·) es nulo.
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Definición 1.35 Un ciclo de referencia en V es la frontera de un cuerpo 0-convexo y
cuadrático de clase C∞.

Si consideramos el cuerpo que define a un ciclo de referencia S, podemos tomar su
polar. Y por los resultados anteriormente mencionados, la frontera de este cuerpo tam-
bién será un ciclo de referencia: el ciclo de referencia polar S∗. Intuitivamente, podemos
entender el papel de un ciclo de referencia como el de la esfera Sn.

1.1.3. Las funciones radial y soporte.
Definición 1.36 Sea K ⊂ V un cuerpo 0-convexo, se define la función radial de K como
la aplicación ρK : V \ {0} → R+ dada por

ρK(v) := sup{λ ≥ 0 : λv ∈ K} ∀v ∈ V \ {0}. (1.17)

Dado un ciclo de referencia S ⊂ V , se llama función radial de K con respecto a S a la
restricción de ρK a S. A esta función se la denotará por ρK,S .

Notar que ρK(v) es el único escalar positivo λ tal que λv ∈ ∂K. Mencionar también
que la extensión de ρK,S por homogeneidad de grado -1, coincide con la propia función
radial de K, ρK .

Definición 1.37 Sea K ⊂ V un cuerpo 0-convexo, se llama función de soporte de K a la
aplicación hK : V ∗ → R+ dada por

hK(ξ) := sup{〈ξ, v〉 : v ∈ K} ∀ξ ∈ V ∗. (1.18)

Dado un ciclo de referencia S ⊂ V , se llama función de soporte de K con respecto a S a
la restricción de hK a S∗. A esta función se la denotará por hK,S .

Dado ξ ∈ V ∗ no nulo, ξ es constante en los hiperplanos paralelos a su núcleo, en
particular en el hiperplano de soporte que define y hK(ξ) vale justamente dicha constante.
Notar también que la función de soporte de un cuerpo K es homogénea de grado 1. Es
más, tenemos los siguientes resultados:

Proposición 1.38 Dado K ⊂ V un cuerpo 0-convexo, se tiene que para todo v ∈ V no
nulo

hK∗(v) =
1

ρK(v)
.

Demostración Puesto que hK∗ y ρK son funciones homogéneas de grado 1 y -1 respec-
tivamente, basta mostrarlo para v ∈ ∂K. Por definición de función radial, dado v ∈ ∂K

ρK(v) = 1,
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luego basta ver que hK∗(v) = 1. Por definición de dual de un cuerpo, 〈ξ, v〉 ≤ 1 para
todo ξ ∈ K∗. Pero, gracias al lema 1.8, existe ξ0 ∈ K∗ tal que se cumple la igualdad
〈ξ0, v〉 = 1, por tanto

hK∗(v) = sup{〈ξ, v〉 : ξ ∈ K∗} = 1.

�

En virtud de la proposición 1.13, tenemos la afirmación dual

hK(ξ) =
1

ρK∗(ξ)
, ∀ξ ∈ V ∗ \ {0}.

Proposición 1.39 Sea K ⊂ V un cuerpo 0-convexo, entonces se tiene que la función de
soporte de K es una pseudonorma en V ∗, concretamente hK = ‖·‖K∗ . (Obviamente, si
K es c.c.c., entonces hK es una norma).

Demostración El resultado es inmediato observando que la función de soporte hK vale
1 sobre la frontera del cuerpo polar, ∂K∗. �
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Capítulo 2

Geometría convexa II: Medidas de
cuerpos convexos

2.1. Medidas y densidades

Puesto que trataremos con medidas de cuerpos convexos y, en los últimos capítulos,
con la geometría integral, necesitaremos apoyarnos en medidas. Ya que las variedades que
veremos serán siempre variedades reales de tipo C∞, utilizaremos únicamente medidas de
Borel. Estas nos ayudarán a entender cómo funcionan las llamadas densidades.

Dado un espacio vectorial n-dimensional V , para cada base e = (e1, . . . , en) de dicho
espacio, se puede definir una medida, que no es más que la medida de Lebesgue de Rn

vista en V a través de la identificación natural existente entre V y Rn, una vez fijada la
base e. Estas medidas, tienen dos propiedades fundamentales: primero, son invariantes
por traslaciones; y segundo, son iguales entre si módulo un factor. Dadas dos bases e y e′,
el factor que relaciones las medidas λe y λe′ viene determinado por la siguiente formula:

λe′ = | det L|−1 · λe (2.1)

donde L es el cambio de base de e a e′. Este hecho, deriva del siguiente1:

λ ◦ L = | det L| · λ

para toda aplicación lineal L : Rn → Rn, donde λ es la medida de Lebesgue de Rn. En
nuestro caso particular, basta observar que

λe ≡ λ y λe′ ≡ λ ◦ L−1,

para así determinar (2.1).

1Cf. [9]
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2.1.1. Densidades en un espacio vectorial.

En el modo usual de definir una integral sobre variedades usando formas, aparece un
problema con respecto a la orientabilidad de la variedad. Las densidades son un objeto
definido en cualquier variedad que se puede integrar sobre espacios vectoriales y varieda-
des diferenciables y sus integrales no requieren la necesidad de establecer una orientación
tal y como sucede con formas. Pasemos pues a estudiar este objeto en su estructura más
simple.

Definición 2.1 Sea 1 ≤ k ≤ n, una k-densidad Φ (o densidad de orden k) en V es una
aplicación

Φ :

k veces︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → R

tal que dados v1, . . . , vk ∈ V linealmente independientes se tiene

Φ(Lv1, . . . , Lvk) = | det L| · Φ(v1, . . . , vk), (2.2)

para todo endomorfismo L del subespacio engendrado por los vectores v1, . . . , vk.

Existen definiciones alternativas de densidad 2, por ejemplo las llamadas k-densidades
de grado s:

Φ(Lv1, . . . , Lvk) = | det L|s · Φ(v1, . . . , vk),

o las k-densidades impares:

Φ(Lv1, . . . , Lvk) = det L · Φ(v1, . . . , vk),

en oposición a nuestra definición que correspondería a las densidades pares. En [28] po-
demos encontrar una definición equivalente a la aquí dada, para la cual necesitamos intro-
ducir el cono de Grassmann.

Definición 2.2 Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Dado 0 ≤ k ≤ n, se dice
que v ∈ ΛkV (vector contravariante de orden k o k-vector) es descomponible, si existen
v1,...,vk ∈ V tales que v es el producto exterior de estos: v = v1 ∧ · · · ∧ vk. Al conjunto
de k-vectores contravariantes con esta propiedad, se le denotará por Λk

dV .

Es inmediato ver que Λk
dV ⊂ ΛkV tiene estructura de cono3. Además, se hace notar

que coincide con el propio espacio ΛkV cuando k ∈ {0, 1, n− 1, n}.

2Estas definiciones se pueden encontrar en [28].
3Dado un subconjunto C de un espacio vectorial, se dice que C es un cono si λu ∈ C para todo u ∈ C

y todo λ ∈ R.
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Definición 2.3 Sea 1 ≤ k ≤ n, una k-densidad φ (o densidad de orden k) en V es una
aplicación

φ : Λk
dV → R

positivamente homogénea de grado uno, i. e.

φ(λ · v1 ∧ · · · ∧ vk) = |λ| · φ(v1 ∧ · · · ∧ vk),

para todo v1 ∧ · · · ∧ vk ∈ Λk
dV .

Por analogía con las k-formas de un espacio vectorial, denotaremos al conjunto de
k-densidades sobre V por |ΛkV ∗|. Puesto que las definiciones 2.1 y 2.3 son equivalentes,
podemos utilizar sin ambigüedad la aplicación definida en el producto cartesiano k ve-
ces de V y la aplicación correspondiente definida en el cono de Grassmann de orden k.
Como ejemplos de densidades, tenemos las normas de V que son 1-densidades o el valor
absoluto de una k-forma que es una k-densidad.

Ejemplo 2.4 Dado n ≥ 2, sea la aplicación Φ : Rn × Rn → R dada por

Φ(v1, v2) :=

√
〈v1, v1〉 〈v2, v2〉 − 〈v1, v2〉2, ∀v1, v2 ∈ Rn.

Comprobemos que Φ es una densidad por la definición 2.1. Dados v1, v2 ∈ Rn linealmente
independientes (si v1 y v2 son linealmente dependientes entonces Φ(v1, v2) = 0), sean
w1, w2 ∈ 〈{v1, v2}〉. Existirán pues unos coeficientes αj

i ∈ R tales que wi = αj
ivj . Es un

mero ejercicio de cálculo deducir que entonces

Φ(w1, w2) = | det(αj
i )| · Φ(v1, v2).

Intuitivamente es claro que Φ a de ser una densidad puesto que, en realidad, Φ(v1, v2)
no es más que el área del paralelogramo formado por v1 y v2.

De (2.2) se deduce que, aunque el signo de una k-densidad puede cambiar entre rectas
de k-vectores, este se mantiene constante en cada recta. Pese a ser trivial, cabe destacar
que una densidad de orden máximo tiene signo constante.

Definición 2.5 Una densidad de volumen en un espacio vectorial es una densidad de
orden máximo que toma valores positivos.

En la definición anterior, queremos decir con orden máximo que el orden de la densi-
dad coincide con la dimensión del espacio vectorial. Una k-densidad en V es, desde otro
punto de vista, una densidad de orden máximo en los subespacios k-dimensionales de V .
Es más, si fuera positiva en uno de ellos, entonces podríamos considerar su restricción a
dicho subespacio como una densidad de volumen de este.
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Si fijamos una orientación en V , entonces existe una relación entre las densidades de
orden máximo y las formas de orden máximo. Sea Φ una n-densidad en V y definamos
una aplicación Ω : V × · · · × V → R como sigue:

Ω(v1, . . . , vn) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vn)

si la base (v1, . . . , vn) está orientada positivamente, y

Ω(v1, . . . , vn) = −Φ(v1 ∧ · · · ∧ vn)

en caso contrario. Se puede comprobar que efectivamente Ω es una n-forma y que ade-
más Φ = |Ω|, si la densidad es positiva, y Φ = −|Ω|, en caso contrario. Nosotros,
solamente mostraremos la linealidad de Ω en la primera componente, y se comprueba
el resto del mismo modo. Fijada una base positivamente orientada e = (e1, . . . , en),
sean v1, . . . , vn, v

′
1 ∈ V . Sin perdida de generalidad, podemos suponer que (v1, . . . , vn),

(v′1, v2, . . . , vn) y (v1 + v′1, v2, . . . , vn) son bases positivamente orientadas. Tenemos en-
tonces que v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn = α e1 ∧ · · · ∧ en, v′1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn = β e1 ∧ · · · ∧ en

y

Ω(v1 + v′1, v2, . . . , vn) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vn + v′1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn)

= Φ((α + β)e1 ∧ · · · ∧ en)

= |α| · Φ(e1 ∧ · · · ∧ en) + |β| · Φ(e1 ∧ · · · ∧ en)

= Φ(v1 ∧ · · · ∧ vn) + Φ(v′1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn))

= Ω(v1, . . . , vn) + Ω(v′1, v2, . . . , vn).

Acabamos de ver que existe una relación muy estrecha entre el espacio de n-formas
ΛnV ∗ y el de n-densidades |ΛnV ∗| (de ahí la notación). Una cuestión que surge de forma
natural es si existe una misma relación entre las k-formas y las k-densidades, para 1 ≤
k < n. La respuesta es no, mientras que ΛkV ∗ es un espacio vectorial para cualquier
1 ≤ k ≤ n, |ΛkV ∗| sólo lo es cuando k = n y, en ese caso, su dimensión es igual a 1 y
cualquier n-densidad no nula forma una base de |ΛnV ∗|.

Ejemplo 2.6 Ya vimos que la aplicación Φ dada en 2.4 es una 2-densidad. Si se desarrolla
la definición de dicha aplicación, se llega fácilmente a que

Φ(v1 ∧ v2) =

√√√√ ∑
1≤i<j≤n

(
det

(
vi

1 vj
1

vi
2 vj

2

))2

,

donde los vj
i son los coeficientes de vi en la base canónica (e1, . . . , en). Para el caso n = 2,

obtenemos

Φ(v1 ∧ v2) =

∣∣∣∣det

(
v1

1 v2
1

v1
2 v2

2

)∣∣∣∣ = |e1 ∧ e2|(v1 ∧ v2),

es decir, Φ = |e1 ∧ e2|.
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2.1.2. Volúmenes y áreas.
Dar una densidad de volumen en un espacio vectorial V es equivalente a considerar

una medida de Lebesgue en V . Ello da pie a definir el volumen de objetos de V con
respecto a una densidad.

Definición 2.7 Sea Φ una densidad de volumen en el espacio vectorial V . Sea e =
(e1, . . . , en) una base de V tal que

Φ(e1 ∧ · · · ∧ en) = 1

y consideremos la medida de Lebesgue asociada a dicha base λe. Dado un subconjunto
A de V , se define su volumen respecto a la densidad Φ como la integral en A respecto de
la medida de Lebesgue λe, i. e.

volumen(A; Φ) =

∫
A

Φ :=

∫
A

dλe = λe(A).

Notar que el volumen de A está bien definido puesto que es independiente de la base
e elegida. Si e′ = (e′1, . . . , e

′
n) fuera otra base de V con Φ(e′1 ∧ · · · ∧ e′n) = 1, por (2.2)

tenemos | det L| = 1, donde L es la aplicación de cambio de base con Lei = e′i para
i = 1, . . . , n, y por (2.1) las dos medidas asociadas a estas bases coinciden.

2.1.3. Densidades sobre variedades.
De forma natural, todo concepto u objeto definido en un espacio vectorial se puede

extender a variedades ya que estas son localmente idénticas al espacio euclídeo. En el
caso de las k-densidades no podemos construir un fibrado vectorial tal y como se hace
con las k-formas o los campos vectoriales, aunque sí utilizaremos una técnica parecida.

Recordemos primero qué es un fibrado.

Definición 2.8 Un fibrado diferenciable es una terna π : A → B donde A y B son
variedades diferenciables y π es una sumersión 4 suprayectiva. La variedad A recibe el
nombre de espacio total, B el de base y π el de proyección. Dado un punto p ∈ A, la fibra
sobre p es su anti-imagen por la proyección: π−1(p).

Las fibras de π son subvariedades regulares del espacio total 5 y por ello es lícito con-
siderar el tangente a dicha variedad en un punto dado. Un hecho sencillo pero importante
es que, dados p ∈ B y q ∈ π−1(p), se tiene

ker(Dπq) = Tqπ
−1(p).

4Una sumersión es una aplicación diferenciable con diferencial suprayectiva en todo punto.
5Teorema del rango constante.
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Dada una variedad diferenciable Mn, sea 1 ≤ k ≤ n y consideremos la variedad dada
por

×kTM :=
◦⋃

p∈M

TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k veces

 . (2.3)

La estructura diferenciable de este conjunto se construye de forma totalmente análoga a
la de la variedad tangente.

Definición 2.9 Dada una variedad M de dimensión n, sea 1 ≤ k ≤ n. Se dice que una
aplicación continua Φ : ×kTM → R es una k-densidad diferenciable sobre M , si Φ(p, ·)
es una k-densidad vectorial sobre TpM para todo punto p ∈ M y si su restricción al
abierto ×kTM \ O es una aplicación diferenciable, siendo

O = {(v1, . . . , vk) ∈ TpM × · · · × TpM : p ∈ M y rg(v1, . . . , vk) < k}.

Denotaremos Dk(M) al conjunto de k-densidades diferenciables sobre M .

Vamos a ver ahora una definición alternativa y equivalente6 a la anterior para las n-
densidades de una variedad n-dimensional.

Como ya hemos comentado, dado un espacio vectorial V , el espacio de densidades
|ΛkV ∗| no es un espacio vectorial salvo que k coincida con la dimensión de V . Sea M
una variedad diferenciable, dado un punto p ∈ M , podemos considerar el espacio de
densidades de orden máximo asociado a este punto, |ΛnT ∗

p M |. Consideremos ahora la
reunión disjunta de todos estos espacios

|ΛnM | :=
◦⋃

p∈M

|ΛnT ∗
p M |. (2.4)

Al igual que ocurre con la variedad tangente o cotangente, un atlas de M induce un atlas
en |ΛnM |. Para cada (U,X), carta de M , sea la carta (Ũ , X̃) tal que si Φp ∈ |ΛnM |,
entonces

X̃(Φp) = (X(p), α(p)), (2.5)

donde α : U → R es de modo que

Φp = α(p) · |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|p.

Esta construcción nos conduce ineludiblemente a definir el siguiente fibrado:

π : |ΛnM | −→ M (2.6)
Φp 7−→ p.

6Proposición 2.13.
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Definición 2.10 Dada una variedad M de dimensión n, se dice que una aplicación Φ es
una n-densidad diferenciable sobre M si es una sección7 diferenciable del fibrado dado
en (2.6).

El siguiente resultado nos da la representación de un densidad orden máximo en un
abierto coordenado.

Proposición 2.11 Sea Φ ∈ C∞(M, |ΛnM |), entonces Φ es una n-densidad (o densidad
de orden máximo) sobre M si y sólo si para toda carta (U,X) de M existe una aplicación
f ∈ C∞(U, R) tal que

Φp = f(p) · |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|p ∀p ∈ U. (2.7)

Demostración Primero, se hace notar que dada un carta (U,X), si definimos en dicho
abierto la aplicación

Θ := |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|,

entonces Θ ∈ Dn(U). Ciertamente, puesto que si (V, Y ) y (W̃ , Z̃) son cartas de U y
|ΛnU | respectivamente entonces en Y (V ∪Θ−1(W̃ ))

Z̃ ◦Θ ◦ Y −1 =
(
Z ◦ Y −1, |Jac(Z ◦X−1)|(X ◦ Y −1)

)
,

donde Z es la carta asociada a Z̃ como en (2.5). Con esto, queda claro que Θ es una
sección diferenciable de |ΛnU |.

Supongamos ahora que Φ ∈ Dn(M) y sea (U,X) una carta de M . Puesto que para
cada x ∈ M el espacio |ΛnT ∗

xM | tiene dimensión 1, entonces para cada x ∈ U existe un
valor f(x) ∈ R tal que:

Φx = f(x) · |(dx1)x ∧ · · · ∧ (dxn)x|.

Como ya hemos visto, |dx1 ∧ · · · ∧ dxn| es una densidad diferenciable, en particular es
una densidad de volumen sobre U , luego f necesariamente ha de ser una aplicación C∞
de U en R.

Recíprocamente, supongamos (2.7). Con lo visto anteriormente, Φ es una densidad
de orden máximo en cada abierto coordenado de M , en particular diferenciable en ca-
da abierto, luego es diferenciable en todo M . Además es una sección del fibrado de n-
densidades de M y por tanto una n-densidad sobre M . �

Un punto importante en la definición de integración sobre formas es determinar la
existencia de una forma que no se anule. Esto sólo es factible si la variedad es orientable,
en cambio no necesitamos de esa suposición con densidades.

7Se entiende por sección de un fibrado π : A → B, una aplicación diferenciable s : B → A tal que
s ◦π = IdB . Cuando el fibrado es vectorial, la sección nula es aquella que a cada punto del espacio base se
le asigna el 0 del la fibra.



30 CAPÍTULO 2. MEDIDAS DE CUERPOS CONVEXOS

Proposición 2.12 Sea M una variedad diferencial de dimensión n, existe una n-densidad
Φ ∈ Dn(M) que no se anula en ningún punto p ∈ M .

Demostración Sea {(Uα, Xα)}α∈A un atlas de M localmente finito y sea {fα}α∈A una
partición de la unidad asociada a {Uα}α∈A

8. Consideremos las densidades de orden n
sobre Uα definidas por

Φα := |dx1
α ∧ · · · ∧ dxn

α|.

Puesto que el conjunto {α ∈ A : fα(p) 6= 0} es finito para todo p ∈ M , es lícito definir la
densidad:

Φp :=
∑
α∈A

fα(p) · Φα
p .

Así definida, Φ es una n-densidad de clase C∞ por ser suma localmente finita de n-
densidades de clase C∞. Además, dado un punto p ∈ M cualquiera, existe al menos un
α0 ∈ A con fα0(p) 6= 0 y, para n vectores v1, . . . , vn ∈ TpM linealmente independientes,
tenemos

Φp(v1 ∧ · · · ∧ vn) =
∑
α∈A

fα(p) · Φα
p (v1 ∧ · · · ∧ vn)

≥ fα0(p) · Φα0
p (v1 ∧ · · · ∧ vn)

> 0.

�

Estamos ahora en disposición de probar la equivalencia entre las dos definiciones
dadas de n-densidad.

Proposición 2.13 La definición 2.9, para el caso k = n, y la definición 2.10 son equiva-
lentes.

Demostración Sea φ una n-densidad diferenciable según 2.10 y sea (U,X) una carta de
M . En el abierto coordenado U tenemos

φx = α(x) · |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|x

con α ∈ C∞(U). Dado (x, v1, . . . , vn) ∈ ×kTM \ O,

φx(v1 ∧ · · · ∧ vn) = α(x) · | det(vj
i )|,

siendo vj
i los coeficientes de vi con respecto a la base de vectores coordenados. De este

modo, la aplicación
Φ : ×kTU \ O → R,

8Por ser M paracompacta, tenemos la existencia de un tal recubrimiento localmente finito. La existencia
de la partición de la unidad viene dada por un teorema. Consultar [35] para más detalles.
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dada por Φ(x, v1, . . . , vn) = φx(v1 ∧ · · · ∧ vn), es diferenciable. Puesto que la colec-
ción {×kTU \ O : U es abierto coordenado de M} es un recubrimiento por abiertos de
×kTM \O, tenemos que Φ es una aplicación diferenciable en×kTM \O. Además, fijado
x ∈ M , Φ(x, ·) es una n-densidad de TxM , luego Φ es una n-densidad diferenciable de
M según la definición 2.9.

Recíprocamente, sea Φ una n-densidad diferenciable de M según la definición 2.9 y
sea (U,X) una carta de M . Fijado x ∈ U , Φ(x, ·) ∈ |ΛnT ∗

xM |, luego existe un escalar
α(x) tal que

Φ(x, ·) = α(x) · |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|x.
En U , |dx1 ∧ · · · ∧ dxn| es una densidad diferenciable para la definición 2.10 y, por lo
visto anteriormente, es una densidad diferenciable en U para la definición 2.9. Puesto que
|dx1 ∧ · · · ∧ dxn| no se anula en ningún punto, α a de ser necesariamente diferenciable.
Si definimos ahora la aplicación

φx(v1 ∧ · · · ∧ vn) = Φ(x, v1, . . . , vn),

para todo x ∈ M y todo v1 ∧ · · · ∧ vn en ΛnTxM , tenemos gracias a la proposición 2.7
que φ es una n-densidad sobre M para la definición 2.10. �

Definición 2.14 Una densidad diferenciable de orden máximo positiva en cada espacio
tangente se llama una densidad de volumen.

Si M es orientable y si Ω es una forma de volumen sobre M , entonces |Ω| es una
densidad de volumen. Por lo contrario, si M no fuera orientable, no podríamos encontrar
una densidad de volumen que fuera el valor absoluto de una forma de volumen, puesto
que para las variedades no orientables no existe una forma globalmente definida que no
se anule en algún punto. Sin embargo, sí tenemos una densidad de volumen.

Nota 2.15 Dadas sobre M una densidad de orden máximo Ψ y una densidad de volumen
Φ, para cada p ∈ M existe una constante ν(p) tal que Ψp = ν(p)Φp. Como Ψ y Φ son
densidades de clase C∞ y Φ no se anula en ningún punto, ν : M → R es una función de
clase C∞. En particular, para dos densidades de volumen, la función ν que las relaciona
es estrictamente positiva.

2.1.4. Integración de densidades.
De la misma manera que se define la integral de una n-forma sobre una variedad

orientable, se puede definir la integral de una n-densidad sobre una variedad tanto orien-
table como no orientable9. Esto es debido a que en la fórmula de cambio de variable para
integrales aparece el valor absoluto del jacobiano de la transformación, mientras que pa-
ra n-formas, la fórmula no incluye el valor absoluto. Por tanto, para que la integral esté

9En [35, 36] se puede encontrar la definición de las integrales para formas, estando además en [35] la
análoga para densidades.
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bien definida es necesario prescribir una orientación. La ventaja que justifica el uso de
densidades es que para ellas la fórmula de cambio de variables sí que incluye el valor
absoluto.

2.1.5. Densidad producto.

Sean M y N dos variedades de dimensiones m y n respectivamente, y sean Φ y Ψ dos
densidades de orden máximo sobre M y N (resp.). Dadas dos cartas (U,X) y (V, Y ) de
M y N (resp.), existen dos funciones f : U → R y g : V → R de clase C∞ tales que

Φ = f · |α| y Ψ = g · |β|.

con α = dx1 ∧ · · · ∧ dxm y β = dy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Definición 2.16 Se llama densidad producto de Φ y Ψ sobre la variedad M × N , a la
densidad de orden m + n dada por

Φ ? Ψ = (f ◦ πM) · (g ◦ πN) · |α ∧ β|,

donde πM y πN los las respectivas proyecciones de M ×N sobre M y N .

Notar que está definición es independiente de las cartas elegidas, puesto que si (Ũ , X̃)

y (Ṽ , Ỹ ) son otras dos cartas de M y N respectivamente, tales que

Φ = f̃ · |α̃| y Ψ = g̃ · |β̃|,

entonces en U ∩ Ũ y V ∩ Ṽ tenemos respectivamente

f̃ = f · | det(Jac(X̃ ◦X−1))| y g̃ = g · | det(Jac(Ỹ ◦ Y −1))|.

Por tanto en (U ∩ Ũ)× (V ∩ Ṽ )

(f̃ ◦ πM) · (g̃ ◦ πN) · |α̃ ∧ β̃| = (f ◦ πM) · (g ◦ πN) · |α ∧ β|.

2.2. La aplicación de Gauss

En el resto del capítulo, K denotará siempre (salvo mención explícita) un cuerpo 0-
convexo y cuadrático con frontera C∞, S será la frontera de un cuerpo de ese tipo (i. e.
un ciclo de referencia) y supondremos V orientado. Volveremos a adoptar, como en el
capítulo §1, la convención de que V es un espacio vectorial de dimensión n + 1.
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2.2.1. Definiciones.
Definición 2.17 Sea K un cuerpo de un espacio vectorial V de dimensión n+1 y sea Σ ⊂
ΛnV un ciclo de referencia. Se entiende por aplicación de Gauss de K con respecto a Σ a
la aplicación gK,Σ : ∂K → Σ, donde gK,Σ(u) es el único vector alternado v1∧· · ·∧vn ∈ Σ
tal que

a. < v1, . . . , vn >= Tu∂K;

b. (v1, . . . , vn, u) es una base positivamente orientada de V .

Definición 2.18 Sea K ⊂ V un cuerpo y S ⊂ V un ciclo de referencia. Se llama aplica-
ción de Gauss de K con respecto a S a la aplicación g̃K,S : ∂K → S∗, donde g̃K,S(u) es
el único covector ξ ∈ S∗ tal que

a. ker ξ = Tu∂K;

b. 〈ξ, u〉 > 0.

Dado un espacio vectorial V y dado Ω ∈ Λn+1V ∗, existe un isomorfismo natural
entre el espacio de vectores alternados ΛnV y el dual V ∗. Basta definir la aplicación
iΩ : ΛnV → V ∗, dada por

iΩ(v1 ∧ · · · ∧ vn)(u) := Ω(v1, . . . , vn, u) ∀u ∈ V. (2.8)

Sea el ciclo de referencia Σ = i−1
Ω (S∗), es fácil ver que g̃K,S = iΩ ◦ gK,Σ. En algunas

ocasiones se produce un abuso de notación y se identifica por gK a cualquiera de las dos
definiciones de aplicación de Gauss.

Otra observación interesante es que, si K es cuadrático y consideramos S = ∂K,
entonces nuestra segunda definición de aplicación de Gauss g̃K,S no es más que la trans-
formada de Legendre L. Además, ambas visiones de la aplicación de Gauss son difeo-
morfismo entre los respectivos conjuntos considerados.

2.2.2. La medida de área.
Sea Σ ⊂ ΛnV un ciclo de referencia, entonces existe una única densidad vectorial

ω ∈ |ΛnV ∗| tal que ω(σ) = 1 para todo σ ∈ Σ. Esta densidad vectorial induce sobre
V una densidad ω̃ ∈ DnV de tipo C∞ que es la densidad constante ω̃v = ω, para todo
v ∈ V . Por abuso, seguiremos denotando a esta densidad por ω.

Consideremos un cuerpo K ⊂ V , entonces ω restringida a la frontera de K es una
densidad de orden máximo. Esto nos ofrece un método para medir la superficie de ∂K.

Definición 2.19 Sean K ⊂ V un cuerpo y Σ ⊂ ΛnV un ciclo de referencia. La medida
de área del cuerpo K con respecto a Σ es la medida definida por la densidad:

dSK,Σ := (g−1
K,Σ)∗ω,

donde ω es la densidad asociada a Σ.
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Dicha medida es C∞, positiva y (por ser K centrado) par (i. e. invariante bajo la apli-
cación antipodal). Esta medida también se puede ver desde la perspectiva de un ciclo de
referencia en V ∗.

Definición 2.20 Sean K ⊂ V un cuerpo y S ⊂ V un ciclo de referencia. La medida de
área del cuerpo K con respecto a S es la medida definida por la densidad:

dSK,S := (g̃−1
K,S)∗ω,

donde ω es la densidad asociada al ciclo i−1
Ω (S∗).

Dado un ciclo de referencia Σ ⊂ ΛnV , sea Ω una n-forma sobre V . Consideremos el
ciclo de referencia de V dado por S = iΩ(Σ)∗, entonces

dSK,S = (g̃−1
K,S)∗ω = (i−1

Ω )∗dSK,Σ.

Así pues, tenemos tres formas de medir el área de ∂K con respecto a ω:

area(∂K) =

∫
∂K

ω =

∫
Σ

dSK,Σ =

∫
S∗

dSK,S.

Al igual que con la aplicación de Gauss, identificaremos dSK con cualquiera de las dos
definiciones de medida de superficie.

Teorema 2.21 (Teorema de existencia de Minkowski) Sea Σ ⊂ ΛnV un ciclo de refe-
rencia. Dada una densidad par Φ ∈ DnΣ, existe un cuerpo K ⊂ V tal que Φ = dSK (es
decir, tal que Φ es la medida de superficie de K con respecto a Σ).

Demostraciones de este teorema pueden ser encontradas en [25, 46].

2.3. Fórmulas de proyección

2.3.1. Volumen con respecto a la función radial.
Sea S ⊂ V un ciclo de referencia y definamos la aplicación j : S × R+ → V dada

por
j(u, r) := r · u ∀(u, r) ∈ S × R+. (2.9)

Entonces j es un difeomorfismo entre S × R+ yV \ {0}.

Definición 2.22 Sea S ⊂ V un ciclo de referencia y sea v ∈ V \ {0}, se llaman coorde-
nadas polares de v respecto de S al par (u, r) = j−1(v) ∈ S × R+.
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Lema 2.23 Sea V un espacio vectorial de dimensión n + 1. Sea Ω una (n + 1)-forma no
nula de V y sea S ⊂ V un ciclo de referencia. Entonces, para todo u ∈ S y para todo
sistema de vectores v1, . . . , vn ∈ TuS, se tiene

|Ω(v1, . . . , vn, u)| = ω(v1 ∧ · · · ∧ vn),

donde ω es la densidad de orden n asociada al ciclo de referencia Σ = i−1
Ω (S∗).

Demostración Dado v1 ∧ · · · ∧ vn ∈ ΛnTuS, sean λ ∈ R y v0
1 ∧ · · · ∧ v0

n ∈ Σ tales que

v0
1 ∧ · · · ∧ v0

n = λ · v1 ∧ · · · ∧ vn.

Si definimos ξ0 = iΩ(v0
1, . . . , v

0
n), entonces L(u) = ±ξ0, donde L es la transformada de

Legendre respecto a S. Luego, | 〈ξ0, u〉 | = 1 y por la definición de iΩ obtenemos

|Ω(v1, . . . , vn, u)| = |λ| · |Ω(v0
1, . . . , v

0
n, u)|

= |λ| · |ξ0(u)|
= |λ|.

Por otra parte, ω(v1∧ · · · ∧ vn) = |λ| ·ω(v0
1 ∧ · · · ∧ v0

n) = |λ|, puesto que ω es la densidad
asociad a Σ, y por tanto |Ω| = ω. �

Lema 2.24 Bajo las mimas condiciones, se tiene que en S × R+

j∗|Ω| = rnω ? |dr|,

donde j viene definida por (2.9), ω es la restricción a S de la densidad asociada a Σ.

Demostración Al ser |Ω| una densidad de orden máximo, j∗|Ω| también lo es; lo que es
obvio para ω ? |dr|. Es más, por ser ambas densidades de volumen sobre S × R+, existe
una aplicación ν : S × R+ → R+ de clase C∞ tal que j∗|Ω| = ν · ω ? |dr|. Veamos que
ciertamente ν(u, r) = rn, para todo (u, r) ∈ S × R+.

Dado un punto (u, r) ∈ S × R+, la diferencial de j en dicho punto viene dada por

Dj(u,r)(α, λ) = λu + rα, ∀(α, λ) ∈ TuS × R.

Sea el campo vectorial constante X(u, r) = (0, 1) ∈ TuS × R definido sobre S × R+,
entonces Dj(u,r)(0, 1) = u. Por otra parte, si v1, . . . , vn ∈ TuS son linealmente indepen-
dientes y tomamos αi = vi/r, entonces vi = Dj(u,r)(αi, 0) para i = 1, . . . , n. Con todo
ello deducimos que

|Ω|(v1 ∧ · · · ∧ vn ∧ u) = j∗|Ω| ((α1, 0) ∧ · · · ∧ (αn, 0) ∧ (0, 1))

= ν(u, r) · ω ? |dr| ((α1, 0) ∧ · · · ∧ (αn, 0) ∧ (0, 1))

= ν(u, r) · ω(α1 ∧ · · · ∧ αn)

=
ν(u, r)

rn
· ω(v1 ∧ · · · ∧ vn),

de donde, aplicando el lema anterior, obtenemos el resultado deseado. �
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Teorema 2.25 Sean K ⊂ V un cuerpo, S ⊂ V un ciclo de referencia y Ω una (n + 1)-
forma en V , entonces

volumen(K; Ω) =
1

n + 1

∫
u∈S

ρn+1
K (u)ω, (2.10)

donde ω es la densidad de orden n asociada al ciclo Σ = i−1
Ω (S∗) y ρK es la función

radial con respecto a K.

Demostración En primer lugar, notar que

j−1(K) = {(u, r) ∈ S × R+ : 0 ≤ r ≤ ρK(u)}.

Aplicando el lema 2.24 y el teorema de Fubini, obtenemos:

volumen(K; Ω) =

∫
K

|Ω|

=

∫
j−1(K)

rnω ? |dr|

=

∫
u∈S

(∫ ρK(u)

0

rndr

)
ω

=
1

n + 1

∫
u∈S

ρn+1
K (u)ω.

�

2.3.2. Volumen con respecto a la función soporte.
Sean K ⊂ V un cuerpo y S ⊂ V un ciclo de referencia, entonces se puede identificar

V \ {0} con S∗ × R+ mediante el difeomorfismo Γ : S∗ × R+ → V \ {0} definido por

Γ(ξ, r) := r · g−1
K (ξ) ∀(ξ, r) ∈ S∗ × R+, (2.11)

donde gK : ∂K → S∗ es la aplicación de Gauss de K con respecto a S.

Lema 2.26 Dado un espacio vectorial V de dimensión n + 1, sean K ⊂ V un cuerpo,
S ⊂ V un ciclo de referencia y Ω una (n + 1)-forma no nula de V . Entonces se tiene que
en S∗ × R+

Γ∗|Ω| = rnhK(ξ)dSK ? |dr|,

donde Γ viene dada por (2.11), dSK es la medida de superficie de K con respeto a S y
hK es la función de soporte con respecto a K.
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Demostración Puesto que tanto Γ∗|Ω| como dSK ? |dr| son densidades de volumen de
S∗ × R+, necesariamente debe existir una aplicación ν : S∗ × R+ → R+ de clase C∞ tal
que Γ∗|Ω| = ν · dSK ? |dr|. Luego, basta comprobar que ν(ξ, r) = rnhK(ξ), para todo
(ξ, r) ∈ S∗ × R+.

En primer lugar, observemos que dado (α, λ) ∈ TξS
∗ × R,

DΓ(ξ,r)(α, λ) = λg−1
K (ξ) + r(Dg−1

K )ξ(α).

Por otra parte, consideremos en S∗ × R+ el campo vectorial

X(ξ, r) = (0, 1), ∀(ξ, r) ∈ S∗ × R+,

entonces DΓΓ(ξ,r)(X) = g−1
K (ξ). Sea ahora {v1, . . . , vn} una base de Tg−1

K (ξ)∂K tal que
ω(v1∧· · ·∧vn) = 1, siendo ω (como de costumbre) la densidad asociada al ciclo i−1

Ω (S∗).
Entonces, iΩ(v1, . . . , vn) = ±ξ y por tanto obtenemos

|Ω(v1, . . . , vn, DΓ(X))| = |Ω(v1, . . . , vn, g
−1
K (ξ))|

= |ξ(g−1
K (ξ))|

= hK(ξ).

Finalmente, para i = 1, . . . , n, sea Vi = (αi

r
, 0) ∈ TξS

∗ × R con (Dg−1
K )(αi) = vi.

Entonces DΓ(ξ,r)(Vi) = vi y por tanto

hK(ξ) = |Ω(v1, . . . , vn, DΓ(X))|
= Γ∗|Ω|(V1 ∧ · · · ∧ Vn ∧X(ξ, r))

= ν(ξ, r) · dSK ? |dr|(V1 ∧ · · · ∧ Vn ∧ (0, 1))

= ν(ξ, r) · dSK

(α1

r
∧ · · · ∧ αn

r

)
=

ν(ξ, r)

rn
·
(
(g−1

K )∗ω
)
(α1 ∧ · · · ∧ αn)

=
ν(ξ, r)

rn
· ω(v1 ∧ · · · ∧ vn)

=
ν(ξ, r)

rn
.

�

Teorema 2.27 Dado un espacio vectorial V de dimensión n+1, sean K ⊂ V un cuerpo,
S ⊂ V un ciclo de referencia y Ω una (n + 1)-forma no nula de V . Entonces

volumen(K; Ω) =
1

n + 1

∫
ξ∈S∗

hK(ξ)dSK ,

donde dSK es la medida de superficie de K con respeto a S y hK es la función de soporte
con respecto a K.
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Demostración En primer lugar, notar que

Γ−1(K \ {0}) = {(ξ, r) ∈ S∗ × R+ : 0 < r ≤ 1}.

Aplicando el lema 2.26 y el teorema de Fubini, obtenemos:

volumen(K; Ω) =

∫
K

|Ω|

=

∫
Γ−1(K\{0})

Γ∗|Ω|

=

∫
S∗×]0,1]

rnhK(ξ)dSK ? |dr|

=

∫
ξ∈S∗

(∫ 1

0

rnhK(ξ)dr

)
dSK

=
1

n + 1

∫
ξ∈S∗

hK(ξ)dSK .

�

2.3.3. Fórmulas de proyección

Aquí serán necesarios los conceptos vistos en §1.1.1.

Lema 2.28 Sean V un espacio vectorial de dimensión n+1 y E∗ un hiperplano vectorial
de V ∗. Dado un cuerpo convexo y centrado K ⊂ V , existen conjuntos A1, A2, ∆ ⊂ ∂K
tales que:

a. la frontera de K es la unión disjunta ∂K = A1 ∪∆ ∪ A2;

b. ∆ es el conjunto de puntos críticos de la proyección πE∗ restringida a ∂K, además
es una subvariedad de ∂K de dimensión n− 1;

c. A1 y A2 son abiertos conexos de ∂K, difeomorfos entre si mediante la restricción
de la aplicación antipodal;

d. πE∗|Ai
: Ai → πE∗(K \∆) es un difeomorfismo, para i = 1, 2.

Demostración Sea v0 ∈ ∂K ∩ (E∗)⊥ y definamos entonces la aplicación

L : ∂K −→ R
v 7→ 〈L(v), v0〉 ,
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∆

A2

A1

v0

K

u

Tu∂K

LK(u)

Figura 2.1: Descomposición del ciclo ∂K.

donde L es la transformada de Legendre con respecto a K. Se puede entender L como la
altura de v con respecto a E∗. Los conjuntos buscados son:

∆ := L−1(0),

A1 := L−1(]−∞, 0[),

A2 := L−1(]0, +∞[).

Así a queda claro.
Para ver b, establezcamos primero la siguiente relación

dLv = 0 ⇔ v = ±v0. (2.12)

Sea {ej} una base de V y consideremos la base dual {εj}, entonces10

L(v) = Lj(v)vj
0.

Dado v ∈ ∂K, sea (U,X) una carta alrededor de v. Para dicha carta, la diferencial de L
tiene la expresión

dLv =
∂L

∂xi
|v · dxi

=
∂Lj

∂xi
|v · vj

0 · dxi.

10Seguimos aquí la notación de sumación de Einstein.
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Si analizamos el coeficiente de dxi, obtenemos

∂Lj

∂xi
|v · vj

0 =
(
(DLv)

t(v0)
)

i

=

〈
∂

∂xi
, (DLv)

t(v0)

〉
=

〈
DLv

(
∂

∂xi

)
, v0

〉
,

donde (DL)t : V → T ∗
v ∂K es la aplicación dual de DLv. Por tanto

dLv =

〈
DLv

(
∂

∂xi

)
, v0

〉
· dxi

y

dLv = 0 ⇔ v0 ∈ ker DLv

(
∂

∂xi

)
∀i ∈ {1, . . . , n}

⇔ v0 ∈ ker ξ ∀ξ ∈ TL(v)∂K∗

⇔ v0 ∈
(
TL(v)∂K∗)⊥

⇔ E∗ = ker v0 = TL(v)∂K∗

Corolario 1.15
⇔ kerL(v) = Tv0∂K

⇔ v = ±v0.

Así (2.12) queda demostrada y, puesto que F tiene rango máximo y constante en el abierto
∂K \ {±v0}, tenemos que ∆ es una subvariedad embebida de ∂K de dimensión n − 1.
Sólo falta ver que ∆ es en efecto el conjunto de puntos singulares de πE∗|∂K . Notad que

D (πE∗|∂K)v = πE∗|Tv∂K ,

luego

D (πE∗|∂K)v no tiene rango máximo ⇔ πE∗|Tv∂K no es inyectiva
⇔ ker πE∗ ⊂ Tv∂K

⇔ v0 ∈ Tv∂K

⇔ v0 ∈ kerL(v)

⇔ L(v) = 〈L(v), v0〉 = 0.

La aplicación antipodal es un difeomorfismo de V en si mismo, luego también ha de
serlo su restricción a ∂K en su imagen, ∂K. Si denotamos por p a dicha restricción y
observamos que p(∆) = ∆, p(A1) = A2 y p(A2) = A1, entonces c queda claro.

Finalmente, notad que las aplicaciones dadas en d son biyectivas y con rango máximo
en sus respectivos dominios, luego son difeomorfismos. �
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Como ya hemos dicho, la aplicación L representa la altura con respecto a E∗. Así,
otra forma de establecer (2.12) sería ver que ±v0 son los únicos extremos de L en ∂K.

Teorema 2.29 (Fórmula de proyección de Cauchy) Sea K ⊂ V un cuerpo centrado y
cuadráticamente convexo y sea Σ ⊂ ΛnV un ciclo de referencia. Entonces, dada una
forma lineal no nula ξ = ξ1 ∧ · · · ∧ ξn ∈ ΛnV ∗, se tiene que

area(πE∗(K); ξ) =
1

2

∫
v∈Σ

| 〈ξ, v〉 |dSK , (2.13)

donde E∗ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 y dSK es la medida de superficie de K con respecto a Σ.

Demostración Para comenzar, vamos a simplificar nuestro problema. Puesto que gK :
∂K → Σ es un difeomorfismo, nuestra tesis es equivalente a demostrar que

area(πE∗(K); ξ) =
1

2

∫
u∈∂K

| 〈ξ, gK(u)〉 |ω,

donde ω es la n-densidad asociada a Σ. Utilizando ahora el lema anterior, además del
teorema de Sard11; nos basta con ver que

area(πE∗(K); ξ) =

∫
u∈A1

| 〈ξ, gK(u)〉 |ω.

Si notamos que πE∗(∆) tiene medida nula en πE∗(K); entonces, utilizando nueva-
mente el lema anterior, tenemos:

area(πE∗(K); ξ) =

∫
πE∗ (K)

|ξ|

=

∫
πE∗ (K\∆)

|ξ|

=

∫
A1

π∗E∗|ξ|.

Así pues, veamos que ciertamente

(π∗E∗|ξ|)u = | 〈ξ, gK(u)〉 |ω, ∀u ∈ A1.

Sea la aplicación lineal π̄E∗ : ΛnV → ΛnE dada por

π̄E∗(v1 ∧ · · · ∧ vn) := πE∗(v1) ∧ · · · ∧ πE∗(vn), ∀v1 ∧ · · · ∧ vn ∈ ΛnV.

11Sea f ∈ C1(Rn, Rm), el conjunto de puntos críticos de f tiene medida nula en Rn.
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Sean v1, . . . , vn ∈ Tu∂K. Entonces, para v = v1 ∧ · · · ∧ vn ∈ ΛnV , se tiene que v =
ω(v) · gK(u). Por tanto,

(π∗E∗|ξ|)u(v) = | 〈ξ, π̄E∗(v)〉 |
= | 〈ξ, π̄E∗(ω(v) · gK(u))〉 |
= | 〈ξ, π̄E∗(gK(u))〉 |ω(v)

= | 〈ξ, gK(u)〉 − ξ(w)|ω(v),

donde w es el único vector alternado de ker π̄E∗ tal que gK(u) = π̄E∗(gK(u)) + w. De
este modo, tan sólo nos queda probar que 〈ξ, w〉 = 0. Sean w1, . . . , wn ∈ V , tales que
w = w1 ∧ · · · ∧ wn. Puesto que w ∈ ker π̄E∗ , deben existir escalares α1, . . . , αn ∈ R de
manera que

α1 · πE∗(w1) + · · ·+ αn · πE∗(wn) = 0,

luego
w̃ := α1 · w1 + · · ·+ αn · wn ∈ ker πE∗ = (E∗)⊥.

Ahora bien, podemos suponer sin perdida de generalidad que α1 6= 0 y entonces

w =
1

α1

· w̃ ∧ w2 ∧ · · · ∧ wn,

con lo que obviamente 〈ξ, w〉 = 0, puesto que 〈ξi, ω̃〉 = 0 para todo i = 1, . . . , n. �

He aquí la fórmula análoga para subespacios de codimensión superior a 1, la cuál
dejaremos sin demostración.

Teorema 2.30 (W. Weil, [52, 53]) Sea K ⊂ V un cuerpo centrado y cuadráticamente
convexo y sea S ⊂ V un ciclo de referencia. Entonces, dado ξ = ξ1 ∧ · · · ∧ ξk (con
1 ≤ k < n), se tiene que

area(πE∗(K); ξ) =
2k

k!

∫
v∈Sk

| 〈ξ, v〉 |Φ ? · · · ? Φ, (2.14)

donde E∗ = 〈ξ1, . . . , ξk〉 y Φ es la medida generadora de K.

2.4. Los cuerpos intersección y proyección

2.4.1. El cuerpo intersección
En este apartado, haremos un pequeño cambio de notación. En un espacio vectorial

V de dimensión n + 1, sea K ⊂ V un cuerpo convexo y centrado y sean v1, . . . vn ∈ V ,
generando el subespacio E = 〈v1, . . . , vn〉. Denotaremos por

area(K ∩ E; v), (2.15)
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donde v = v1 ∧ · · · ∧ vn, al volumen en E del cuerpo K ∩ E con respecto a la densidad
asociada a una n-forma lineal Ωv tal que Ωv(v) = 1. Notar que, aunque la forma Ωv no es
única, sí lo es la densidad restringida a E.

Definición 2.31 Sea K un cuerpo convexo y centrado en un espacio vectorial V de di-
mensión n + 1. Se llama cuerpo intersección de K al conjunto:

IK := {v ∈ ΛnV : area(K ∩ E; v) ≥ κn, si v 6= 0}, (2.16)

donde κn es el volumen de la bola unidad de Rn.

Se puede comprobar que el cuerpo intersección IK es efectivamente un c.c.c..

Teorema 2.32 (Busemann) Dado un cuerpo convexo centrado K en un espacio vectorial
V de dimensión n + 1, se tiene que la extensión a 0 en el 0 de V de la aplicación

v ∈ ΛnV 7→ (area(K ∩ E; v))−1

es una norma en ΛnV .

La demostración de este teorema es inmediata gracias a la siguiente proposición y a
las proposiciones 1.38 y 1.39.

Proposición 2.33 Bajo las mismas condiciones y dado v ∈ ΛnV no nulo, se tiene

ρIK(v) =
1

κn

· area(K ∩ E; v), (2.17)

donde κn es el volumen de la bola unidad de Rn.

Demostración Dado v ∈ ΛnV no nulo, sean λ ∈ R+ y w ∈ ∂IK, tales que v = λ · w,
entonces:

ρIK(v) = λ−1 · ρIK(w) = λ−1 y

area(K ∩ Ev; v) = λ−1 · area(K ∩ Ew; w) = λ−1 · κn,

donde Ev = 〈v1, . . . , vn〉 y Ew el respectivo. �

Utilizando la fórmula (2.10) llegamos fácilmente a que

ρIK(v) =
1

nκn

·
∫

u∈S∩E

ρn
K(u)ω, (2.18)

donde S ⊂ V es un ciclo de referencia cualquiera y ω es la densidad asociada al ciclo
i−1
Ωv

((S ∩ E)∗), siendo Ωv una forma lineal sobre V tal que Ωv(v) = 1. Puesto que ρK es
de clase C∞, ρIK también, lo que se traduce en que IK es infinitamente diferenciable.

Sea L un endomorfismo sobre V , entonces L induce una endomorfismo L̄ sobre el
espacio de vectores alternados ΛnV definido como sigue:

L̄(v1 ∧ · · · ∧ vn) := L(v1) ∧ · · · ∧ L(vn), ∀v1 ∧ · · · ∧ vn ∈ ΛnV.

Es fácil ver que, si Lt denota endomorfismo traspuesto (o dual) de L, entonces Lt = L̄t.
Y si L es invertible, entonces L−1 = L̄−1.
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Teorema 2.34 Sea K ⊂ V un cuerpo convexo centrado y sea L un automorfismo de V ,
entonces:

L̄(IK) = I(L(K)).

Demostración Sean v1, . . . , vn ∈ V linealmente independientes y sea wi = L(vi) para
i = 1, . . . , n. Sea el subespacio vectorial E = 〈v1, . . . , vn〉 y consideremos su imagen
F = L(E) = 〈w1, . . . , wn〉. Entonces L|E : E → F es un isomorfismo y se tiene que

area(L(K) ∩ F ; w1 ∧ · · · ∧ wn) = area(K ∩ E; v1 ∧ · · · ∧ vn),

por tanto

w1 ∧ · · · ∧ wn ∈ I(L(K)) ⇔ area(L(K) ∩ F ; w1 ∧ · · · ∧ wn) ≥ κn

⇔ area(K ∩ E; v1 ∧ · · · ∧ vn) ≥ κn

⇔ v1 ∧ · · · ∧ vn ∈ IK

⇔ L̄−1(w1 ∧ · · · ∧ wn) ∈ IK

⇔ w1 ∧ · · · ∧ wn ∈ L̄(IK).

�

2.4.2. El cuerpo proyección.

Volviendo a la nuestra notación habitual para el área de un objeto, veamos la siguiente
definición:

Definición 2.35 Sea K un cuerpo convexo centrado en un espacio vectorial V de dimen-
sión n + 1. Se llama cuerpo proyección de K al conjunto:

ΠK := (ZK)∗ ⊂ ΛnV, (2.19)

donde ZK es el cuerpo

ZK := {ξ ∈ ΛnV ∗ : area(πE∗(K); ξ) ≤ κn, si ξ 6= 0},

siendo κn es el volumen de la bola unidad de Rn.

Veamos que ciertamente ZK es un cuerpo centrado y convexo.

Proposición 2.36 Si K ⊂ V es un c.c.c. de clase C∞, entonces ZK también es un c.c.c.
de clase C∞.
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Demostración Sea ξ ∈ ΛnV ∗ no nulo entonces, por la fórmula de proyección de Cauchy,
tenemos

area(πE∗(K); ξ) =
1

2

∫
v∈Σ

| 〈ξ, v〉 |dSK ,

donde E∗ = 〈ξ1, . . . , ξn〉, siendo ξ = ξ1∧· · ·∧ξn, y donde dSK es la medida de superficie
de K con respecto a un ciclo re referencia cualquiera Σ ⊂ ΛnV . La aplicación

ξ ∈ ΛnV ∗ 7→
∫

v∈Σ

| 〈ξ, v〉 |dSK

es obviamente una norma C∞ (por ser dSK una medida positiva infinitamente diferencia-
ble) y por ello ZK es un cuerpo centrado convexo de clase C∞. �

Proposición 2.37 Sea K un cuerpo convexo centrado en un espacio vectorial V de di-
mensión n + 1, entonces para ξ = ξ1 ∧ · · · ∧ ξn ∈ ΛnV ∗ no nulo

hΠK(ξ) =
area(πE∗(K); ξ)

κn

, (2.20)

donde E∗ = 〈ξ1, . . . , ξn〉.

La demostración es análoga a la de la proposición 2.33, teniendo en cuenta esta vez
que la aplicación

ξ ∈ ΛnV ∗ \ {0} 7→ area(πE∗(K); ξ)

es homogénea de grado 1. Decir también que dado ξ ∈ ΛnV ∗, se tiene, gracias a la
formula de proyección de Cauchy 2.13, que

hΠK(ξ) =
1

2κn

∫
v∈Σ

| 〈ξ, v〉 |dSK . (2.21)

Teorema 2.38 Sea K un cuerpo convexo y centrado de un espacio vectorial V de dimen-
sión n+1 y sea L un automorfismo sobre V . Entonces, dados ξ1, . . . , ξn ∈ V ∗ linealmente
independientes, se tiene

area(πE∗(L(K)); ξ) = area(πLt(E∗)(K); L̄tξ),

donde E∗ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 y ξ = ξ1 ∧ · · · ∧ ξn.

Demostración Sea F ∗ = Lt(E∗) y consideremos el diagrama conmutativo

V ∗ Lt
// V ∗

E∗

i

OO

Φ
// F ∗

i

OO
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donde i es la inyección canónica y Φ=Lt|E∗ . A este diagrama, le corresponde un diagrama
conmutativo dual como sigue

V

πE∗

��

V
Loo

πF∗

��
E F

Φt
oo

donde Φt es un isomorfismo por serlo Φ. Luego πE∗(L(K)) = Φt(πF ∗(K)), de donde
obtenemos fácilmente nuestra tesis. �

Teorema 2.39 Sea K ⊂ V un cuerpo convexo centrado y sea L un automorfismo de V ,
entonces:

L̄(ΠK) = Π(L(K)).

Demostración Veamos en primer lugar que

L̄t(Z(L(K))) = ZK.

Sean η1, . . . , ηn ∈ V ∗ linealmente independientes y sea ξi = (Lt)−1(ηi), para i =
1, . . . , n. Sean η = η1 ∧ · · · ∧ ηn y ξ = ξ1 ∧ · · · ∧ ξn y sean F ∗ = 〈η1, . . . , ηn〉 y
E∗ = 〈ξ1, . . . , ξn〉. Entonces:

η ∈ L̄t(Z(L(K))) ⇔ ξ ∈ Z(L(K))

⇔ area(πE∗(L(K)); ξ) ≤ κn

⇔ area(πLt(E∗)(K); L̄t(ξ)) ≤ κn

⇔ area(πF ∗(K); η) ≤ κn

⇔ η ∈ ZK.

Sean ahora w1, . . . , wn ∈ V linealmente independientes y sea vi = L−1(wi), para i =
1, . . . , n. Sean w = w1 ∧ · · · ∧ wn y v = v1 ∧ · · · ∧ vn. Entonces:

w ∈ Π(L(K)) ⇔ | 〈ξ, w〉 | ≤ 1, ∀ξ ∈ Z(L(K))

⇔ | 〈ξ, w〉 | ≤ 1, ∀ξ ∈ Lt
−1

(ZK)

⇔ |
〈
L−1

t
(η), w

〉
| ≤ 1, ∀η ∈ ZK

⇔ | 〈eta, v〉 | ≤ 1, ∀η ∈ ZK

⇔ v ∈ ΠK

⇔ w ∈ L̄(ΠK).

�



Capítulo 3

Geometría de Minkowski

En este capítulo estudiaremos espacios vectoriales dotados de una norma, no prove-
niente (en general) de un producto escalar. La geometría minkowskiana tiene una impor-
tancia particular, ya que es un prerequisito básico para los espacios de Finsler. Además de
introducir el concepto de noción de volumen (y de área), el cual volveremos a tratar con
los espacios de Finsler, abordaremos como tema central el problema isoperimétrico.

Aunque en el capítulo §1 estudiamos pseudonormas generales, cuya bola unidad no
tenía necesariamente simetría central, a partir de aquí consideraremos únicamente normas,
aunque algunos de los resultados son válidos con más generalidad.

3.1. Espacios de Minkowski

3.1.1. Definiciones básicas.
Como ya vimos en el capítulo anterior, dado un espacio vectorial V y un cuerpo con-

vexo centrado y simétrico K en V , se puede obtener a partir de K una norma para la cual
K es la bola unidad y a la inversa.

Definición 3.1 Llamaremos espacio de Minkowski a un par (V, ‖·‖), donde V es un es-
pacio vectorial de dimensión finita dotado de una norma ‖·‖.

Puesto que hay una equivalencia entre la norma y la bola unidad que esta define,
usaremos indistintamente la notación (V, ‖·‖) o (V, B), siendo B la bola unidad para
‖·‖. En ocasiones, cuando sea obvio o cuando no sea necesario, no haremos referencia
ni a la norma, ni a la bola unidad, y hablaremos tan sólo del espacio de Minkowski V ,
sobrentendiendo que viene acompañado de una norma. Además, supondremos que todos
los cuerpos (incluyendo la esfera unidad definida por la norma del espacio) tiene un ciclo
de referencia como frontera.

Definición 3.2 Dos espacios de Minkowski (V1, ‖·‖1) y (V2, ‖·‖2) se dicen isométricos si
existe una isometría entre ellos, es decir, un isomorfismo T : V1 → V2 que preserva las

47
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las normas:
‖T (v)‖2 = ‖v‖1 ∀v ∈ V1.

Si B1 y B2 son respectivamente la bola unidad de V1 y V2, entonces V1 y V2 son isomé-
tricos sii existe un isomorfismo que transforma B1 en B2. Esta idea nos sirve para estudiar
las diferencias entre dos espacios de Minkowski de misma dimensión. Otra cuestión es
ver si podemos cuantificar esas diferencias.

Consideremos ahora el espacio de aplicaciones lineales entre V1 y V2, L(V1, V2). Este
es a su vez un espacio vectorial y las normas de V1 y V2 inducen una norma en L(V1, V2)
que hace de este un espacio de Minkowski. Dicha norma viene dada por el funcional

‖T‖ := sup{‖T (v)‖2 : ‖v‖1 ≤ 1},

definición equivalente a la siguiente

‖T‖ = ı́nf{ε > 0 : T (B1) ⊂ εB2}.

Un hecho conocido es inmediato es que, si tenemos dos aplicaciones lineales T : V1 → V2

y S : V2 → V3, entonces
‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖ ,

donde cada una de las normas es distinta a las demás, puesto que vienen inducidas, a
priori, por normas diferentes.

Dados dos espacios vectoriales de misma dimensión V1 y V2, consideremos el número

∆(V1, V2) := ı́nf{log(‖T‖‖T−1‖) : T ∈ L(V1, V2) es un isomorfismo}. (3.1)

Es fácil ver que esta es una aplicación no-negativa, simétrica y que cumple la desigualdad
triangular, sin embargo, no define una distancia sobre el conjunto de espacios de Min-
kowski de dimensión prefijada: basta tomar dos espacios isométricos y considerar como
isomorfismo T la isometría que los relaciona.

Un hecho relevante es que el ínfimo de la definición de ∆ siempre es alcanzado1, lo
que no quiere decir que este ínfimo sea cero. Eso sí, el ínfimo será nulo, i. e. ∆(V1, V2) =
0, si y sólo si V1 y V2 son isométricos. Si consideramos el ser isométricos como una
relación de equivalencia y si consideramos el conjunto de clases que define dicha relación,
entonces ∆ sí es una distancia, la llamada distancia de Banach-Mazur.

Definición 3.3 Sea Mn el conjunto de espacios de Minkowski de dimensión n. Sea ∼ la
relación de equivalencia ser isométricos. Se llama espacio de clases de Minkowski de
dimensión n al espacio métrico (Mn, ∆), donde Mn = Mn/ ∼ y la distancia ∆ viene
dada en (3.1).

Teorema 3.4 El espacio de clases de Minkowski (Mn, ∆) es compacto y conexo.

1Para más detalles, consultar [50].
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B

γ1

γ2

x

y

Figura 3.1: γ1 y γ2 son geodésicas uniendo los puntos (0, 0) y (2, 0) para la norma ∞.

3.1.2. Geodésicas.
La norma de un espacio de Minkowski es, desde otro punto de vista, una densidad

de orden 1. Si c es una curva en un espacio de Minkowski (V, ‖·‖), i. e. el rango de una
aplicación derivable a trozos γ : [a, b] → V , entonces el número∫ b

a

‖γ̇(t)‖dt,

no depende ni de la parametrización de la curva ni de la orientación del espacio. Este
número es la longitud de la curva c. Una pregunta natural es: ¿cuál es la curva (o curvas)
que minimiza la distancia entre 2 puntos? He aquí la respuesta:

Teorema 3.5 Sea V un espacio de Minkowski y sean x, y ∈ V . Denotemos xy el segmen-
to que une x con y. Si γ : [a, b] → V es una curva derivable a trozos que une x con y,
entonces:

longitud(γ) ≥ longitud(xy) = dist(x, y).

Demostración Basta tener en cuenta que toda curva derivable a trozos se puede apro-
ximar por poligonales, curvas para las cuales la tesis es obvia gracias a la desigualdad
triangular. �

Así pues, las líneas rectas son geodésicas de los espacios de Minkowski. Otra cuestión
es ver cuándo estas son únicas. Esto es cierto siempre y cuando ‖u + v‖ < ‖u‖ + ‖v‖
para todo par de vectores no colineales o, equivalentemente, cuando la bola unidad es
estrictamente convexa, el cual es el caso de los espacios de Minkowski que estudiamos.
Como un contra ejemplo sencillo, se puede tomar la norma infinito y observar que no se
tiene unicidad de las geodésicas tal y como se muestra en la figura 3.1.

Teorema 3.6 Sea (V, B) un espacio de Minkowski cualquiera con B estrictamente con-
vexo, entonces las geodésicas de V son las líneas rectas.
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OM

u

v r

A

Figura 3.2: u a v ↔ d(A, H) ≤ d(A, M) para todo M ∈ r.

3.1.3. Perpendicularidad.
Un problema que aparece cuando la norma del espacio vectorial no proviene de un

producto escalar es definir el concepto de perpendicularidad, problema que ya hemos tra-
tado en la sección 1.1.1. Para poder abstraer el papel que juega la norma en este concepto,
haremos notar que dados 2 vectores u y v perpendiculares (en el sentido euclídeo), el
módulo de u (como vector) coincide con la distancia que hay entre u (como punto) a la
recta definida por v.

Definición 3.7 Sea (V, ‖·‖) un espacio de Minkowski. Dados dos vectores u, v ∈ V , se
dice que u es perpendicular a v, denotado u a v, si para todo λ ∈ R se tiene que

‖u‖ ≤ ‖λv − u‖ .

O de forma equivalente, si ‖u‖ ≤ dist(u, 〈v〉).

La notación empleada no es una cuestión sin importancia, puesto que se ha tomado
así para poner de manifiesto que esta definición de perpendicularidad no es simétrica.
Podemos encontrarnos casos en los que u a v y sin embargo no es cierto que v a u. Aún
así, esta definición generaliza la habitual, es decir:

u ⊥ v ⇔ u a v y u ` v.

Proposición 3.8 Sea (V, ‖·‖) un espacio de Minkowski, entonces:

a. para todo u ∈ V , 0 a v y v a 0;

b. dados u, v ∈ V , u a v ⇔ λu a ρv para todo λ, ρ ∈ R;

c. dado u ∈ V , u a v para todo v ∈ Tu∂B, siendo B la bola unidad de V .



3.1. ESPACIOS DE MINKOWSKI 51

La segunda propiedad nos permite definir la perpendicularidad entre dos rectas vec-
toriales. La tercera nos viene a decir que u es perpendicular al hiperplano tangente a la
esfera unidad en u.

Definición 3.9 En un espacio de Minkowski, una recta vectorial r es perpendicular a un
subespacio afín H si r es perpendicular a toda recta vectorial h′ ⊂ H ′, siendo H ′ el
espacio director asociado a H . Una recta afín, será perpendicular a un subespacio afín,
si lo es la recta vecorial asociada.

Notar que una recta r (vectorial o no) es perpendicular a un espacio afín H si y sólo si
es perpendicular a toda recta afín incluida en él. Todo esto puede ser resumido en términos
de la bola unidad de V : si r es vectorial, r a H si y sólo si H es paralelo al hiperplano
afín tangente a ∂B en u ∈ r ∩ ∂B.

3.1.4. Curvas de Radon.
En un espacio de Minkowski (V, B), sea r una recta vectorial. Si H es un hiperplano

de soporte de B paralelo a r, entonces el vector u ∈ H ∩ B es perpendicular a r. Sea Sr

el conjunto de puntos de ∂B obtenidos de esta manera, es decir, el conjunto

Sr := {u ∈ ∂B : u a r y r||Tu∂B}.

Consideremos ahora la reunión Cr de rectas que pasan por el origen y cortan a Sr. Enton-
ces, Cr es un cono con vértice en el origen que contiene a todas las rectas perpendiculares
a r. La forma que tiene este cono es la que determina la simetría de la perpendicularidad
en el espacio (V, B).

Teorema 3.10 En un espacio de Minkowski (V, B), la perpendicularidad es una propie-
dad simétrica si y sólo si el cono Cr es plano y paralelo a Tu∂B, donde u ∈ r ∩ ∂B.

Uno podría llegar a preguntarse si esto es siempre cierto para algún tipo de cuerpos
convexos. La respuesta a esta pregunta para dimensión n ≥ 3 fue dada por Blaschke:

Teorema 3.11 (Blaschke, [5]) Sea (V, B) un espacio de Minkowski tal que, para toda
recta vectorial r, Cr yace en un hiperplano; entonces la frontera de B es un elipsoide,
i. e. la norma ‖·‖B proviene de un producto escalar.

Así pues, para dimensiones mayores que 2, los únicos espacios de Minkowski para
los cuales la perpendicularidad es un propiedad simétrica son aquellos en los que la esfera
unidad es un elipsoide. Cuando tratamos el caso en que la dimensión es 2, la respuesta
no es la misma. Por supuesto, los espacios con esfera unidad elipsoidal siguen teniendo
simetría con respecto a la perpendicularidad, pero existen curvas convexas para las cuales
esto sigue siendo cierto y, sin embargo, no son elipses. Dichas curvas son las llamadas
curvas de Radon.
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Figura 3.3: Para todo u ∈ Sr, r es paralelo a Tu∂B.
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Figura 3.4: ar ‖ Tu∂B y r a ar; r ‖ Tu′∂B y ra a r.
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v v u

Figura 3.5: La curva ∂B tiene la propiedad triangular.

Definición 3.12 Dada una recta vectorial r en un espacio de Minkowski bidimensional,
ra y ar denotan las únicas rectas vectoriales tales que ra a r y r a ar, respectivamente.

Definición 3.13 (Radon, [41]) Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional orien-
tado, se dice que ∂B es una curva de Radon si ra = ar para toda recta vectorial r. En
este caso, se denota por r⊥ a la única recta vectorial perpendicular a r y a la cual r es
perpendicular.

El ser una curva de Radon es un invariante afín y, puesto que la esfera euclídea S1 es
una curva de Radon, las elipses también lo son.

Definición 3.14 Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional, entonces

a. dado v ∈ ∂B, av denota el único vector tal que v a av y (v, av) es una base
positivamente orientada;

b. análogamente, va denota el único vector tal que va a v y (v, va) es una base
positivamente orientada;

c. se dice que el círculo unidad ∂B tiene la propiedad triangular si el 2-vector v ∧ av
es constante para todo v ∈ ∂B;

d. finalmente, se dice que ∂B tiene la propiedad triangular dual si el 2-vector v ∧ va

es constante para todo v ∈ ∂B;

Proposición 3.15 En un plano de Minkowski (V, B), si el círculo unidad ∂B tiene la
propiedad triangular, entonces va = av para todo v ∈ ∂B.
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Demostración En primer lugar, notar que, dado v ∈ ∂B, se tiene que

a(−va) = v.

Puesto que ∂B tiene la propiedad triangular,

v ∧ av = (−va) ∧ a(−va)

= −va ∧ v

= v ∧ va.

Por tanto, va − av es colineal a v. Por definición, v es paralelo a Tva∂B, luego va − av

¤v v¤

v

Figura 3.6: va y av para v ∈ ∂B.

también. Así pues,
av = va − (va − av) ∈ Tva∂B

y necesariamente va = av, ya que ∂B esestrictamente convexo y Tva∂B es un hiperplano
de soporte de ∂B. �

Corolario 3.16 El círculo unidad ∂B tiene la propiedad triangular si y sólo si tiene la
propiedad triangular dual.

Corolario 3.17 Si ∂B tiene la propiedad triangular (o la dual), entonces es una curva
de Radon.

Demostrar esto ha sido relativamente sencillo. Aunque el recíproco también es cierto,
se necesita un trabajo más elaborado. Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimensión
2 tal que ∂B es una curva de Radon. Dada una recta r pasando por el origen, r y r⊥ cortan
a ∂B en cuatro arcos γ1, γ2, γ3 y γ4. Así, γ1 y γ3 son simétricos, al igual que γ2 y γ4.

Lema 3.18 Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimensión 2 tal que ∂B es una curva
de Radon. Sean r y r⊥ dos rectas vectoriales cortando a ∂B en cuatro arcos: γ1, γ2, γ3

y γ4. La curva de Radon ∂B está completamente determinada por cualquiera de esos
arcos, i. e. si C es una curva de Radon coincidente con ∂B en alguno de los cuatro arcos
γi, i ∈ {1, 2, 3, 4}, entonces C = ∂B.
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γ1

γ2

γ3
γ4

B

Figura 3.7: Descomposición de ∂B en 4 arcos simétricos 2 a 2.

Demostración Supongamos que ∂B y C coinciden en γ1. Por simetría, también coinci-
den en γ3. Razonando de igual manera, sólo nos hade falta probar que ∂B y C coinciden
en γ2.

Para simplificar los cálculos, supongamos que V = R2 y que tanto ∂B como C están
parametrizados por el ángulo de las coordenadas polares. Es decir, que la parametrización
de ∂B es una aplicación δ : [0, 2π] → ∂B de la forma

δ(θ) = (ρ(θ) cos θ, ρ(θ) sin θ) ∀θ ∈ [0, 2π],

donde ρ es la aplicación radial de ∂B con respecto a S1. Entonces, la parametrización de
C será una aplicación δ̃ : [0, 2π] → C de la forma

δ̃ = ((ρ + λ) cos θ, (ρ + λ) sin θ),

donde λ : [0, 2π] → R es una aplicación C∞ tal que λ(0) = λ(2π).
Sean θ0 < θ1 < θ2 tales que δ(θ0) y δ(θ1) son los extremos de γ1 y δ(θ1) y δ(θ2) son

los extremos de γ2. Dado θ ∈ [θ0, θ1], sea el vector u = δ(θ) = δ̃(θ) y consideremos la
recta r dada por u. Entonces, existe θ′ ∈ [θ1, θ2] tal que δ(θ′) ∈ r⊥∩∂B y δ̃(θ′) ∈ r⊥∩C.
Así que Tδ(θ′)∂B y Tδ̃(θ′)C son paralelos a r y, por tanto, paralelos entre si. Luego, para
todo θ ∈ [θ1, θ2], se tiene que

det(δ′(θ), δ̃′(θ)) = 0,

lo que implica que λ es una aplicación C∞ satisfaciendo en [θ1, θ2] la ecuación diferencial
ordinaria de primer orden:

λ′ =
ρ′

ρ
λ.
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Figura 3.8: Curvas de Radon ∂B y C coincidentes en γ1.

Puesto que λ(θ1) = 0 y la solución trivial cumple la ecuación, por unicidad de la solución,
λ ≡ 0 en [θ1, θ2] y ∂B y C coinciden en γ2. �

Sean r1 y r2 dos rectas afines de un espacio vectorial V que no contienen el origen y no
son paralelas. Sean r′1 y r′2 su respectivas simetrías con respecto del origen. Estas cuatro
rectas determinan un paralelogramo centrado. Sean ahora λ1 y λ2 las rectas vectoriales
paralelas a r1 y r2, respectivamente. Denotemos por A el punto de intersección entre r1

y λ2 y denotemos por B la intersección entre r2 y λ1. Sea C una curva suave, cerrada,
centrada, convexa y tangente a r1 y r2 en A y B, respectivamente. Y, finalmente, sea γ el
arco más corto de C que une A con B.

Lema 3.19 Con la notación anterior, existe una única curva C̃ cerrada, centrada, con-
vexa y de clase C1 con la propiedad triangular 2 y tal que coincide con C en γ.

Demostración Tomemos como base de V los vectores e1 =
−→
OA y e2 =

−−→
OB y su-

pongamos que la base (e1, e2) está positivamente orientada. Sea α : [a, b] → V una
parametrización de γ, entonces α = α1 · e1 + α2 · e2. Y sea δ : [a, b] → V la función dada
por:

δ =
1

det(α, α′)
· α′,

donde det es el determinante con respecto a la base (e1, e2). Esta función tiene como
imagen un arco desde del punto B hasta el punto A′, el cual es el simétrico a A con

2Notar que una tal curva C̃ confiere a V una estructura de espacio de Minkowski, por lo que tiene sentido
hablar de perpendicularidad entre vectores y, por ende, de la propiedad triangular.
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B

A

r1

r2

C
r2

r1'

'

λ'

λ

γ

Figura 3.9: El arco γ determina una única curva con la propiedad triangular.

respecto al origen:

δ(a) =
1

det(α(a), α′(a))
· α′(a) =

α′
2(a)

det(e1, α′
2(a) · e2)

· e2 = e2,

δ(b) =
1

det(α(b), α′(b))
· α′(b) =

α′
1(b)

det(e2, α′
1(b) · e1)

· e1 = −e1.

Sean ahora los arcos γ1 = γ, γ2 = δ([a, b])) y sus respectivos simétricos γ3 y γ4.
Entonces, la curva buscada es C̃ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4. Por construcción, es obvio que C̃ es
centrada y simétrica. También por construcción, la curva C̃ es claramente C1, exceptuando
en A, B y sus simétricos, en los que hay que verificarlo. Veámoslo en B: para que esto
último sea cierto, el tangente a C̃ en B por γ1 y por γ2 han de coincidir, es decir, se ha de
cumplir que det(α′(b), δ′(a)) = 0. Se puede comprobar que

δ′ =
1

det(α, α′)
· α′′ − det(α, α′′)

det(α, α′)
· δ,

luego

det(α′(b), δ′(a)) =
det(α′(b), α′′(a))

det(α(a), α′(a))
− det(α(a), α′′(a))

det(α(a), α′(a))
· det(α′(b), δ(a))

=
det(α′(b), α′′(a))

det(α(a), α′(a))
− det(e1, α

′′(a))

det(α(a), α′(a))
· det(α′

1(b) · e1, e2)

=
det(α′(b), α′′(a))

det(α(a), α′(a))
− det(α′

1(b) · e1, α
′′(a))

det(α(a), α′(a))
= 0.
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Análogamente, obtenemos el resultado para A y, por simetría, para A′ y B′.
Veamos ahora que se cumple la propiedad triangular. Sea v ∈ C̃, podemos suponer

que v ∈ γ1, pues los otros casos son análogos. Sea t ∈ [a, b] tal que v = α(t). Enton-
ces, α(t) a δ(t) en (V, C̃) y (α(t), δ(t)) es una base positivamente orientada, por tanto:
aα(t) = δ(t) y

v ∧ av = α(t) ∧ δ(t)

= det(α(t), δ(t)) · e1 ∧ e2

= e1 ∧ e2.

Así pues, tan sólo falta comprobar la unicidad. Sea Ĉ una curva con las mismas pro-
piedades que C̃. Observar que para las 3 nociones de perpendicularidad asociadas a C,
C̃ y Ĉ, tenemos que el único vector cumpliendo la definición 3.14.a, con v = α(a), es
α(b). Para t ∈ [a, b], sea β(t) ∈ Ĉ el propio para v = α(t). Puesto que Ĉ también tiene la
propiedad triangular, existe una constante no nula λ ∈ R tal que

α(t) ∧ β(t) = λe1 ∧ e2, ∀t ∈ [a, b].

Por tanto, existe otra constante λ̃ ∈ R tal que

δ(t) = λ̃β(t), ∀t ∈ [a, b].

Pero ya hemos visto que δ(a) = β(a) = α(b), luego λ̃ = 1, los arcos δ y β son idénticos
y las curvas C̃ y Ĉ son la misma. �

Ahora estamos en disposición de demostrar la equivalencia entre las curvas de Radon
y las curvas con la propiedad triangular.

Proposición 3.20 Si (V, B) es un plano de Minkowski tal que ∂B es una curva de Radon,
entonces ∂B tiene la propiedad triangular.

Demostración Sean r y r⊥ dos rectas perpendiculares pasando por el origen. Sea γ
uno de los cuatro arcos en los que dividen a ∂B las dos rectas. Por el lema 3.19, existe
una curva C con la propiedad triangular y que coincide con ∂B en γ. Pero, por tener la
propiedad triangular, también es una curva de Radon. Luego, ∂B y C son dos curvas de
Radon que coinciden en un cuadrante Por tanto, gracias al lema 3.18, ∂B = C y, por ello,
∂B tiene la propiedad triangular. �

Corolario 3.21 Sea (V, B) un espacio de Minkowski bidimensional, entonces ∂B es una
curva de Radon si y solamente si tiene la propiedad triangular.
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3.2. Áreas y volúmenes en espacios de Minkowski
En un espacio euclídeo (V n, 〈, 〉), hay una forma canónica de definir una densidad de

volumen. Puesto que las densidades de orden máximo son todas iguales excepto por un
factor constante, basta con fijar una normalización. Esto puede hacerse fijando un valor
para un n-vector en particular. En el caso euclídeo, se toma la densidad que vale 1 sobre
el n-vector e1 ∧ · · · ∧ en, siendo (e1, . . . , en) una base ortonormal de V .

Para un espacio de Minkowski, hay una laguna al respecto: no tenemos una tal base
ortonormal y, por tanto, no existe una manera de definir canónicamente una densidad de
volumen. Esto no quiere decir que no se pueda dar un sistema para hacerlo. Deberemos
abstraernos nuevamente de la ligadura que crea el producto escalar y así dar una definición
consistente que, por supuesto, deberá coincidir con el caso euclídeo. Busemann fue el
primero en estudiar este problema en [13, 14], para después ser tratado por Holmes y
Thompson en [31]. Otra referencia es, por supuesto, el libro del propio Thompson, [50],
capítulo §5.

3.2.1. Definición axiomática.
El objetivo es definir un concepto universal de volumen. En primer lugar, si tratamos

con espacios euclídeos queremos que nuestra definición de volumen coincida con la habi-
tual. Por supuesto, también deseamos invariancia bajo isometrías. Otro punto importante
es que si dos espacios de Minkowski no difieren mucho el uno del otro, entonces que tam-
poco lo hagan las formas de medir volúmenes en ellos. De forma global, lo que buscamos
es una idea de volumen familiar y que respete las estructuras minkowskianas.

Definición 3.22 Una noción de volumen en espacios de Minkowski corresponde a una
manera de asignar a cada espacio de Minkowski (V, B) una densidad de volumen volB
en V satisfaciendo los siguientes axiomas:

a. (Normalización) si B es un elipsoide, entonces volB es la densidad de volumen
euclídea estándar;

b. (Linealización) si T : (V, B) → (V ′, B′) es una isometría entre espacios de Min-
kowski, entonces volB = T ∗volB′;

c. (Monotonía) si B y B′ son dos cuerpos convexos centrados y cuadráticos en V tales
que B ⊂ B′, entonces volB ≥ volB′;

d. (Continuidad) la asignación de volB al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser
continua respecto de la distancia de Banach-Mazur, dada por la ecuación (3.3).

El número real
γB := volumen(B) =

∫
B

volB



60 CAPÍTULO 3. GEOMETRÍA DE MINKOWSKI

juega un papel importante. Debido al axioma de linealización, γB es un invariante isomé-
trico. Además, este número determina la densidad volB:

Proposición 3.23 Sea v ∈ ΛnV no nulo, entonces

volB(v) =
γB

vol(B; v)
. (3.2)

Demostración Sea v0 ∈ ΛnV tal que volB(v0) = 1, por definición

vol(B; v0) =

∫
B

volB = γB,

es decir
volB(v0) =

γB

vol(B; v0)
.

Por homogeneidad obtenemos el resultado deseado. �

El siguiente resultado da una definición equivalente de noción de volumen con res-
pecto al invariante γB.

Proposición 3.24 La asignación de un número real positivo γB a cada espacio de Min-
kowski (V, B) corresponde a una noción de volumen si y solamente si se cumple:

a. (Normalización) para todo elipsoide centrado ε ⊂ V n, γε = κn, donde κn es el
volumen euclídeo de la bola unidad euclídea en Rn;

b. (Linealización) si (V, B) y (V ′, B′) son isométricos, γB = γB′;

c. (Monotonía) si B y B′ son dos cuerpos convexos centrados y cuadráticos en V tales
que B ⊂ B′, entonces

γB

γB′
≥ vol(B; Φ)

vol(B′; Φ)
,

donde Φ es una densidad de volumen cualquiera;

d. (Continuidad) la aplicación γ : (V, B) ∈ Mn 7→ γB ∈ R+ es continua con
respecto a la distancia de Banach-Mazur para todo n ≥ 1.

La noción de volumen de Busemann.

La noción de volumen más natural (y más simple) es aquella para la cual γB es cons-
tante respecto de la norma una vez fijada la dimensión del espacio vectorial. Considerando
esto, necesariamente

γB = κn,

donde κn es el volumen euclídeo de la bola unidad euclídea en Rn.
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Definición 3.25 Se llama noción de volumen de Busemann a la noción de volumen que
asocia a cada espacio de Minkowski (V n, B) la densidad de volumen (de Busemann)

volBus
B (v) :=

κn

vol(B; v)
, ∀v ∈ ΛnV. (3.3)

El volumen de Busemann coincide con la medida de Hausdorff determinada por la
métrica proveniente de la norma.

La noción de volumen de Holmes-Thompson.

Sea Ω : ΛnV → R una forma alternada, a partir de ella se puede definir una forma
alternada Ω∗ sobre ΛnV ∗ de la siguiente forma. Si {ξ1, . . . , ξn} es una base de V ∗ y
{v1, . . . , vn} su dual,

Ω∗(ξ1 ∧ · · · ∧ ξn) :=
1

Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn)
, (3.4)

definiéndose por cero su valor en el cero. Si vemos a Ω como un n-vector alternado
ξ1∧· · ·∧ξn, entonces Ω∗ = v1∧· · ·∧vn, siendo {v1, . . . , vn} la base dual de {ξ1, . . . , ξn}.
Obviamente, existe la misma relación para las densidades de grado máximo.

Si consideramos la densidad de volumen dual a la de Busemann, obtenemos la densi-
dad de volumen de Holmes-Thompson.

Definición 3.26 Se llama noción de volumen de Holmes-Thompson a la noción de vo-
lumen que asocia a cada espacio de Minkowski (V n, B) la densidad de volumen (de
Holmes-Thompson)

volHT
B (v) :=

vol(B∗; v)

κn

, ∀v ∈ ΛnV. (3.5)

Notar que volBus
B (v1 ∧ · · · ∧ vn) = (volHT

B∗ (ξ1 ∧ · · · ∧ ξn))−1 cuando {ξ1, . . . , ξn} es la
base dual de la base {v1, . . . , vn}, lo que equivale a decir que

vol(B; v1 ∧ · · · ∧ vn) · vol(B∗; ξ1 ∧ · · · ∧ ξn) = κ2
n.

Por otra parte, para que una noción de volumen coincida con la noción de Holmes-
Thompson o para que la dual coincida con la de Busemann, ha de ocurrir, en virtud de la
ecuación (3.2), que

γB =
vol(B; v1 ∧ · · · ∧ vn) · vol(B∗; ξ1 ∧ · · · ∧ ξn)

κn

,

para todo cuerpo convexo y centrado B.
También a partir de (3.2), se puede observar que el siguiente producto es constante:

vol(B; v1 ∧ · · · ∧ vn) · vol(B∗; ξ1 ∧ · · · ∧ ξn) = γB · γB∗ .

Dicho producto es un invariante lineal de gran importancia para la geometría convexa.
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Definición 3.27 Sea (V, B) un espacio de Minkowski y sea Φ una densidad cualquiera
de orden máximo, se llama volumen producto del cuerpo convexo B al número

vp(B) = vol(B; Φ) · vol(B∗; Φ∗).

Teorema 3.28 (Desigualdad de Blaschke-Santaló) Para un espacio de Minkowski cual-
quiera (V, B) de dimensión n, se tiene que

vp(B) ≤ κ2
n.

Además, la igualdad se alcanza si y sólo si B es un elipsoide.

Para una demostración, consultar [25]. Un resultado inmediato que se obtiene a partir
de la desigualdad de Blaschke-Santaló y las definiciones correspondientes es el siguiente:

Corolario 3.29 Dado espacio de Minkowski (V, B), se tiene que la densidad de volumen
de Holmes-Thompson es más pequeña que la densidad de Busemann y coinciden si y sólo
si B es un elipsoide.

3.2.2. La noción de área.

Con el objetivo de medir k-áreas, con 1 ≤ k ≤ n − 1, en un espacio de Minkowski
(V n, B), daremos también una definición axiomática.

Definición 3.30 Una noción de k-área, con 1 ≤ k ≤ n− 1, para espacios de Minkowski
de dimensión n, corresponde a una manera de asignar a cada espacio de Minkowski
(V, B) una k-densidad positiva areak

B en V satisfaciendo los siguientes axiomas:

a. (Normalización) si B es un elipsoide, entonces areak
B es la k-densidad euclídea

estándar;

b. (Linealización) si T : (V, B) → (V ′, B′) es una isometría entre espacios de Min-
kowski, entonces areak

B = T ∗areak
B′;

c. (Monotonía) si B y B′ son dos cuerpos convexos centrados y cuadráticos en V tales
que B ⊂ B′, entonces areak

B ≥ areak
B′;

d. (Continuidad) la asignación de areak
B al espacio de Minkowski (V, B) ha de ser

continua respecto de la distancia de Banach-Mazur.

Nota 3.31 Toda noción de 1-área debe coincidir con la norma.
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Recordar que si doy una k-densidad en un espacio de vectorial V n, entonces también
estoy dando una densidad de orden máximo en cada subespacio k-dimensional de V . Por
tanto, una noción de k-área sobre un espacio de Minkowski (V, B) induce una noción
de volumen en cada subespacio k-dimensional E ⊂ V con las estructura de espacio de
Minkowski dada por el cuerpo convexo B ∩ E. Esto se ha de entender de la siguiente
forma, si v1, . . . , vk ∈ E, entonces

volB∩E(v1 ∧ · · · ∧ vk) = areak
B(v1 ∧ · · · ∧ vk).

El recíproco también es cierto.

Proposición 3.32 Sea vol una noción de volumen sobre Mk, con 1 ≤ k ≤ n − 1. Sea
areak la aplicación definida sobreMn que a cada espacio de Minkowski (V, B) le asocia
la k-densidad dada por

areak
B(v1 ∧ · · · ∧ vk) = volB∩<v1,...,vk>(v1 ∧ · · · ∧ vk),

para todo v1 ∧ · · · ∧ vk ∈ Λk
dV . Entonces, areak es una noción de k-área sobre Mn.

Gracias a esto, podemos dar fácilmente dos ejemplos de nociones de área:

La noción de área de Busemann.

La noción de volumen de Busemann induce una noción de k-área sobre Mn.

Definición 3.33 Sea llama noción de k-área de Busemann, para 1 ≤ k ≤ n − 1, a la
noción de k-área que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad definida
por

areak-Bus
B (v) :=

κk

vol(B ∩ E; v)
,

para todo vector descomponible v = v1 ∧ · · · ∧ vk ∈ Λk
dV , siento E = 〈v1, . . . , vk〉.

Cuando k = 1, κ1 = 2 y

vol(B∩ < v >; v) =
2

‖v‖B

;

luego,
area1-Bus

B (v) = ‖v‖B.

Acabamos de ver que en el caso k = 1, la 1-densidad de area de Busemann coincide con
la norma.

Se desprende de la definición que la noción de k-área de Busemann es la única noción
de k-área para la cual todas las secciones de B con k-planos vectoriales tienen la misma
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área, κk. Un caso interesante y que ya hemos visto es el caso k = n− 1. En general, una
(n− 1)-densidad φ de V está determinada por el cuerpo centrado y estrellado

B = {v ∈ Λn−1V : φ(v) ≤ 1}.

En el caso particular de la (n− 1)-densidad de área de Busemann,

B = {v ∈ Λn−1V : vol(B ∩ E; v) ≥ κn−1}.

Si recordamos la definición 2.31, identificaremos el conjunto anterior como el cuerpo
intersección de B y, como ya vimos, este es un cuerpo convexo y centrado de Λn−1V .

La noción de área de Holmes-Thompson.

De igual forma, la noción de volumen de Holmes-Thompson induce una noción de
k-área sobre Mn.

Definición 3.34 Sea llama noción de k-área de Holmes-Thompson, para 1 ≤ k ≤ n− 1,
a la noción de k-área que asocia a cada espacio de Minkowski (V, B) la k-densidad
definida por

areak-HT
B (v) :=

vol((B ∩ E)∗; v)

κk

,

para todo vector descomponible v = v1 ∧ · · · ∧ vk ∈ Λk
dV , siendo E = 〈v1, . . . , vk〉.

Repitiendo el proceso seguido para la noción de k-área Busemann, se puede ver que en
el caso k = 1, la noción de 1-área de Holmes-Thompson coincide con la norma asociada
a B. Para ver que en el caso k = n − 1 el cuerpo estrellado B es en realidad un cuerpo
convexo requiere un poco más de trabajo.

Proposición 3.35 Sea V un espacio vectorial de dimensión n y sea K ⊂ V un cuerpo
convexo y centrado. Si E es un subespacio vectorial de V , entonces

πE(K∗) = (B ∩ E)∗

Demostración Sea ξ ∈ πE(K∗), existe η ∈ K∗ tal que η|E = ξ. Tenemos entonces que
dado v ∈ K ∩ E

| 〈ξ, v〉 | = | 〈η, v〉 | ≤ 1,

luego ξ ∈ (K ∩ E)∗.
Para demostrar la inclusión contraria, dado ξ ∈ (B ∩ E)∗, debemos encontrar un

subespacio F ⊂ V complementario a E tal que si tomamos η ∈ V ∗ cumpliendo que
η|E = ξ y η|F = 03, entonces | 〈η, v〉 | ≤ 1 para todo v ∈ K. Sea u ∈ ∂K ∩ E tal que

3Notar que el covector η existe, basta definir una aplicación con las propiedades mencionadas y exten-
derlo por linealidad.
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ker ξ es paralelo a un hiperplano de soporte de K ∩E en u, sea h1 dicho hiperplano y sea
h2 su simétrico. Entonces h1 y h2 definen una banda en E, llamémosla b, donde |ξ| está
acotado por 1.

Por otra parte, si v ∈ V existe un única descomposición v = v′ + v′′ con v′ ∈ E y
v′′ ∈ F . Sea p : V → E tal que p(v) = v′. La aplicación p no es más que la proyección
sobre E en la dirección de F . Pues bien, el subespacio F buscado tiene que ser tal que
p(v) caiga en b para todo v ∈ K, puesto que en ese caso | 〈η, v〉 | = | 〈η, v〉 | ≤ 1 para todo
v ∈ K. Sea H1 el hiperplano de soporte de K en u con h1 ⊂ H1 y sea H2 el simétrico. Al
igual que antes, H1 y H2 definen una banda en V , B. Dicha banda cumple que K ⊂ B y
b = B ∩E. Si tomamos F un complementario de E paralelo a H1, tenemos que p(v) ∈ b
para todo v ∈ B, en particular para v ∈ K. �

Gracias a esta proposición y recordando la definición 2.35, podemos observar que en
el caso k = n− 1, el conjunto

B = {v ∈ Λn−1V : vol(B ∩ E; ξ) ≤ κn−1}

es el dual del cuerpo proyección de B∗, i. e. B = ZB∗, el cual es un cuerpo convexo
centrado de Λn−1V .

Nuevamente, la desigualdad de Blaschke-Santaló (teorema 3.28) nos ofrece una com-
paración entre las dos nociones de área vistas.

Corolario 3.36 Sea (V, B) un espacio de Minkowski de dimensión n. Para todo 1 ≤ k ≤
n− 1, se tiene que

areak-HT
B ≤ areak-Bus

B ,

teniéndose la igualdad para todo k si y sólo si (V, B) es euclídeo.

Demostración Supongamos que la igualdad se alcanza para un determinado k, la de-
sigualdad de Blaschke-Santaló nos dice que toda sección de B con un k-plano pasando
por el origen es un elipsoide de dimensión k. Pero, es un echo conocido que si B es un
cuerpo convexo centrado tal que para toda sección de B con un k-plano vectorial, con
2 ≤ k ≤ n− 1, es un elipsoide, entonces B es un elipsoide. �

3.3. El problema isoperimétrico
Este es un problema ya muy antiguo, del que una de las primeras constancias históricas

es el caso particular llamado problema de la reina Dido. En su forma general, el enunciado
es el siguiente: entre todas los cuerpos convexos C∞ de área prefijada, ¿cuál es el que
tiene mayor volumen?

La solución ha este problema es el llamado isoperimétrice, un cuerpo convexo y cen-
trado que maximiza el volumen que contiene, fijado el área de su superficie. En espacios
de Minkowski, el problema fue tratado por Busemann utilizando justamente las nociones
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de área y volumen de Busemann. En [11] tenemos su estudio para el plano y en [12] la
generalización para dimensiones cualesquiera. Puesto que en un espacio de Minkowski,
todas las nociones de volumen son iguales excepto por un factor constante, la solución al
problema isoperimétrico no depende tanto de la noción de volumen elegida como de la
noción de área.

El objetivo de esta sección es dar una solución general al problema isoperimétrico en
espacios de Minkowski. Es más, vamos a construir explícitamente un conjunto y demos-
trar que dicho conjunto es en realidad el isoperimétrice.

Teorema 3.37 Sea V un espacio de Minkowski de dimensión n. Supongamos que la no-
ción de volumen en V viene dada por una n-forma Ω y supongamos que ω es una (n−1)-
densidad positiva en V tal que

B := {v ∈ Λn−1V : ω(v) ≤ 1}

es C∞ y cuadráticamente convexo. Entonces, el cuerpo convexo, centrado y C∞

I := (iΩ(B))∗ ⊂ V (3.6)

es el isoperimétrice para las nociones de volumen y área dadas en V , i. e. para cualquier
otro cuerpo convexo, centrado y C∞ K ⊂ V tal que area(∂K) = area(∂I), tenemos

volumen(K) ≤ volumen(I).

La prueba de este teorema se basa en la desigualdad de Brunn-Minkowski. Empezare-
mos presentando los elementos básicos de la teoría de Brunn-Minkowski.

3.3.1. La desigualdad de Brunn-Minkowski
La teoría de Brunn-Minkowski ocupa una posición fundamental en la teoría de cuer-

pos convexos. Sus técnicas, resultados y desigualdades constituyen hoy en día el núcleo
de esta teoría.

Teorema 3.38 (La desigualdad de Brunn-Minkowski) Sean K y L dos cuerpos conve-
xos centrados de un mismo espacio vectorial de dimensión n. Entonces, dados α y β
positivos, se tiene

vol(αK + βL)1/n ≥ α · vol(K)1/n + β · vol(L)1/n,

donde los volúmenes son obtenidos a partir de una densidad de volumen cualquiera.
Además, se establece la igualdad si y sólo si K y L son homotéticos.

Consultar el libro de Burago y Zalgaller, [10], o bien el de Schneider, [46], para una
demostración. En [25], Gardner da una interpretación geométrica de la desigualdad.
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Teorema 3.39 (Volúmenes mixtos de Minkowski) Sea V un espacio de Minkowski con
una noción de volumen. Sean K1, . . . , Kr cuerpos convexos y centrados de V y sean
λ1, . . . , λr números positivos. Entonces, vol(λ1K1 + . . . + λrKr) es un polinomio homo-
géneo de grado n en las variables λ1, . . . , λr. Más concretamente, existen unos números
V (Ki1 , . . . , Kin) con 1 ≤ i1, . . . , in ≤ r tales que

vol(λ1K1 + . . . + λrKr) =
r∑

i1,...,in=1

λi1 · · ·λinV (Ki1 , . . . , Kin). (3.7)

Los coeficientes V (Ki1 , . . . , Kin) se llaman4 volúmenes mixtos de Minkowski.

Teorema 3.40 (Fórmula de polarización para volúmenes mixtos) Bajo las mismas hi-
pótesis, el volumen mixto de n cuerpos convexos K1, . . . , Kn ⊂ V n, puede ser obtenido
mediante la siguiente fórmula

V (K1, . . . , Kn) =
1

n!

n∑
j=1

(−1)n+j
∑

i1<...<ij

vol(Ki1 + · · ·+ Kij)

 .

De aquí se desprenden estas dos propiedades:

a. para un cuerpo convexo K cualquiera, V (K, . . . , K) = vol(K);

b. los volúmenes mixtos son siempre no-negativos.

De ahora en adelante, adoptaremos la siguiente notación: si K y B son dos cuerpos
convexos, definimos

V (K[n− 1], B) := V (

n−1 veces︷ ︸︸ ︷
K, . . . , K,B).

Corolario 3.41 Sean K y B dos cuerpos convexos de V n y sea ε > 0, entonces

ĺım
ε→0+

vol(K + εB)− vol(K)

ε
= nV (K[n− 1], B).

Demostración Por el teorema 3.39,

vol(K + εB) = V (K, . . . , K) + nV (K[n− 1], B)ε + o(ε2).

�

Veamos ahora una consecuencia trivial de la desigualdad de Brunn-Minkowski, con-
secuencia que es equivalente a dicha desigualdad (ver [25]).

4Notar que podemos suponer sin pérdida de generalidad que dichos coeficientes son simétricos con res-
pecto a sus argumentos y que, por tanto, son determinados unívocamente por la descomposición polinomial
dada en (3.7).
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Corolario 3.42 (Primera desigualdad de Minkowski) Sean K y B dos cuerpos conve-
xos de V n, entonces

V (K[n− 1], B)n ≥ vol(K)n−1vol(B), (3.8)

alcanzándose la igualdad si y sólo si K y B son homotéticos.

Demostración Sea ε > 0, por el teorema 3.38

vol(K + εB) ≥ (vol(K)1/n + ε · vol(B)1/n)n

= vol(K) + nε · vol(K)
n−1

n vol(B)
1
n + o(ε2).

El resultado se obtiene aplicando el corolario anterior. �

3.3.2. El principio de Cavalieri

Sea V un espacio vectorial de dimensión n. Sean Ω una n-forma y ω una (n − 1)-
densidad positiva tal que la bola unidad

B := {v ∈ Λn−1V : ω(v) ≤ 1}

tiene como frontera un ciclo de referencia. Sea el cuerpo convexo y centrado

I := (iΩ(B))∗ ⊂ V,

donde iΩ es el isomorfismo canónico entre Λn−1V y V ∗ dado por Ω. Al igual que B, I
también tiene por frontera un ciclo de referencia. Consideremos ahora la estructura de
espacio de Minkowski de (V, I).

Definición 3.43 Sea K ⊂ V un cuerpo convexo y centrado. Sea E un subespacio vecto-
rial de dimensión n − 1 de V . Dado v ∈ V , se llama altura de v con respecto a E a la
distancia entre v y E, esto es el valor

HK
E (v) := ı́nf{‖v − u‖K : u ∈ E}.

Cuando no haya lugar a confusión, denotaremos la función altura por HE o simple-
mente por H .

Proposición 3.44 Con la notación anterior, dado ξ ∈ ∂K∗ con ker ξ = E, se tiene

HK
E (v) = | 〈xi, v〉 |, ∀v ∈ V.
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Demostración Dado v ∈ V , sea u ∈ E, entonces

|ξ(v)| = | 〈xi, v − u〉 |
= | 〈v − u, ξ〉 |
≤ sup

η∈K∗
| 〈v − u, η〉 |

= hK∗(v − u)

= ‖v − u‖K ,

donde hK∗ es la función de soporte con respecto a K∗, luego | 〈xi, v〉 | ≤ H(v).
Por otra parte, sea u ∈ ∂K tal que Tu∂K es paralelo a E. Puesto que V = 〈v〉 ⊕ E,

existe una única descomposición del tipo v = λu + v′ con v′ ∈ E. Gracias al corolario
1.15, tenemos

| 〈xi, v〉 | = |λ 〈xi, u〉+ 〈xi, v′〉 = λ,

luego | 〈xi, v〉 | = ‖v − v′‖ ≥ H(v). �

En la demostración anterior hemos obtenido v = ±HK
E (v) ·u+v′, más concretamente

v = HK
E (v) · u + v′ si u y v pertenecen al mismo semiespacio definido por E.

Proposición 3.45 Con la misma notación, dados v1, . . . , vn−1, u ∈ V , se tiene

|Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u)| = ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) ·HK
〈v1,...,vn−1〉(u), (3.9)

siendo ω la (n− 1)-densidad asociada a i−1
Ω (∂K∗).

Demostración Sin perdida de generalidad, podemos suponer que el sistema de vectores
{v1, . . . , vn−1, u} es linealmente independiente. Denotemos por E el subespacio vectorial
〈v1, . . . , vn−1〉. Sea u0 ∈ ∂K tal que Tu0∂K es el hiperplano de soporte paralelo a E más
cercano a u. Entonces, u = H(u) · u0 + u′, para cierto u′ ∈ E. Así pues,

|Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u)| = |Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u0)| ·H(u).

Gracias al lema 2.23, |Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u0)| = ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1), de donde se obtiene
el resultado. �

Definición 3.46 Dado un cuerpo convexo centrado y suave de V , se llama campo I-
normal sobre ∂K al campo vectorial XI

K que a cada vector u ∈ ∂K le asigna el único
vector XI

K(u) ∈ ∂I tal que Tu∂K es paralelo a TXI
K(u)∂I y tal que, en u, XI

K(u) apunta
hacia fuera de K.

Lema 3.47 Con la notación descrita, en ∂K

|Ω|cXI
K

= ω,

considerando las densidades anteriores como densidades diferenciables de ∂K.
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I
K

u

XI(u)
Tu∂K

Figura 3.10: Campo vectorial I-normal sobre ∂K.

Demostración El resultado es trivial a partir del lema 3.45 y viendo que para todo u ∈
∂K,

HI
Tu∂K(XI

K(u)) = 1.

�

Sea K un cuerpo convexo centrado de clase C∞ y XI
K el campo I-normal sobre K,

entonces para todo ε ≥ 0 y para todo u ∈ ∂K, tenemos que u + εXI
K(u) ∈ ∂(K + εI) y

que el I-normal XK+εI
I (u + εXI

K(u)) sobre ∂(K + εI) en u + εXI
K(u), coincide con el

I-normal XI
K(u) sobre ∂K en u.

Proposición 3.48 (El principio de Cavalieri) Para todo cuerpo convexo centrado y sua-
ve K de V y para cualquier ε ≥ 0,

vol(K + εI)− vol(K) =

∫ ε

0

area(∂(K + rI))dr.

Demostración Recordemos que la noción de volumen en V venía dada por Ω,

vol(K + εI)− vol(K) =

∫
(K+εI)\K

|Ω|.

Definamos pues la región Γ = interior((K + εI)\K) y consideremos las coordenadas
dadas por la aplicación j : ∂K×]0, ε[→ Γ con

j(u, r) = u + r ·X(u), ∀(u, r) ∈ ∂K×]0, ε[,

donde X = XI
K es el campo I-normal sobre ∂K. Consideremos también la familia de

aplicaciones jr := j(u, r) con r ∈]0, ε[. Notad que j es un difeomorfismo entre ∂K×]0, ε[
y Γ, al igual que jr lo es entre ∂K y ∂(K + rI); además,

Dj(u,r)(v, α) = v + rDXu(v) + α ·X(u) y Djru(v) = v + rDXu(v).
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Dado un punto u ∈ ∂K, sea {v1, . . . , vn−1} una base de Tu∂K y sea {V1, . . . , Vn}
la base de T(u,r)(∂K×]0, ε[) dada por Vi = (vi, 0) y Vn = (0, 1). Tenemos entonces,
aplicando el lema 3.47,

j∗|Ω|(V1 ∧ · · · ∧ Vn) = |Ω|(Djr(v1) ∧ · · · ∧Djr(vn−1) ∧X(u))

= ω(Djr(v1) ∧ · · · ∧Djr(vn−1))

= j∗rω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1)

= (j∗rω ? |dr|)(V1 ∧ · · · ∧ Vn).

Puesto que j∗|Ω| y j∗rω? |dr| son densidades de orden máximo que coinciden en una base,
han de ser ser idénticas. Por tanto,

vol(K + εI)− vol(K) =

∫
Γ

|Ω|

=

∫
K×]0,ε[

j∗rω ? |dr|

=

∫ ε

0

(∫
∂K

j∗rω

)
dr

=

∫ ε

0

(∫
∂(K+rI)

ω

)
dr

=

∫ ε

0

area(∂(K + rI))dr.

donde hemos utilizado el teorema de Fubini. �

Corolario 3.49 (Primera fórmula de Steiner) Para cualquier cuerpo convexo, centra-
do y suave K ⊂ V , se tiene

ĺım
ε→0

vol(K + εI)− vol(K)

ε
= area(∂K).

Corolario 3.50 Dado un cuerpo convexo, centrado y suave K de un espacio vectorial V
de dimensión n,

area(∂K) = nV (K[n− 1], I).

3.3.3. La demostración de la desigualdad isoperimétrica.
Demostración del Teorema 3.37. Supongamos que K ⊂ V es un cuerpo convexo cen-
trado de clase C∞ tal que area(∂K) = area(∂I). Por el corolario 3.50 y la desigualdad
de Minkowski (3.8),(

area(∂K)

n

)n

= V (K[n− 1], I)n ≥ vol(K)n−1vol(I).
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Por el mismo corolario,

area(∂I) = nV (I[n− 1], I) = nvol(I).

Luego,
vol(I)n ≥ vol(K)n−1vol(I)

y por tanto vol(I) ≥ vol(K). �

3.3.4. El isoperimétrice y la bola unidad.

Proposición 3.51 Sea (V, B) un espacio euclídeo de dimensión n (i. e. B es un elipsoide).
Consideremos sobre V una noción de volumen y una noción de (n− 1)-área, entonces el
isoperimétrice es la bola unidad.

Demostración Sea Ω la n-forma euclídea (i. e. Ω(u1, . . . , un) = 1 para cualquier base
ortonormal {u1, . . . , un}). Sea ω la (n−1)-densidad euclídea (i. e. ω(u1∧· · ·∧un−1) = 1
para cualquier sistema de vectores ortonormales {u1, . . . , un−1}). Sea

B := {v ∈ Λn−1V : ω(v) ≤ 1},

tenemos que demostrar entonces que B∗ = iΩ(B).
Dado ξ ∈ B∗, sea v1 ∧ · · · ∧ vn−1 = i−1

Ω (ξ). Sea u ∈ ∂B y sea {u1, . . . , un} una base
ortogonal de V tal que 〈u1, . . . , un〉 = 〈v1, . . . , vn〉. Por una parte existe λ1 ∈ R tal que
v1∧· · ·∧vn = λ1n1∧· · ·∧nn y por otra existe una única descomposición u = λ2 ·un +u′

con u′ ∈ 〈u1, . . . , un〉, además |λ2| ≤ 1. Se deduce de esto que

| 〈xi, u〉 | = |Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u)|
= |λ1λ2| · |Ω(u1 ∧ · · · ∧ un−1 ∧ un)|
≤ |λ1|
= |λ| · ω(u1 ∧ · · · ∧ un−1)

= ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1)

≤ 1.

Así pues, | 〈xi, u〉 | ≤ 1 para todo u ∈ ∂B y, por tanto, ξ ∈ B∗.
Recíprocamente, sea ξ ∈ B∗ y sea v1 ∧ · · · ∧ vn−1 = i−1

Ω (ξ). Si tomamos u ∈ ∂B
ortogonal a 〈v1, . . . , vn−1〉 y razonamos como antes, llegamos a que

ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) = | 〈xi, u〉 | ≤ 1,

luego ξ ∈ iΩ(B). �
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Dada una noción de área, ¿para que cuerpos convexos B ⊂ V , el isoperimétrice es
homotético a B? Busemann fue el primero que consideró este problema, haciéndolo para
la noción de área de Busemann, [18]. Así mismo, Holmes y Thompson estudiaron el
problema para las nociones que ellos definieron. Esta cuestión en su forma general está
lejos de ser trivial y, hoy en día, sigue abierta. Ahora daremos unas caracterizaciones para
ambas nociones que nos responden en cierto grado a este problema.

Dado u ∈ ∂B, denotemos por E(u) al hiperplano vectorial paralelo a Tu∂B. Con
esto, es fácil ver que HI

E(u)(u) = | 〈xi, u〉 |, donde ξ ∈ ∂I∗ y ker ξ = E(u).

Lema 3.52 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski y sea I el isoperimétrice asociado a
unas nociones de volumen y de (n−1)-área determinadas. Entonces, dado λ ≥ 0, B = λI
si y solamente si HE(u)(u) = λ, para todo u ∈ ∂B.

Demostración De la definición de la función de altura, está claro que HE(v)(v) = 1,
para todo v ∈ ∂I . Notar también que dado u ∈ ∂B, E(u) = E(λ−1u). Luego,

HE(u)(u) = λ ∀u ∈ ∂B ⇔ HE(λ−1u)(λ
−1u) = HE(λ−1u)(λ

−1u) = 1 ∀u ∈ ∂B

⇔ u ∈ λ∂I∀u ∈ ∂B,

HE(u)(u) = λHE(λ−1u)(λ
−1u) = λ,

tal y como queríamos demostrar. �

Lema 3.53 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con unas nociones de volumen y de
(n − 1)-área determinadas. Sea u ∈ ∂B y sea S0 un subconjunto medible de E(u). Si
denotamos por C(S0, u) al cono de base S0 y vértice u, entonces

vol(C(S0, u)) =
1

n
area(S0)HE(u)(u),

donde H es la función altura dada por es el isoperimétrice asociado a las nociones men-
cionadas.

Demostración Dado t ∈ [0, H(u)], sea St la imagen por p de la intersección del hiper-
plano paralelo a E(u) y pasando por tu y el cono C(S0, u), siendo p la proyección sobre
E(u) en la dirección de u (ver figura 3.11). Consideremos la aplicación

h : C(S0, u) −→
◦⋃

t∈[0,H(u)]

St

v 7−→ (p(v), H(v)).

Se puede comprobar que la aplicación h es un difeomorfismo. Además, si v1, . . . , vn ∈
V son tales que los n−1 primeros vectores forman una base de E(u), aplicando la formula
(3.9)

|Ω|(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ vn) = ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) ·H(vn)

= ω ? |dt|((v1, 0) ∧ · · · ∧ (vn−1, 0) ∧ (0, H(vn))

= h∗(ω ? |dt|)(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ vn),
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u

E(u)

C(S0,u)

S0
St

Figura 3.11: Cono de vértice u ∈ ∂B y base medible S0.

luego |Ω| = h∗(ω ? |dt|). Por tanto, el volumen de C(S0, u) vale

vol(C(S0, u)) =

∫
C(S0,u)

|Ω| =
∫ H(u)

0

(∫
St

ω

)
dt.

Sea ahora la homotecia

f : S0 −→ St

v 7−→ λ · v,

siendo λ = 1− t
H(u)

. Dada una base {v1, . . . , vn−1} de E(u), tenemos

ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) = λ−(n−1)ω(λ · v1 ∧ · · · ∧ λ · vn−1)

= λ−(n−1)f ∗ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1).

Por tanto, ω = λ−(n−1)f ∗ω en E(u) ∩B, luego∫
E(u)∩B

ω = λ−(n−1) ·
∫

S(t)

ω.

Si llegamos esto último a la expresión integral obtenida antes para el volumen de
C(S0, u), llegamos a que

vol(C(S0, u)) =

∫ H(u)

0

(
1− t

H(u)

)n−1

area(S0)dt

=
1

n
area(S0)H(u),

que justamente donde queríamos llegar. �
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u

Tu∂B

E(u)

B

CB(u)

Figura 3.12: Cono intersección de B con vértice u.

Dado un cuerpo convexo B ⊂ V y dado u ∈ ∂B, denotemos por CB(u) al cono
intersección de B, i. e. el cono de vértice u y de base E(u) ∩B.

Proposición 3.54 En un espacio de Minkowski (V n, B) con unas nociones de volumen y
de (n− 1)-área determinadas, se tiene que para todo u ∈ ∂B,

vol(CB(u)) =
1

n
area(E(u) ∩B)HE(u)(u),

donde H es la función altura dada por el isoperimétrice asociado a las nociones mencio-
nadas.

Proposición 3.55 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con una noción de volumen y
otra de (n− 1)-área. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, B y I
son homotéticos si y sólo si el valor

vol(CB(u))

area(E(u) ∩B)

es constante con respecto a u ∈ ∂B.

Si recordamos el caso particular de la noción de (n− 1)-área de Busemann, la cuál es
tal que toda sección de la bola unidad tiene área κn−1, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.56 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
área de Busemann. Sea IBus el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, B y
IBus son homotéticos si y sólo si

vol(CB(u)) = constante, (3.10)

para todo u ∈ ∂B.
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Si ω es una (n− 1)-densidad tal que

B := {v ∈ Λn−1V : ω(v) ≤ 1},

es un cuerpo convexo y centrado, significa que en realidad ω es una norma en λn−1V . Por
tanto, nos es lícito considerar la norma generada por polar B, llamada (n − 1)-densidad
dual de ω y denotada ω∗.

Considerando el noción de volumen dual de una noción de volumen dada y la noción
de área dual de una noción de área dada, vamos a ver que el isoperimétrice para las
nociones duales no es sino que el polar del isoperimétrice de las nociones originales.

Lema 3.57 Sea V un espacio vectorial. Dada una n-forma no trivial Ω, consideremos el
isomorfismo canónico iΩ : Λn−1V → V ∗, entonces su dual (iΩ)∗ = i−1

(Ω∗).

Demostración Puesto que i∗Ω : V → Λn−1V ∗ y iΩ∗ : Λn−1V ∗ → V son isomorfismos,
bastará demostrar que iΩ∗ ◦ i∗Ω = IdV . En primer lugar, notar que

〈i∗Ω(v), w1, . . . , wn−1〉 = Ω(w1 ∧ · · · ∧ wn−1 ∧ v)

y
〈iΩ∗(ξ1, . . . , ξn−1), η〉 = Ω∗(ξ1 ∧ · · · ∧ ξn−1 ∧ η).

Dado v ∈ V no nulo, sea ξ1, . . . , ξn−1 = i∗Ω(v) y sea w = iΩ∗(ξ1, . . . , ξn−1). Tenemos que
probar que w = v, lo que ocurrirá si y sólo si 〈η, w〉 = 〈η, v〉 para todo η ∈ V ∗. Sea pues
η ∈ V ∗. Si 〈η, v〉 = 0, tenemos que v ∈ ker η, pero tenemos también que v ∈ ker ξi, para
1 ≤ i ≤ n−1. Por dualidad η, ξ1, . . . , ξn−1 ∈ ker v, lo que implica que η ∈ 〈ξ1, . . . , ξn−1〉
y por tanto

〈η, w〉 = Ω∗(ξ1 ∧ · · · ∧ ξn−1 ∧ η) = 0.

Supongamos que 〈η, v〉 6= 0, entonces {ξ1, . . . , ξn−1, η} forma una base de V ∗. Sea
{w1, . . . , wn} su dual y veamos que wn es un múltiplo de v: por una parte

Ω(w1 ∧ · · · ∧ wn−1 ∧ v) = 〈i∗Ω(v), w1, . . . , wn−1〉
= 〈ξ1 ∧ · · · ∧ ξn−1, w1 ∧ · · · ∧ wn−1〉
= 1

y por otra, si en la lista {w1, . . . , wn−1} cambiamos algún wi por wn y denotamos la nueva
lista por {w′

1, . . . , w
′
n−1},

Ω(w′
1 ∧ · · · ∧ w′

n−1 ∧ v) = 0.

Así que ha de existir un escalar λ tal que wn = v, pero por definición 〈η, wn〉 = 1, luego
wn = 1

〈η,v〉 · v. �



3.3. EL PROBLEMA ISOPERIMÉTRICO 77

ξ

Tξ∂B*

B*

PB*(ξ)

Figura 3.13: Cono proyección de B con vértice u.

Teorema 3.58 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con una noción de volumen y otra
de (n− 1)-área. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones y sea I el isoperimé-
trice asociado a las nociones duales. Se tiene entonces que I = I∗.

Demostración Gracias a la ecuación (3.6), tenemos que demostrar que

I∗ = iΩ∗(B∗) = iΩ(B)∗ = I.

Sea v ∈ V , aplicando el lema anterior,

v ∈ iΩ∗(B∗) ⇔ i∗Ω(v) ∈ B∗

⇔ 〈i∗Ω(v), w1 ∧ · · · ∧ wn−1〉 , ∀w1 ∧ · · · ∧ wn−1 ∈ B
⇔ 〈v, iΩ(w1 ∧ · · · ∧ wn−1)〉 , ∀w1 ∧ · · · ∧ wn−1 ∈ B
⇔ 〈v, ξ〉 , ∀ξ ∈ iΩ(B)

⇔ v ∈ iΩ(B)∗

�

Dado un cuerpo convexo B ⊂ V y dado ξ ∈ ∂B∗, sea F (ξ) el hiperplano vectorial
paralelo a Tξ∂B∗ y sea πξ : V ∗ → F (ξ) la proyección sobre F (ξ) en la dirección de ξ.
Denotaremos por PB∗(ξ) al cono proyección de B∗, i. e. el cono de vértice ξ y de base
πξ(B

∗).

Proposición 3.59 Dado un espacio de Minkowski (V n, B) con unas nociones de volumen
y de (n − 1)-área determinadas, sea I el isoperimétrice asociado a dichas nociones. Se
tiene que para todo ξ ∈ ∂B∗,

vol(PB∗(ξ)) =
1

n
area(πξ(B

∗))HF (ξ)(u),

donde H es la función altura dada por el isoperimétrice I∗.
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Proposición 3.60 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con una noción de volumen y
otra de (n− 1)-área. Sea I el isoperimétrice asociado a estas nociones. Entonces, B y I
son homotéticos si y sólo si el valor

vol(PB∗(ξ))

area(πξ(B∗)

es constante con respecto a ξ ∈ ∂B∗.

Puesto que la densidad de área de Holmes-Thompson coincide con la de Busemann
siempre y cuando B es un elipsoide5, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.61 Sea (V n, B) un espacio de Minkowski con las nociones de volumen y
área de Holmes-Thompson. Sea IHT el isoperimétrice asociado a estas nociones. Enton-
ces, B y IHT son homotéticos si y sólo si

vol(PB∗(ξ)) = constante, (3.11)

para todo ξ ∈ ∂B∗.

Si un c.c.c. satisface la ecuación (3.10), se dice que cumple la condición del cono
intersección, de forma semejante, si satisface la ecuación (3.11), se dice que cumple la
condición del cono proyección. En dimensión 2, estas propiedades son equivalentes a la
propiedad triangular y a la propiedad triangular dual, respectivamente.

5Corolario 3.36



Capítulo 4

Fibrados dobles y la transformada de
Gelfand

En la primera mitad de este capítulo, daremos algunas definiciones básicas y los pri-
meros ejemplos sobre fibrados dobles y la transformada de Gelfand. Además, veremos
como ambos aparecen de forma natural en algunas transformaciones integrales conoci-
das. En la segunda mitad, demostraremos una versión general de la fórmula de Crofton y
estudiaremos esta en algunos casos particulares. Para finalizar, utilizaremos la fórmula de
Crofton para demostrar la fórmula integral de Cauchy generalizada.

4.1. Fibrados dobles
Ahora, daremos la noción de un objeto con una estructura más rica que la de un simple

fibrado, además de algunos ejemplos. Estos objetos aparecen luego de forma natural en al-
gunas transformaciones integrales, en las cuales haremos uso de densidades. Los fibrados
dobles fueron introducidos por Gelfand y sus colaboradores en [27].

4.1.1. Nociones básicas.
Veamos primeramente la definición de fibrado doble1.

Definición 4.1 Un fibrado doble es un conjunto formado por cinco elementos A, B, Γ,
π1 y π2, como indica el diagrama

A
π1

��~~
~~

~~
~

π2

��?
??

??
??

B Γ

los cuales están relacionados de la forma siguiente:
1Definiciones análogas pueden encontrarse en [30, 40].
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a. tanto π1 : A → B como π2 : A → Γ son fibrados diferenciables;

b. la aplicación π1 × π2 : A → B × Γ es una subvariedad regular;

c. para todo b ∈ B y para todo γ ∈ Γ, los conjuntos Bγ := π1(π
−1
2 (γ)) ⊂ B y

Γb := π2(π
−1
1 (b)) ⊂ Γ son subvariedades.

El espacio total de ambos fibrados, A, recibe el nombre de espacio de incidencias. Dos
elementos b ∈ B y γ ∈ Γ se dirán incidentes si sus respectivas fibras se intersecan, es
decir, si π−1

1 (b) ∩ π−1
2 (γ) 6= ∅.

He aquí algunos ejemplos de fibrados dobles:

Ejemplo 4.2 En primer lugar, el fibrado doble trivial

B × Γ
πB

{{xx
xx

xx
xx

x
πΓ

""F
FF

FF
FF

FF

B Γ

donde πB y πΓ son las proyecciones naturales.

Ejemplo 4.3 Sea V un espacio vectorial de dimensión n y consideremos el conjunto
de los k-planos afines Hk(V ). Si definimos el espacio de incidencias A := {(x, λ) ∈
V ×Hk(V ) : x ∈ λ} (espacio de incidencias estándar), entonces

A
π1

����
��

��
�� π2

""F
FF

FF
FF

FF

V Hk(V )

es un fibrado doble, donde π1 y π2 son las proyecciones naturales.

Ejemplo 4.4 Sea Sn la esfera n-dimensional (con n ≥ 1) y sea (Sn)∗ el espacio de todos
los círculos máximos orientados de Sn (esferas de dimensión n − 1). Al igual que antes,
si tomamos la relación de incidencia estándar, i. e. la pertenencia a un círculo máximo,
entonces

A
π1

��~~
~~

~~
~~ π2

""D
DD

DD
DD

D

Sn (Sn)∗

es un fibrado doble. El espacio (Sn)∗ se puede identificar con Sn si tenemos en cuenta
que los círculos máximos orientados de Sn no son más que la intersección de hiperplanos
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orientados de Rn+1 con Sn y que cada uno de dichos hiperplanos está determinado por el
vector normal unitario compatible con su orientación. Es decir, la aplicación

(Sn)∗ → Sn

πy 7→ y

donde πy = {x ∈ Sn : x ·y = 0} (siendo y el vector unitario que determina la orientación
de πy), es un difeomorfismo. Por tanto

Ã
π̃1

~~~~
~~

~~
~~ π̃2

  @
@@

@@
@@

@

Sn Sn

con Ã = {(x, y) ∈ Sn × Sn : x · y = 0} es un fibrado doble equivalente al anterior.

Ejemplo 4.5 Fibrado doble de Chern para espacios homogéneos. Sea G un grupo de
Lie, y sean H y K subgrupos cerrados de G. Tomando ahora como espacio de incidencias
A = {(xH, yK) ∈ G/H ×G/K : xH ∩ yK 6= ∅}, obtenemos el fibrado doble

A
π1

}}zz
zz

zz
zz π2

""E
EEEEEEE

G/H G/K.

El espacio de incidencias se puede identificar con la variedad G/(H ∩K).

4.1.2. La transformada de Gelfand
Con formas diferenciales podíamos definir con facilidad una operación llamada re-

troacción. Haremos lo mismo con densidades, además de dar otra operación, digamos
“opuesta” a la retroacción.

Definición 4.6 Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre variedades de dimen-
siones m y n respectivamente. Sea Φ una k-densidad sobre N con k ≤ m, n. Se llama
retroacción (del inglés pull-back) de Φ por f a la k-densidad f ∗Φ de M dada por

(f ∗Φ)x(v1 ∧ · · · ∧ vk) = Φf(x)(Dfx(v1) ∧ · · · ∧Dfx(vk)),

para todo x ∈ M y para todo v1, . . . , vk ∈ TxM .

Notar que podríamos haber definido la retroacción para k > m, pero en ese caso
tendríamos trivialmente f ∗Φ = 0.
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Definición 4.7 Sea π : M → N un fibrado diferenciable. Sea r la dimensión de las fibras.
Si Φ es una k-densidad en M con k ≥ r, se llama compresión (en inglés push-forward)
de Φ por π a la (k − r)-densidad π∗Φ de N dada por

(π∗Φ)y(v1 ∧ · · · ∧ vk−r) =

∫
π−1(y)

Φv1,...,vk−r
,

para todo y ∈ N y todo v1, . . . , vk−r ∈ TyN linealmente independientes. El integran-
do Φv1,...,vk−r

es una r-densidad sobre la fibra π−1(y) que viene dada a su vez por la
contracción

(Φv1,...,vk−r
)x = ΦxcV1 ∧ · · · ∧ Vk−r,

para todo x ∈ π−1(y), donde V1, . . . , Vk−r ∈ TxM son tales que Dπx(Vi) = vi con
i = 1, . . . , k − r.

El siguiente resultado nos dice que la definición no es dependiente de la elección de
los V1, . . . , Vk−r: puesto que si W1, . . . ,Wk−r ∈ TxM son tales que Dπx(Wi) = vi para
i = 1, . . . , k − r entonces

ΦxcV1 ∧ · · · ∧ Vk−r = ΦxcW1 ∧ · · · ∧Wk−r

en Tx(π
−1(y)).

Lema 4.8 Sean E y F dos espacios vectoriales con dimensiones p y q respectivamente
(con p ≥ q) y sea π : E → F una aplicación lineal suprayectiva. Si v1, . . . , vq ∈ F
son linealmente independientes y V1, . . . , Vq, W1, . . . ,Wq ∈ E son tales que π(Vi) =
π(Wi) = vi para i = 1, . . . , q, entonces

V1 ∧ · · · ∧ Vq ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up−q = W1 ∧ · · · ∧Wq ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up−q,

para todo U1, . . . , Up−q ∈ ker π.

Demostración Sean U1, . . . , Up−q ∈ ker π. Obviamente, si los Ui son linealmente de-
pendientes, no hay gran cosa que demostrar; supongamos pues que estos son linealmente
independientes. Por ser π lineal, los Vi y los Wi son linealmente independientes (respec-
tivamente). Además, como π es suprayectiva, cada uno de dichos sistemas es linealmente
independiente con respecto del de los Ui. Con esto, tenemos dos bases de E: la base for-
mada por los Vi y los Ui y la base formada por los Wi y los Ui. Luego, dado i ∈ {1, . . . , q}
existirán coeficientes αi

1, . . . , α
i
p ∈ R tales que

Vi = αi
1W1 + · · ·+ αi

qWq + αi
q+1U1 + · · ·+ αi

pUp−q.

Utilizando nuevamente la hipótesis de proyección y la independencia lineal de los vi,
obtenemos que αi

1 = 1 para todo i ∈ {1, . . . , q}. Gracias a este hecho, desarrollando el
producto exterior del los Vi con los Ui, llegamos a que

V1 ∧ · · · ∧ Vq ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up−q = W1 ∧ · · · ∧Wq ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up−q

tal y como queríamos demostrar. �



4.1. FIBRADOS DOBLES 83

En cierto modo, la compresión de una densidad nos da una densidad que en cada punto
tiene el “peso” de la fibra correspondiente. Considerando esto, medir una subvariedad de
N con esta nueva densidad es como medir su anti-imagen por π con la densidad original.
Eso es lo que afirma con precisión la siguiente afirmación.

Proposición 4.9 Sea π : M → N un fibrado diferenciable en el que las fibras tienen
dimensión r ≥ 1. Sea Φ una k-densidad en M con k ≥ r. Para toda subvariedad S ⊂ N
de dimension k − r, se tiene ∫

S

π∗Φ =

∫
π−1(S)

Φ, (4.1)

siempre y cuando alguna de las integrales exista.

Esta proposición se obtiene de forma directa de la definición de compresión de una
densidad gracias al teorema de Fubini.

Definición 4.10 Sea
A

π1

��~~
~~

~~
~

π2

��?
??

??
??

B Γ

un fibrado doble tal que las fibras de π1 tienen dimensión r ≥ 1. Si Φ es una k-densidad
sobre Γ con k ≥ r, entonces se llama transformada de Gelfand de Φ a la (k−r)-densidad
π1∗π

∗
2Φ definida sobre B.

Ejemplo 4.11 [La transformada de Radon] Sea f una función integrable Lebesgue de Rn

con soporte compacto. La transformada de Radon Rf es una aplicación con valores reales
definida en el espacio de los hiperplanos de Rn y que viene dada por

Rf(σ) :=

∫
σ

f(x)dλn−1(x) ∀σ ∈ Hn−1(Rn),

donde λn−1 es la medida de Lebesgue (n−1)-dimensional. Si f ∈ C∞0 (Rn), entonces Rf
es una aplicación diferenciable sobre Hn−1(Rn).

Consideremos ahora lo que llamaremos la hiperdensidad euclídea εn−1 sobre Rn: da-
dos n−1 vectores linealmente independientes v1, . . . , vn−1 de Rn, sea u un vector unitario
ortogonal al espacio generado por los anteriores, entonces:

εn−1(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) = |dx1 ∧ · · · ∧ dxn(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u)|.

Consideremos entonces el fibrado simétrico al del ejemplo 4.3

A
π1

zzuuuuuuuuuu
π2

  A
AA

AA
AA

A

Hn−1(Rn) Rn.
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En este fibrado, las fibras de π1 tienen dimensión n − 1, por tanto, dada una función
diferenciable con soporte compacto f ∈ C∞0 (Rn), la transformada de Gelfand de fεn−1

es una función diferenciable sobre Hn−1(Rn) y

π1∗π
∗
2(fεn−1)(σ) =

∫
π−1
1 (σ)

π∗2(fεn−1)

=

∫
π2(π−1

1 (σ))

fεn−1

=

∫
σ

fdλn−1

= Rf(σ).

Ejemplo 4.12 [La transformada de Radon esférica] La transformada de Radon (esférica)
es una aplicación R : C∞(Sn, R) → C∞(Sn, R) definida por

Rf(ξ) :=

∫
ξ⊥∩Sn

fdλn−1
s ∀ξ ∈ Sn,

donde ξ⊥ es el hiperespacio de Rn ortogonal a ξ.
Sea Ω la forma de volumen canónica de Sn. Vamos a definir a partir de ella una

densidad tal que su restricción a cada gran esfera de Sn corresponda a la medida de
Lebesgue (n−1)-dimensional esférica. Dado ξ ∈ Sn, sean v1, . . . , vn−1 ∈ TξS

n, entonces
consideremos la densidad

φ(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) = |Ω(v1 ∧ · · · ∧ vn−1 ∧ u)|,

donde u ∈ TξS
n es un vector unitario ortogonal a los anteriores.

Retomemos el fibrado doble del ejemplo 4.4

{(ξ, η) ∈ Sn × Sn : ξ · η = 0}
π1

uukkkkkkkkkkkkkkkkk
π2

))TTTTTTTTTTTTTTTT

Sn Sn.

Las fibras de π1 tienen dimensión n − 1, luego para f ∈ C∞(Sn), la transformada de
Gelfand de fφ es una aplicación diferenciable sobre Sn. Además

π1∗π
∗
2(fφ)(ξ) =

∫
π−1
1 (ξ)

π∗2(fφ)

=

∫
η∈Sn,ξ·η=0

fφ

=

∫
ξ⊥∩Sn

fdλn−1
s

= Rf(ξ).
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Ejemplo 4.13 [La transformada del coseno] Denotemos por C∞e (Sn) el espacio de fun-
ciones diferenciables pares sobre la esfera unidad Sn. La transformada del coseno es una
aplicación T : C∞e (Sn) → C∞e (Sn) definida por la fórmula

Tf(u) =

∫
ξ∈Sn

|ξ · u|f(ξ)dλn
s (ξ),

donde λn
s es la medida esférica de Lebesgue.

Consideremos el fibrado doble

Rn+1 × Sn

π1

xxrrrrrrrrrr
π2

''NNNNNNNNNNN

Rn+1 Sn × R,

donde π1(x, ξ) = x y π2(x, ξ) = (ξ, ξ · x). Sea Ω la forma de volumen canónica de Sn.
Para f ∈ C∞e (Sn), la aplicación f̃ |Ω ∧ dr| (con f̃(ξ, r) = f(ξ)) es una densidad de orden
n + 1 sobre Sn ×R y, puesto que las fibras de π1 tienen dimensión n, su transformada de
Gelfand es una 1-densidad sobre Rn+1. Dado x ∈ Rn+1 y un vector unitario cualquiera u,
si (x, ξ) ∈ π−1

1 (x), entonces V = (u, 0) ∈ T(x,ξ)π
−1
1 (x) es tal que (Dπ1)(x,ξ)(V ) = u y,

por definición, tenemos

π1∗π
∗
2(f̃ |Ω ∧ dr|)x(u) =

∫
π−1
1 (x)

π∗2(f̃ |Ω ∧ dr|)(x,ξ)cV.

Para aligerar las siguientes ecuaciones (en particular, los productos exteriores que en ellas
aparecen), tomaremos un sólo vector W ∈ T(x,ξ)(Rn+1 × Sn) en vez de los n que debe-
ríamos tomar. Observemos que W = (W1, W2) con W1 ∈ TxRn+1 y W2 ∈ TξS

n y

Dπ2 =

(
0 Id
ξ x

)
,

entonces

π∗2(f̃ |Ω ∧ dr|)(x,ξ)cV (W ) = f(ξ)|Ωξ ∧ drξ·x|(Dπ2(W ) ∧Dπ2(V ))

= f(ξ)|Ωξ ∧ drξ·x|((W2, ξ ·W1 + x ·W2) ∧ (0, ξ · u))

= |ξ · u|f(ξ)|Ωξ|(W2).

Consideremos ahora el fibrado π : (x, ξ) ∈ Rn+1 × Sn 7→ ξ ∈ Sn. Notar entonces que
π|π−1

1 (x) : π−1
1 (x) ' Sn y Dπ = (0 Id), por tanto

π∗2(f̃ |Ω ∧ dr|)(x,ξ)cV (W ) = |ξ · u|f(ξ)|Ωξ|(W2)

= |ξ · u|f(ξ)|Ωξ|(Dπ(W ))

= π∗(|ξ · u|f |Ω|)(x,ξ)(W )

y finalmente

π1∗π
∗
2(f̃ |Ω ∧ dr|)x(u) =

∫
Sn

|ξ · u|f(ξ)|Ω|. (4.2)
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4.2. Las fórmulas de Crofton

4.2.1. Fórmulas de Crofton en fibrados dobles

Supongamos que tenemos una variedad n-dimensional B tal que la familia {Bγ}γ∈Γ

de subvariedades de dimensión n − k de B está parametrizada por otra variedad Γ. Para
toda densidad Φ en Γ de orden máximo podemos definir un operador sobre el espacio de
las subvariedades de dimensión k de B como sigue

SΦ(N) =

∫
γ∈Γ

#(Bγ ∩N)Φ,

en caso de que la integral exista. Si existe una k-densidad φ sobre B, independiente de N ,
tal que ∫

N

φ =

∫
γ∈Γ

#(Bγ ∩N)Φ, (4.3)

se dice que está ecuación es una fórmula de Crofton.

Lema 4.14 (Fórmula de la coárea) Sean X e Y dos variedades de misma dimensión
y sea f : X → Y una aplicación C∞ tal que para todo valor regular su número de
preimágenes es finito. Dada una densidad Φ de orden máximo sobre Y , se tiene entonces∫

X

f ∗Φ =

∫
y∈Y

#(f−1(y))Φ. (4.4)

Teorema 4.15 (Fórmula de Crofton) Sea

A
π1

��~~
~~

~~
~

π2

��?
??

??
??

B Γ

un fibrado doble. Sea n = dim B y n − k = dim Bγ para todo γ ∈ Γ. Sea Φ una
densidad de orden máximo sobre Γ y sea N ⊂ B una subvariedad de dimensión k tal que
la integral ∫

γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ

existe. Entonces, dicha integral coincide con el volumen de N con respecto a la transfor-
mada de Gelfand de Φ, es decir:∫

N

π1∗π
∗
2Φ =

∫
γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ. (4.5)
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Demostración Supongamos por un momento que la integral del primer miembro de la
fórmula existe; luego, aplicando el teorema 4.9, bastaría probar∫

π−1
1 (N)

π∗2Φ =

∫
γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ.

Sean Γ0 = {γ ∈ Γ : Φγ 6= 0} y A0 = {a ∈ A : (π∗2Φ)a 6= 0}. Ambos conjuntos son
abiertos de Γ y A respectivamente, luego son variedades diferenciables. Es más, puesto
que dado γ ∈ Γ

Φγ = 0 ⇐⇒ (π∗2Φ)a = 0 ∀a ∈ π−1
2 (γ),

se tiene que π2|A0 : A0 → Γ0 sigue siendo un fibrado diferenciable. Por la definición de
Γ0, tenemos ∫

γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ =

∫
γ∈Γ0

#(N ∩Bγ)Φ.

Por la existencia de la integral del primer miembro, existe la del segundo. Por tanto, el
conjunto

∆ = {γ ∈ Γ0 : #(N ∩Bγ) = ∞}

tiene medida nula en Γ0 y∫
γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ =

∫
γ∈Γ0−∆

#(N ∩Bγ)Φ.

Sean ahora Γ′ = Γ0 − ∆ y A′ = A0 − π−1
2 (∆) abiertos de Γ0 y A0 respectivamente y,

por ende, variedades diferenciables. Para que π2|A′ : A′ → Γ′ sea a su vez un fibrado
diferenciable, basta ver que π2(A

′) = Γ′, lo que es inmediato.
Buscamos aplicar la fórmula de la coárea tomando X = π−1

1 (N) ∩ A′, Y = Γ′

y f = π2|π−1
1 (N)∩A′ . Hechas estas consideraciones, comprobemos que se cumplen las

condiciones del lema. Sean m la dimensión de Γ y r la dimensión de las fibras de π1. Por
hipótesis, tenemos que la dimensión de las fibras de π2 es n− k, luego

n + r = dim A = m + (n− k) ⇒ m = k + r.

Así, la dimensión de π−1
1 (N) coincide con la dimensión de Γ y, puesto que Γ′ y A′ son

subvariedades abiertas, dim(π−1
1 (N) ∩ A′) = dim Γ′.

Dado γ ∈ Γ′ se tiene

(π2|π−1
1 (N)∩A′)−1(γ) = π−1

1 (N) ∩ π−1
2 (γ).

Por ser π1 biyectiva sobre las fibras de π2

#(π−1
1 (N) ∩ π−1

2 (γ)) = #(N ∩Bγ).
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Aplicando finalmente la fórmula de la coárea∫
γ∈Γ

#(N ∩Bγ)Φ =

∫
γ∈Γ′

#(π−1
1 (N) ∩ π−1

2 (γ))Φ

=

∫
π−1
1 (N)∩A′

π∗2Φ

=

∫
π−1
1 (N)

π∗2Φ,

puesto que K = π−1
1 (N) ∩ π−1

2 (∆) tiene medida nula en N0 = π−1
1 (N) ∩ A0. �

Retomando el ejemplo 4.5, vamos a dar una fórmula de Crofton para fibrados dobles
entre espacios homogéneos.

Definición 4.16 Sea π : M → N un fibrado diferenciable entre variedades homogéneas
bajo la acción (a izquierda) de un mismo grupo de Lie G. Se dice que π es equivariante
si:

Lgπ = πLg ∀g ∈ G,

donde Lg representa la acción (a izquierda) con respecto al elemento g ∈ G.

Se desprende directamente de la definición que, en un fibrado equivariante, la acción
del grupo es un difeomorfismo entre la fibra de un elemento y ∈ N y la fibra de su
trasladado. Es decir, para todo g ∈ G y para todo y ∈ N

Lg : π−1(y) → π−1(Lgy)

es un difeomorfismo.

Definición 4.17 Sea M una variedad homogénea bajo la acción (a izquierda) de un gru-
po de Lie G. Se dice que una k-densidad Φ sobre M es invariante (a izquierda) si:

L∗
gΦ = Φ ∀g ∈ G.

Si x0 es un punto fijo, entonces las densidades invariantes sobre M están determinadas
por los valores que toman en Tx0M . Es más, puesto que las densidades de orden máximo
en espacios vectoriales se diferencian por un factor, las densidades invariantes de orden
máximo sobre M se diferencia también en un factor constante.

Lema 4.18 Sea π : M → N un fibrado equivariante bajo la acción (a izquierda) de
un grupo de Lie G y sean Φ y Ψ densidades invariantes sobre M y N respectivamente,
entonces:

a. π∗Ψ es una densidad invariante;
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b. si la compresión está bien definidapara Φ, entonces π∗Φ es invariante.

Demostración Para obtener el resultado para la retroacción de Ψ, basta con aplicar las
definiciones

L∗
g(π

∗Ψ) = (Lgπ)∗Ψ = (πLg)
∗Ψ = π∗(L∗

gΨ) = π∗Ψ,

y ya tenemos a demostrado.
Sea r la dimensión de las fibras de π y sea k un entero positivo tal que k + r sea el

orden de Φ. Sea y ∈ N y sean v1, . . . , vk ∈ TyN , se tiene

(Lg ∗ π∗Φ)y(v1 ∧ · · · ∧ vk) = (π∗Φ)Lgy(DLgv1 ∧ · · · ∧DLgvk).

Aplicando la propia definición de la compresión

(π∗Φ)Lgy(DLgv1 ∧ · · · ∧DLgvk) =

∫
π−1(Lgy)

ΦDLgv1,...,DLgvk
.

Supongamos cierto por un momento que ΦDLgv1,...,DLgvk
= (L∗

g−1Φ)v1,...,vk
; luego, como

Lg−1 : π−1(Lgy) → π−1(y) es un difeomorfismo, tenemos que

(L∗
gπ∗Φ)y(v1 ∧ · · · ∧ vk) =

∫
π−1(Lgy)

(L∗
g−1Φ)v1,...,vk

=

∫
π−1(y)

Φv1,...,vk

= (π∗Φ)y(v1 ∧ · · · ∧ vk).

Así, b queda demostrada.
Veamos pues que nuestra suposición anterior es cierta. Para simplificar y facilitar

la lectura, supondremos k = 2 y r = 1. Puesto que ΦDLgv es una 1-densidad sobre
π−1(Lgy), dado x ∈ π−1(Lgy) tomemos w ∈ Txπ

−1(Lgy). Por otra parte, sea V ∈ TxM
tal que DπV = DLgv y definamos U = DLg−1V ; tenemos entonces (gracias a la equiva-
rianza de π) que DπU = v. Hecho todo esto, y recordando la definición de esta densidad
contraída, obtenemos

ΦDLgv(w) = Φ(V ∧ w) = L∗
gΦ(U ∧DL−1

g w)

= (L∗
gΦ)v(DLg−1w) = L∗

g−1((L∗
gΦ)v)(w)

= L∗
g−1(Φv)(w).

Por tanto el lema queda demostrado. �

Tenemos ahora las herramientas necesarias para demostrar un teorema debido a Chern
que nos da la correspondiente fórmula de Crofton para espacios homogéneos.
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Teorema 4.19 Sea G un grupo de Lie, sean H y K subgrupos cerrados de G y conside-
remos el fibrado doble

G/(H ∩K)
π1

xxrrrrrrrrrr
π2

&&MMMMMMMMMM

G/H G/K,

donde π1 y π2 son las proyecciones naturales. Sea n la dimensión de G/H y n − k la
dimensión de las fibras de π1. Si G/K admite una densidad invariante de orden máximo
Φ y H es compacto, entonces existe una k-densidad invariante φ sobre G/H tal que para
toda subvariedad N ⊂ G/H de dimensión k se tiene∫

N

φ =

∫
yK∈G/K

#(N ∩ByK)Φ.

Es más, φ = π1∗π
∗
2Φ.

Demostración Basta aplicar el teorema 4.15 recordando que

G/(H ∩K) ' {(xH, yK) ∈ G/H ×G/K : xH ∩ yK 6= ∅}

y que, por el lema 4.18, la transformada de Gelfand de Φ es invariante. �

4.2.2. Los espacios clásicos.
Sea E uno de los tres espacios clásicos: el elíptico, el euclídeo o el hiperbólico, en-

tonces E es homogéneo bajo la acción de su respectivo grupo de isometrías, G. Si con-
sideramos el espacio de todas las subvariedades k-dimensionales completas y totalmente
geodésicas, el cuál denotaremos (como ya venimos haciendo) Hk(E), y consideramos
también el espacio estándar de incidencias entre E y Hk(E),

A = {(x, λ) ∈ E ×Hk(E) : x ∈ λ},

obtenemos un fibrado doble donde los tres espacios son homogéneos bajo la acción de G
y donde las proyecciones son equivariantes.

A
π1

����
��

��
�� π2

""F
FF

FF
FF

FF

E Hk(E)

Veremos que las densidades invariantes en estos espacios son únicas salvo factor cons-
tante. Por tanto, dada una densidad Φk invariante en Hk(E), su transformada de Gelfand
π1∗π

∗
2Φk será una constante veces la densidad estándar de E.
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Definición 4.20 Sea V un espacio vectorial de dimensión n. Dado k ≤ n, se llama
grassmanniana de orden k de V , que denotaremos Gk(V ), al conjunto de subespacios
k-dimensionales de V :

Gk(V ) = {π ≤ V : dim π = k}.

Se puede dotar a la grassmanniana de orden k de V de una estructura diferenciable,
para ello vamos a seguir el siguiente proceso: en primer lugar, vamos a ver que Gk(V ) es
biyectivo a un cierto espacio cociente. En segundo lugar, veremos que este cociente está
recubierto por ciertos conjuntos Uα que están a su vez en biyección con R(n−k)k. Luego,
a través de estas biyecciones, tanto Gk(V ) como el espacio cociente se pueden considerar
variedades C∞ de dimensión (n− k)k.

Fijada una base e = (e1, . . . , en) de V , todo k-plano π ∈ Gk(V ) puede ser represen-
tado por una matriz A de orden n × k formada por los coeficientes de una de sus bases
en la base e. Una matriz B representará al mismo k-plano si y sólo si existe una matriz
invertible2 T de orden k tal que B = A · T . Es decir, tenemos que

Gk(V ) ' M(n× k, k)/GL(k), (4.6)

donde M(n × k, k) es el conjunto de matrices de orden n × k y rango k y GL(k) es el
grupo general lineal (matrices regulares de orden k).

Supongamos por un momento que las k primeras filas de una matriz A ∈ M(n×k, k)
son linealmente independientes. Entonces existirá una única matriz P en la misma clase
de equivalencia que A con la siguiente estructura

P =

(
Idk

Z

)
,

donde Z es una matriz (n − k) × k. El conjunto formado por este tipo de matrices (y
por tanto el de sus respectivas clases de equivalencia) está en biyección con R(n−k)k, con
lo que hemos obtenido una aplicación X que nos lleva un subconjunto U de M(n ×
k, k)/GL(k) en R(n−k)k.

En un caso más general, sea α ∈ Nk un multi-índice con 1 ≤ α1 < · · · < αk ≤
n. Una matriz A ∈ M(n × k, k) con las filas {αi} linealmente independientes posee
una representación única Pα en la que dichas filas forman la matriz identidad. Las filas
restantes forman una matriz Zα que determina al igual que antes una aplicación Xα de
un dominio Uα en R(n−k)k. Dichos dominios recubren M(n × k, k)/GL(k), con lo que
podemos utilizar las aplicaciones asociadas Xα para definir una estructura C∞ sobre el
espacio cociente M(n×k, k)/GL(k). Y como ya enunciábamos anteriormente, podemos
ver a través de (4.6) a la grassmanniana de orden k de V como una variedad diferenciable
de dimensión (n− k)k.

Es posible realizar un proceso similar íntegramente en grupos de Lie y, dada su im-
portancia, vamos a detallarlo aquí. Sea e = {e1, . . . , en} una base de V que fijaremos.

2T es la matriz de cambio de base.
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Mediante e podemos ver las k primeras columnas de una matriz del grupo general lineal
GL(n) como los coeficientes de una base de un k-plano en la base e y las restantes n− k
filas como las de una base de un (n − k)-plano complementario. Consideremos ahora al
subgrupo cerrado de GL(n){(

B 0
0 C

)
: B ∈ GL(k), C ∈ GL(n− k)

}
,

el cual es canónicamente isomorfo a GL(k)×GL(n− k). Dos matrices M, M̃ ∈ GL(n)
representarán al mismo k-plano π ∈ Gk(V ) (i. e. las k-primeras filas de cada matriz son
coeficientes en e de bases de π) si y solamente si existe una matriz3 A ∈ GL(k)×GL(n−
k) tal que M̃ = M · A. Así pues tenemos la siguiente identificación

Gk(V ) ' GL(n)/(GL(k)×GL(n− k)). (4.7)

Puesto que el grupo general lineal GL(n) es un grupo de Lie y GL(k)×GL(n−k) es un
subgrupo cerrado de este, la biyección (4.7) confiere a Gk(V ) una estructura de variedad
diferenciable homogénea.

En caso de tener un producto escalar en V , se puede demostrar de forma similar que

Gk(V ) ' O(n)/(O(k)×O(n− k)), (4.8)

donde O(n) es el grupo ortogonal (matrices ortogonales). Hay que decir que tanto (4.6),
como (4.7), como (4.8), dan a Gk(V ) la misma estructura diferenciable. Una de las ven-
tajas que tiene ver a Gk(V ) como una estas variedades homogéneas 4 es que se hace fácil
comprobar que Gk(V ) y Gn−k(V

∗) (o Gk(V ) y Gn−k(V ) si se posee un producto escalar)
son canónicamente difeomorfas.

Definición 4.21 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y sea k ≤ n, se llama
grassmanniana de M a la variedad diferenciable:

Gk(TM) =
◦⋃

x∈M

Gk(TxM).

La construcción de la estructura diferenciable de la grassmanniana de una variedad di-
ferenciable es análoga a la construcción de la variedad tangente o la variedad cotangente.
Al igual que se hace con estas variedades, se puede llegar a definir un fibrado conocido
como fibrado de Grassmann.

3Al igual que antes A es la matriz de cambio de base, siéndolo también las submatrices B y C para las
respectivas bases.

4Existen otras relaciones de este tipo, además de sus equivalentes para espacios complejos en los que
basta reemplazar al grupo ortogonal por el grupo unitario.
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La acción de un grupo G sobre una variedad M induce una acción en las grassman-
nianas de M . Sea (x, π) ∈ Gk(TM) y sean v1, . . . , vk ∈ TxM tales que π = 〈v1, . . . , vk〉.
Suponiendo que la acción de G actúa a izquierdas, dado g ∈ G

Lg(x, π) = (Lgx, 〈DLgv1, . . . , DLgvk〉).

Esta acción está bien definida ya que DLg es un isomorfismo lineal de TxM en TLgxM
para todo x ∈ M .

Lema 4.22 Sea M una variedad diferenciable sobre la que actúa un grupo G. Sea B ⊂
Gk(TM) una subvariedad invariante tal que G actúa transitivamente sobre B. Sean Φ
y Ψ dos k-densidades invariantes sobre M , siendo Ψ no idénticamente nula. Existe una
constante c ∈ R tal que si x ∈ M y v1, . . . , vk ∈ TxM generan un plano en B, entonces

Φx(v1 ∧ · · · ∧ vk) = c ·Ψx(v1 ∧ · · · ∧ vk).

Demostración Sean x, y ∈ M , v1, . . . , vk ∈ TxM y w1, . . . , wk ∈ TyM como en el
enunciado, es decir, existen dos k-planos vectoriales π = 〈v1, . . . , vk〉 y σ = 〈w1, . . . , wk〉
tales que (x, π), (y, σ) ∈ B. Por la hipótesis de transitividad, existe g ∈ G tal que

(x, π) = Lg(y, σ),

luego
x = Lgy y 〈v1, . . . , vk〉 = 〈DLgw1, . . . , DLgwk〉 .

Puesto que la dimensión de π es k, la dimensión de Λkπ es 1 y existe una constante no
nula λ tal que

v1 ∧ · · · ∧ vk = λ ·DLgw1 ∧ · · · ∧DLgwk.

Con esto y por ser las densidades invariantes

Φx(v1 ∧ · · · ∧ vk) = λ · L∗
gΦy(w1 ∧ · · · ∧ wk)

= λ · Φy(w1 ∧ · · · ∧ wk)

Ψx(v1 ∧ · · · ∧ vk) = λ ·Ψy(w1 ∧ · · · ∧ wk).

Como G actúa transitivamente sobre B y Ψ es una densidad invariante no idénticamente
nula, entonces no puede ser nula en ningún punto de B y existen valores cx,v1,...,vk

y
cy,w1,...,wk

tales que

Φx(v1 ∧ · · · ∧ vk) = cx,v1,...,vk
·Ψx(v1 ∧ · · · ∧ vk)

Φy(w1 ∧ · · · ∧ wk) = cy,w1,...,wk
·Ψy(w1 ∧ · · · ∧ wk).

Finalmente

cx,v1,...,vk
·Ψx(v1 ∧ · · · ∧ vk) = Φx(v1 ∧ · · · ∧ vk)

= λ · Φy(w1 ∧ · · · ∧ wk)

= λ · cy,w1,...,wk
·Ψy(w1 ∧ · · · ∧ wk)

= cy,w1,...,wk
·Ψx(v1 ∧ · · · ∧ vk).

Por tanto cx,v1,...,vk
es independiente del punto x y los vectores v1, . . . , vk. �
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Notar que cuando M es uno de los tres espacios clásicos, entonces el grupo de isome-
trías G actúa transitivamente sobre toda la grassmanniana Gk(TM).

El siguiente resultado es debido a Chern ([20]]). Cabe destacar que, con las herra-
mientas obtenidas hasta ahora, la demostración de este teorema se hace trivial.

Teorema 4.23 Sea E uno de los tres espacios clásicos, siendo n su dimensión, y sea G el
grupo de isometrías correspondiente. Si Hn−k (con 1 ≤ k < n) denota el espacio de sub-
variedades (n−k)-dimensionales completas y totalmente geodésicas de E y Φn−k es una
densidad invariante sobre Hn−k, entonces existe una constante c que depende solamen-
te de n, k y de la normalización de Φn−k tal que para toda subvariedad k-dimensional
N ⊂ E se tiene que

volk(N) = c

∫
γ∈Hn−k

#(N ∩ γ)Φn−k. (4.9)

Ejemplo 4.24 Dada una curva γ de tipo C∞ en Rn, se tiene

longitud(γ) =
1

kn−1

∫
λ∈Hn−1(Rn)

#(λ ∩ γ)Φn−1,

donde kn−1 y Φn−1 son una constante y una densidad (resp.) que determinaremos más
adelante.

Consideremos el fibrado doble

A
π1

��~~
~~

~~
~~ π2

$$JJJJJJJJJJ

Rn H+
n−1(Rn),

donde H+
n−1(Rn) representa el espacio de hiperplanos orientados de Rn, A es el espacio

de incidencias estándar y π1 y π2 son las proyecciones naturales. Dado σ ∈ H+
n−1(Rn),

este se puede asociar unívocamente con el par (ξ, r) ∈ Sn−1 × R tal que

a. ξ es normal a σ y tiene la co-orientación de este;

b. x ∈ σ si y sólo si ξ · x = r.

Notar que, de este modo, los pares (ξ, r) y (−ξ,−r) determinan el mismo plano pero con
orientación opuesta y, por ello, H+

n−1(Rn) es un doble recubrimiento del espacio de los
hiperplanos afines no-orientados de Rn, Hn−1(Rn).

Por lo anterior, el espacio de incidencias A puede ser representado por

{(x, ξ, r) ∈ Rn × Sn−1 × R : ξ · x = r}.
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Puesto que la aplicación (x, ξ) ∈ Rn × Sn−1 → (x, ξ, ξ · x) ∈ A es un difeomorfismo, el
fibrado anterior es equivalente al siguiente

Rn × Sn−1

π1

yytttttttttt
π2

''OOOOOOOOOOO

Rn Sn−1 × R,

donde π1(x, ξ) = x y π2(x, ξ) = (ξ, ξ · x).
Sea Ω la forma de volumen canónica de Sn−1 (proveniente de la euclídea), definimos

la densidad de orden máximo sobre Sn−1 × R

Φ+
n−1 = |Ω ∧ dr|,

la cual es invariante bajo la acción del grupo euclídeo. Por tanto, existirá una constante c
tal que

longitud(γ) = c

∫
γ

π1∗π
∗
2Φ

+
n−1,

para toda curva γ de RN . De igual forma que obtuvimos (4.2), se llega a que

(π1∗π
∗
2Φ

+
n−1)x(v) =

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v| · |Ω|.

Es fácil ver que la aplicación

v 7→
∫

ξ∈Sn−1

|ξ · v| · |Ω|

es una norma. Es más, salvo un coeficiente constante, es la norma euclídea. Concretamen-
te, para u ∈ Sn−1, se puede demostrar5∫

ξ∈Sn−1

|ξ · u| · |Ω| = 2kn−1,

donde kn−1 es el volumen de la esfera unidad (n− 1)-dimensional. En el caso particular
en que γ es un segmento del tipo [0, u] con u ∈ Sn−1, tendríamos

1 = longitud([0, u]) = c

∫ 1

0

(∫
Sn−1

|ξ · tu| · |Ω|
)

dt = 2kn−1 · c

Finalmente, obtenemos

longitud(γ) =
1

2kn−1

∫
λ∈H+

n−1(Rn)

#(λ ∩ γ)Φ+
n−1,

o equivalentemente

longitud(γ) =
1

kn−1

∫
λ∈Hn−1(Rn)

#(λ ∩ γ)Φn−1,

donde Φn−1 es la densidad sobre Hn−1(Rn) que proviene de Φ+
n−1.

5Fórmula de la proyección de Cauchy (2.13).
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4.3. Morfismos de fibrados dobles

Definición 4.25 Sean B′ A′
π′1oo

π′2 // Γ′ y B A
π1oo π2 // Γ dos fibrados dobles, se

llama morfismo de fibrados dobles a un diagrama conmutativo de fibrados

B′

ρB

��

A′
π′1oo

ρA

��

π′2 // Γ′

ρΓ

��
B A

π1oo π2 // Γ

con ρB, ρA y ρΓ proyecciones diferenciables.

En cierto modo, podemos ver el fibrado inferior como una subestructura del superior,
una especie de “sub-fibrado”. Veamos un ejemplo sencillo que motiva por sí mismo la
definición.

Ejemplo 4.26 Sean λ ∈ Hk(Rn) y λ′ ∈ Hn−p(Rn) con k − p > 0, generalmente λ y λ′

se cortan en un plano afín (k − p)-dimensional. Sean

Γ′ = {(λ, λ′) ∈ Hk(Rn)×Hp(Rn) : dim(λ ∩ λ′) = k − p},

y
A′ = {(x, λ, λ′) ∈ Rn × Γ′ : x ∈ λ ∩ λ′}.

Y consideremos las aplicaciones

ρ(λ, λ′) = λ ∩ λ′ ∀(λ, λ′) ∈ Γ′,

y
µ(x, λ, λ′) = (x, λ ∩ λ′) ∀(xλ, λ′) ∈ A′.

Entonces, el diagrama

Rn

id

��

A′
π′1oo

µ

��

π′2 // Γ′

ρ

��
Rn Ak−p

π1oo π2 // Hk−p(Rn)

es un morfismo de fibrados dobles, donde las proyecciones son las habituales, así como
Ak−p.

Una pregunta natural que surge al estudiar este objeto es saber como actúa la transfor-
mada de Gelfand en los diferentes niveles. La respuesta nos la brinda el siguiente teorema:
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Teorema 4.27 Sea

B′

ρB

��

A′
π′1oo

ρA

��

π′2 // Γ′

ρΓ

��
B A

π1oo π2 // Γ

un morfismo de fibrados dobles tal que para todo punto a ∈ A, la aplicación π′2 restrin-
gida a la fibra ρ−1

A (a) es un difeomorfismo en la fibra ρ−1
Γ (π2(a)). Si Φ es una densidad

sobre Γ′, entonces
ρb∗π

′
1∗(π

′
2)
∗Φ = π1∗π

∗
2ρΓ∗Φ,

siempre y cuando cada miembro de esta última igualdad esté bien definido.

Demostración Puesto que ρB ◦ π′1 = π1 ◦ ρA, tenemos que ρB∗π
′
1∗ = π1∗ρA∗. Luego,

hay que probar que π1∗ρA∗(π
′
2)
∗Φ = π1∗π

∗
2ρΓ∗Φ, y bastará con

ρA∗(π
′
2)
∗Φ = π∗2ρΓ∗Φ.

Ahora, y al igual que en demostraciones anteriores, supondremos las dimensiones de
forma conveniente para facilitar la lectura. Sean a ∈ A y v ∈ TaA, sean a′ ∈ ρ−1

A (a) y
v′ ∈ Ta′A

′ tal que DρA(v′) = v, y sea ξ ∈ Ta′ρ
−1
A (a). Tenemos

((π′2)
∗Φ)a′cv′(ξ) =

(
(π′2)

∗(ΦcDπ′2(v′))
)

a′
(ξ),

por tanto

(ρA∗(π
′
2)
∗Φ)a(v) =

∫
ρ−1

A (a)

((π′2)
∗Φ)cv′

=

∫
ρ−1

A (a)

(π′2)
∗(ΦcDπ′2(v′))

=

∫
ρ−1
Γ (π2(a))

ΦcDπ′2(v′)

= (ρΓ∗Φ)π2(a)(Dπ2(v)).

Por otra parte, como ρΓ ◦ π′2 = π2 ◦ ρA, se tiene que DρΓDπ′2 = Dπ2DρA, de donde

DρΓDπ′2(v
′) = Dπ2DρA(v′) = Dπ2(v),

luego
(ρA∗(π

′
2)
∗Φ)a(v) = (ρΓ∗Φ)π2(a)(Dπ2(v)) = (π∗2ρΓ∗Φ)a(v).

�

Estamos ahora en disposición de demostrar las fórmulas integrales de Cauchy gene-
ralizadas. Empecemos con la más sencilla.



98 CAPÍTULO 4. FIBRADOS DOBLES

Teorema 4.28 Sea S ⊂ R3 una superficie compacta de clase C∞, entonces:

area(S) =
π2

2

∫
λ∈H2(R3)

longitud(λ ∩ S)dµ(λ), (4.10)

donde µ es la medida invariante estándar de H2(R3).

Demostración Como vimos en el ejemplo 4.24, Φ2 es una densidad invariante sobre
H2(R3). Es más, esta densidad es la que nos da la medida µ. En el espacio producto
H2(R3) ×H2(R3) tenemos pues la densidad producto Φ2 ? Φ2. Sea ∆ el subconjunto de
pares (λ, λ′) tal que dim(λ ∩ λ′) 6= 1. Este subconjunto tiene medida nula para la medida
producto. Finalmente, sea Γ = (H2(R3)×H2(R3))\∆ y consideremos el fibrado

ρ : Γ → H1(R3),

donde ρ(λ, λ′) = λ ∩ λ′. Este fibrado es equivariante bajo la acción del grupo euclídeo y
Φ2 ? Φ2 es una densidad invariante, por tanto, gracias al lema 4.18, ρ∗(Φ2 ? Φ2) también
es una densidad invariante.

Consideremos ahora el fibrado doble

A1

π1

~~}}
}}

}}
}} π2

##G
GG

GG
GG

GG

R3 H1(R3)

donde A, π1 y π2 son los elementos habituales. Considerando la superficie S y la densidad
ρ∗(Φ2 ? Φ2), por el teorema 4.23, existe una constante c1 tal que

area(S) = c1

∫
δ∈H1(R3)

#(δ ∩ S)ρ∗(Φ2 ? Φ2).

Utilizando ahora la proposición 4.9, el teorema de Fubini y nuevamente la fórmula de
Crofton (4.9),

area(S) = c1

∫
(λ,λ′)∈Γ

#(λ ∩ λ′ ∩ S)Φ2 ? Φ2

= c1

∫
λ′∈H2(R3)

(∫
λ∈H2(R3)

#(λ ∩ (λ′ ∩ S))Φ2

)
Φ2

= c1c2

∫
λ′∈H2(R3)

longitud(λ′ ∩ S)Φ2,

para cierta constante c2 independiente de S.
Sea c = c1c2, vamos a calcular en un caso concreto la integral∫

λ∈H2(R3)

longitud(λ ∩ S)Φ2,
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para así determinar el valor de c. Sea S la esfera unidad S2. Volviendo nuevamente al
ejemplo 4.24, el espacio H+

2 (R3) = S2 × R es un doble recubrimiento de H2(R3), luego∫
λ∈H2(R3)

longitud(λ ∩ S)Φ2 =
1

2

∫
λ∈H+

2 (R3)

longitud(λ ∩ S)Φ+
2 ,

donde Φ+
2 = |Ω ∧ dr|, siendo Ω la forma de volumen canónica de la esfera. Un plano

orientado λ = (ξ, r) ∈ S2 × R corta con la esfera S2 si y sólo si |r| ≤ 1, y entonces

longitud(λ ∩ S2) = 2π
√

1− r2.

Por tanto ∫
λ∈H+

2 (R3)

longitud(λ ∩ S)Φ+
2 =

∫
ξ∈S2

(∫ 1

−1

2π
√

1− r2dr

)
|Ω|

= 8π2

∫ 1

−1

√
1− r2dr

= 4π3

y

c =
4π3

2area(S2)
=

π2

2
.

�

Teorema 4.29 Sea B uno de los tres espacios clásicos: el elíptico, el euclídeo o el hiper-
bólico, y sea G el respectivo grupo de isometrías. Sea Γp, con 1 ≤ p < n = dim B, el
espacio de las subvariedades p-dimensionales completas y totalmente geodésicas de B, y
sea Φp una densidad de orden máximo (medida) en Γp. Sea k un entero tal que 1 ≤ k < n
y k + p > n, entonces existe una constante c que depende solamente de n, k, p y de la
normalización de Φp, tal que para toda subvariedad compacta k-dimensional N ⊂ B, se
tiene

volk(N) = c

∫
γ∈Γp

volk+p−n(γ ∩N)Φp. (4.11)

Demostración Sea Γ′ el espacio de pares de Γp×Γ2n−k−p que se cortan transversalmen-
te. El conjunto de pares que no lo hacen tiene medida nula en el espacio producto para la
medida producto. Sea A′ es espacio de incidencias estándar entre B y Γ′, y sea An−k el
equivalente para B y Γn−k. Consideremos ahora el morfismo de fibrados dobles siguiente

B

id

��

A′
π′1oo

ρA

��

π′2 // Γ′

ρΓ

��
B An−k

π1oo π2 // Γn−k
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donde ρΓ(γ, λ) = γ ∩ λ y ρA(x, γ, λ) = (x, γ ∩ λ). Este morfismo satisface la hipótesis
del teorema 4.27 y, por tanto, π1∗π

∗
2ρΓ∗ = id∗π

′
1∗(π

′
2)
∗ = π′1∗(π

′
2)
∗.

Por otro lado, se puede ver fácilmente que ρΓ es equivariante bajo la acción de G sobre
Γ′ y Γn−k, entonces la densidad ρΓ∗(Φp ? Φ2n−k−p) es invariante en Γn−k y, por el lema
4.22, existirá una constante c1 tal que

Φn−k = c1 · ρΓ∗(Φp ? Φ2n−k−p).

Utilizando ahora a fórmula de Crofton (4.9) y el teorema de Fubini, para ciertas constantes
c2 y c3, se tiene

volk(N) = c2

∫
N

π1∗π
∗
2Φn−k

= c1c2

∫
N

π1∗π
∗
2ρΓ∗(Φp ? Φ2n−k−p)

= c1c2

∫
N

π′1∗(π
′
2)
∗(Φp ? Φ2n−k−p)

= c1c2

∫
Γ′

#(N ∩ γ ∩ λ)Φp ? Φ2n−k−p

= c1c2

∫
Γp

(∫
Γ2n−k−p

#((N ∩ γ) ∩ λ)Φ2n−k−p

)
Φp

=
c1c2

c3

∫
Γp

volk+p−n(N ∩ γ)Φp.

�



Capítulo 5

Geometría integral de espacios Finsler
proyectivos

Todo producto escalar induce una norma, pero el contrario no es cierto. Un espacio
de Finsler es una abstracción de una variedad riemanniana en la que carecemos de un
producto escalar en el tangente, pero tenemos una norma. Estudiaremos en este capítulo
el caso particular de los espacios de Finsler proyectivos, espacios modelados sobre Rn

para los cuales las rectas son las geodésicas.

5.1. Espacios de Finsler

5.1.1. Métricas Finsler.
Una métrica Finsler sobre una variedad diferenciable M equivale a asociar a cada

punto x ∈ M una métrica de Minkowski sobre el espacio tangente TxM de forma dife-
renciable con respecto a x.

Definición 5.1 Sea Mn una variedad diferenciable. Una métrica Finsler es una aplica-
ción F : TM → R+ tal que:

a. F ∈ C∞(TM \Θ), donde Θ es la sección nula de TM ;

b. F es positivamente homogénea de grado 1 en la componente tangencial, i. e. dados
x ∈ M y v ∈ TxM , entonces:

F (x, t · v) = |t| · F (x, v), ∀t ∈ R;

c. para todo punto x ∈ M , el conjunto dado por:

BxM := {v ∈ TxM : F (x, v) ≤ 1}

es un cuerpo cuadráticamente convexo y suave en TxM .

101
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Gracias a las propiedades b y c, Fx = F (x, ·) es una norma en TxM (la norma genera-
da por BxM ha de coincidir con Fx). Es más, F es una 1-densidad sobre M . Recordemos
que, por ser BxM cuadráticamente convexo, su polar B∗

xM ⊂ T ∗
xM también es un cuer-

po cuadráticamente convexo y C∞ y que, por definición, el hessiano de Fx es definido
positivo en cada punto.

Los ejemplos más sencillos de métricas Finsler pueden ser una métrica de Minkowski
en un espacio vectorial tal que la esfera unidad es un ciclo de referencia o una métrica
riemanniana.

Definición 5.2 Un espacio de Finsler es un par (M, F ), donde F es una métrica Finsler
sobre la variedad diferenciable M .

Un espacio de Finsler es infinitesimalmente un espacio de Minkowski. La estructura
de Minkowski en cada espacio tangente cambia suavemente con respecto al punto base.

5.1.2. Espacios de Finsler proyectivos.
La métrica de un espacio Finsler no nos ofrece un método directo de medir la distancia

entre dos puntos de la variedad, sin embargo si nos permite medir la tasa de cambio
cuando vamos de un punto a otro. Para definir la distancia entre dos puntos, vamos a
seguir un proceso de marcha atrás, definiendo primero la longitud de curvas y a partir de
ello, la distancia entre puntos.

Definición 5.3 Sea (M, F ) un espacio de Finsler y sea γ : [a, b] → M un camino1 de
clase C∞. Se define la longitud del camino γ como el valor de la integral:

longitud(γ) :=

∫ b

a

F (γ(t), γ′(t))dt =

∫
γ

F. (5.1)

Puesto que F es homogénea de grado 1, esta definición no depende de la parametri-
zación. Ahora tenemos un método conciso para medir el trayecto entre dos puntos depen-
diendo del camino elegido. Es natural pues definir la distancia entre dos puntos como el
trayecto más corto posible.

Definición 5.4 Dado un espacio de Finsler (M, F ), sean x, y ∈ M . Definimos la distan-
cia entre x e y como el ínfimo de las longitudes de los arcos uniendo x e y, i. e.

dist(x, y) := ı́nf{longitud(γ) : γ es un arco uniendo x e y}. (5.2)

Definición 5.5 En un espacio de Finsler (M, F ), un arco uniendo x, y ∈ M es un seg-
mento geodésico si para todo otro arco δ uniendo x e y, se tiene que:

longitud(δ) ≥ longitud(γ).

1Hacemos referencia aquí a una subvariedad inmersa de dimensión 1. Identificaremos con γ, la propia
parametrización y el arco que une γ(a) con γ(b).
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Los segmentos geodésicos son aquellas subvariedades de dimensión 1 que minimizan
el problema variacional

γ 7→
∫

γ

F.

Definición 5.6 En un espacio de Finsler (M, F ), un curva de M definida en un intervalo
abierto I es una curva geodésica si localmente es un segmento geodésico, i. e. para todo
t0 ∈ I existe un ε > 0 tal que para todo t1, t2 ∈]t0 − ε, t0 + ε[, el arco γ([t1, t2]) es un
segmento geodésico.

Nos son de particular interés las métricas Finsler sobre Rn para las cuales las curvas
geodésicas son las rectas afines de Rn.

Definición 5.7 Una métrica Finsler sobre Rn se dice proyectiva si para ella las curvas
geodésicas son exactamente las rectas afines de Rn.

El 4ij problema de Hilbert trata de determinar y estudiar dichas métricas Finsler. Un
primer resultado en esta dirección es debido a Hamel, un estudiante de Hilbert.

Teorema 5.8 (Hamel) Para una métrica Finsler F sobre Rn, las rectas afines minimizan
el problema variacional γ 7→

∫
γ
F si y sólo si F satisface la siguiente ecuación diferen-

cial:
∂2F

∂xi∂vj

=
∂2F

∂xj∂vi

, para todo 1 ≤ i, j ≤ n. (5.3)

Ejemplo 5.9 [Espacios de Minkowski] Ya vimos en la sección 3.1.2 que las geodésicas
del espacio de Minkowski (Rn, B), eran las rectas afines si ∂B era estrictamente convexo.
Por tanto, las normas de Rn tales que la bola unidad asociada es un cuerpo cuadrática-
mente convexo, son métricas Finsler proyectivas.

Ejemplo 5.10 [La construcción de Busemann-Pogorelov] Sea Φ una densidad de volu-
men sobre el espacio de hiperplanos afines Hn−1(Rn). Dados dos puntos x, y ∈ Rn,
definimos la función distancia entre x e y como la medida del conjunto de hiperplanos
que cortan el segmento xy, es decir:

d̂ist(x, y) :=

∫
λ∈Hn−1(Rn)

#(xy ∩ λ)Φ.

Definimos entonces la longitud de una curva γ : [a, b] → Rn rectificable, mediante la
expresión:

̂longitud(γ) := ĺım
|P |→0

lP∑
i=1

dist(γ(ti), γ(ti−1)),

donde P = {ti : a = t0 < t1 < · · · < tlP = b} es una buena partición del intervalo
[a, b], es decir γ ∈ C∞([a, b] \ P ), y donde |P | es el diámetro de dicha partición. Con
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la notación empleada, queremos hacer resaltar que las funciones aquí definidas no son (a
priori) iguales a las dadas en (5.2) y (5.1), ya que unas vienen definidas a partir de un
métrica Finsler y las otras no.

La función d̂ist es obviamente simétrica y positiva, anulándose si y sólo si la distan-
cia es medida entre puntos iguales. Por tanto, para que la función d̂ist sea realmente una
distancia, falta comprobar la desigualdad triangular. En un principio, no tenemos control
sobre la densidad elegida y no podemos asegurar que la desigualdad se cumpla. Supon-
gamos pues que sí lo hace y que además es desarguesiana:

z ∈ xy ⇔ d̂ist(x, y) = d̂ist(x, z) + d̂ist(z, y).

Dados dos puntos x, y ∈ Rn, sea γ : [a, b] → Rn una curva rectificable uniéndolos y sea
P una buena partición de [a, b]. Por la desigualdad triangular,

d̂ist(x, y) ≤
lP∑
i=1

d̂ist(γ(ti), γ(ti−1)),

por tanto
d̂ist(x, y) ≤ ̂longitud(γ)

y así
d̂ist(x, y) ≤ ı́nf{ ̂longitud(γ) : γ es un arco uniendo x e y}.

Pero es inmediato ver que dist(x, y) = longitud(xy), luego

d̂ist(x, y) = ı́nf{ ̂longitud(γ) : γ es un arco uniendo x e y}.

Definamos ahora la función:

F (x, v) := ĺım
t→0

1

t
d̂ist(x, x + tv),

con x ∈ Rn y v ∈ Rn. Se puede comprobar que entonces Fx define una norma en Rn,
pero para que esta fuera una métrica Finsler, deberíamos verificar que es diferenciable
con respecto al punto base y que las (n − 1)-esferas F−1

x (1) son ciclos de referencia.
Suponiendo esto último, tenemos una métrica Finsler para la cual la longitud del segmento
xy es

̂longitud(xy) =

∫
xy

F

y para cualquier curva γ en Rn

̂longitud(γ) =

∫
γ

F.

Es decir que estas definiciones coinciden con las anteriormente dadas (dejaremos de dis-
tinguirlas), por lo que las rectas afines de Rn son geodésicas para la métrica F . Es más,
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son las únicas geodésicas: si γ es una geodésica (no recta) uniendo dos puntos x e y, para
algún tiempo t0, el punto γ(t0) no pertenece al segmento xy. Si consideramos la descom-
posición de γ en dos arcos γ1 y γ2 tales que γ1 une x con γ(t0) y γ2 une γ(t0) con y,
utilizando la propiedad desarguesiana:

dist(x, y) = longitud(γ)

= longitud(γ1) + longitud(γ2)

≥ dist(x, γ(t0)) + dist(γ(t0), y)

> dist(x, y),

contradicción. Por tanto, F es una métrica Finsler proyectiva.
Calculemos ahora una nueva expresión para la métrica F . Recordemos antes de nada

que teníamos la siguiente representación para el espacio de hiperplanos orientados de Rn,
H+

n−1(Rn) = Sn−1 × R, el cual es un doble recubrimiento de Hn−1(Rn). Considerando
Φ+ = π∗Φ, donde π : H+

n−1(Rn) → Hn−1(Rn) es la proyección canónica, tenemos:

dist(x, y) =
1

2

∫
λ∈H+

n−1(Rn)

#(xy ∩ λ)Φ+.

Dado ξ ∈ Sn−1, el hiperplano orientado (ξ, r) ∈ Sn−1 × R interseca al segmento
x(x + tv) si ξ ·x ≤ r ≤ ξ · (x+ tv) (cuando ξ · v > 0 o si ξ · (x+ tv) ≤ r ≤ ξ ·x (cuando
ξ · v < 0. Por otra parte, como ya vimos en 2.15, existe una función ν : Sn−1 × R → R+

de clase C∞ tal que Φ+
(ξ,r) = ν(ξ, r)|Ω∧dr|(ξ,r), donde Ω es la forma de volumen estándar

de Sn−1. Utilizando esto y el teorema de Fubini, obtenemos:

2 · dist(x, x + tv) =

∫
λ∈H+

n−1(Rn)

#(xy ∩ λ)Φ+

=

∫
ξ∈Sn−1,ξ·v>0

(∫ ξ·(x+tv)

ξ·x
ν(ξ, r)dr

)
|Ω|+∫

ξ∈Sn−1,ξ·v<0

(∫ ξ·x

ξ·(x+tv)

ν(ξ, r)dr

)
|Ω|.

Por tanto,

ĺım
t→0

2

t
· dist(x, x + tv) =

∫
ξ∈Sn−1,ξ·v>0

(ξ · v)ν(ξ, ξ · x)|Ω| −∫
ξ∈Sn−1,ξ·v<0

(ξ · v)ν(ξ, ξ · x)|Ω|

=

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v|ν(ξ, ξ · x)|Ω|.

Es decir que la métrica F admite la representación integral:

F (x, v) =
1

2

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v|ν(ξ, ξ · x)|Ω|,
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donde Ω es la forma de volumen estándar de Sn−1 y ν : Sn−1 × R → R+ es una función
par de clase C∞. Este resultado es general. En efecto, Pogorelov y Szabó demostraron

Teorema 5.11 (Pogorelov [38], Szabó [49]) Sea F una métrica Finsler proyectiva sobre
Rn. Entonces, existe una aplicación C∞ y par ν : Sn−1 × R → R, no necesariamente
positiva, tal que

F (x, v) =
1

2

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v|ν(ξ, ξ · x)|Ω|, (5.4)

donde Ω es la forma de volumen estándar de Sn−1.

5.1.3. Volúmenes en espacios de Finsler.

Todo espacio de Finsler es infinitesimalmente un espacio de Minkowski, por lo tanto
es lógico querer definir una noción de volumen (o de área) sobre espacios de Finsler
tal que este objeto sea compatible con la definición de noción de volumen (o de área)
sobre espacios de Minkowski. Supongamos que tenemos una noción de volumen para un
espacio de Minkowski (ver sección 3.2). Entonces, para un espacio de Finsler (M, F )
tenemos en cada tangente TxM , con x ∈ M , una densidad positiva de orden máximo
φx : ΛnTxM → R+. Si φx depende suavemente del punto base x ∈ M , entonces tenemos
una densidad de volumen sobre M , más concretamente queremos lo siguiente:

Definición 5.12 Una noción de volumen para espacios de Finsler es una manera de asig-
nar a cada espacio de Finsler (M, F ) una densidad de volumen volF sobre M satisfa-
ciendo:

a. (Normalización) si F es una métrica riemanniana, entonces la densidad de volumen
volF es la densidad de volumen euclídea estándar2;

b. (Isometría) si i : (M, F ) → (N, L) es una isometría entre espacios de Finsler3,
entonces i∗volL = volF ;

c. (Monotonía) si F y L son dos métricas Finsler sobre M tales que F ≤ L, entonces
volF ≤ volL.

d. (Continuidad) la aplicación que asigna a cada norma Fx en TxM , la norma volF x

en ΛnTxM es continua con respecto a la distancia de Banach-Mazur;

2i. e. volF x(e1 ∧ · · · ∧ en) = 1 para cualquier base ortonormal de TxM .
3i es un difeomorfismo y además i∗L = F .
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El volumen de Busemann.

En el capítulo §3 (sección §3.2.1) hemos descrito la noción de volumen de Busemann
para espacios de Minkowski, extendamos pues dicha noción de volumen a espacios de
Finsler. Para definir la noción de volumen de Busemann para espacios de Finsler, dado un
espacio de Finsler (M, F ), tomemos en cada espacio tangente TxM la siguiente densidad
de volumen:

φBus(x, v) :=
κn

vol(BxM ; v)
, ∀v ∈ ΛnTxM \ {0}, (5.5)

donde BxM es la bola unidad para Fx en TxM y vol(BxM ; v) es su volumen con respecto
a la única densidad vectorial |Ω| sobre TxM tal que |Ω|(v) = 1. Si v es nulo, entonces
definimos el valor de φBus(x, 0) por cero. La densidad φBus depende suavemente del pun-
to base y, por tanto, es una densidad de volumen de clase C∞ sobre la variedad M . El
volumen de Busemann del espacio de Finsler M es entonces

volBus(M) :=

∫
M

φBus, (5.6)

si la integral existe.
Notar que todo espacio de Finsler es un espacio métrico y, por ello, la medida de

Hausdorff puede ser definida sobre este tipo de espacios. Se puede demostrar que de
hecho la noción de volumen de Busemann y la medida de Hausdorff coinciden.

El volumen de Holmes-Thompson.

La noción de volumen de Holmes-Thompson sobre espacios de Minkowski fue defini-
da como la dual de la noción de Busemann (ver sección 3.2.1). Si (Mn, F ) es un espacio
de Finsler, se define la densidad de volumen de Holmes-Thompson como

φHT(x, v) :=
vol(B∗

xM ; v)

κn

, ∀v ∈ ΛnTxM \ {0}, (5.7)

donde B∗
xM ⊂ T ∗

xM es el dual del cuerpo convexo BxM ⊂ TxM y vol(B∗
xM, v) su

volumen con respecto a |v|. Si v = 0, entonces φHT(x, 0) := 0. La densidad φHT es de
clase C∞ y el volumen de Holmes-Thompson del espacio de Finsler (M, F ) se define por

volHT(M) :=

∫
M

φHT, (5.8)

siempre y cuando la integral exista.

5.1.4. Áreas en espacios de Finsler.
Recordar que una noción de volumen para espacios de Minkowski inducía una noción

de área. Aquí consideraremos de forma análoga una noción área para espacios de Finsler
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como la inducida por alguna noción de volumen para espacios de Finsler. Notar que si
(Mn, F ) es un espacio de Finsler y N ⊂ M es una subvariedad inmersa k-dimensional,
entonces N es un espacio de Finsler en sí mismo teniendo por métrica la restricción de F
a N . Definimos la k-área de N como el volumen del espacio de Finsler (N, F |N).

El área de Busemann de N puede ser obtenida mediante la integral

areaBus
k (N) :=

∫
N

φBus
k , (5.9)

donde
φBus

k (x, v) :=
κk

vol(BxM ∩ E; v)
, ∀v ∈ Λk

dTxM \ {0}, (5.10)

siendo v = v1 ∧ · · · ∧ vk y E = 〈v1, . . . , vk〉.
Análogamente, el área de Holmes-Thompson de N puede ser obtenida mediante la

integral

areaHT
k (N) :=

∫
N

φHT
k , (5.11)

donde

φHT
k (x, v) :=

vol((BxM ∩ E)∗; v)

κk

, ∀v ∈ Λk
dTxM \ {0}, (5.12)

siendo de la misma forma v = v1 ∧ · · · ∧ vk y E = 〈v1, . . . , vk〉.

5.2. Fórmulas de Crofton
Entre las dos nociones de área y volumen descritas en la sección anterior, solamente la

de Holmes-Thompson parecen tener utilidad en geometría integral. En esta sección, dare-
mos una prueba completa de la formula de Crofton para espacios de Finsler proyectivos
mediante el uso de las nociones de Holmes-Thompson. Puesto que un espacio de Min-
kowski es un caso particular de espacio de Finsler proyectivo (cuando la bola unidad es
suave y cuadráticamente convexa), tendremos como consecuencia una formula de Crof-
ton para espacios de Minkowski. Una aplicación interesante de las técnicas de fibrados
dobles es, como veremos, la posibilidad de probar una versión generalizada de la formula
integral de Cauchy.

5.2.1. Fórmulas de Crofton para espacios de Finsler proyectivos.
Teorema 5.13 Sea F una métrica Finsler proyectiva en Rn y sea k un entero tal que
1 ≤ k ≤ n− 1. Entonces, existe una densidad de orden máximo (una medida con signo)
Φn−k sobre el espacio Hn−k(Rn) de los (n − k)-planos de Rn tal que para cualquier
subvariedad inmersa N ⊂ Rn de dimension k, se tiene

areaHT
k (N) =

∫
λ∈Hn−k(Rn)

#(N ∩ λ)Φn−k. (5.13)
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En la construcción de Pogorelov del ejemplo 5.10, hemos visto de cerca la relación
existente entre el caso k = 1 y la métrica de Finsler.

Demostración Primero trataremos el caso k = 1. Puesto que por hipótesis F es una
métrica Finsler proyectiva, existe una densidad de orden máximo Φn−1 en Hn−1(Rn) tal
que

dist(x, y) =

∫
λ∈Hn−1(Rn)

#(xy ∩ λ)Φn−1,

para todo x, y ∈ Rn. Considerando el espacio de los hiperplanos orientados H+
n−1(Rn) y

el doble recubrimiento canónico ρ : H+
n−1(Rn) → Hn−1(Rn), sea la densidad de orden

máximo Φ+
n−1 = ρ∗Φn−1 entonces obtenemos la versión orientada de la ecuación anterior

dist(x, y) =
1

2

∫
λ∈H+

n−1(Rn)

#(xy ∩ λ)Φ+
n−1.

Tal y como vimos en 5.10, Φ+
n−1 = ν|Ω∧dr|, donde ν : Sn−1×R → R es una aplicación

par de clase C∞, y

F (x, v) =
1

2

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v|ν(ξ, ξ · x)|Ω|

para todo x ∈ Rn y todo v ∈ TxRn, donde Ω es la forma de volumen estándar de la esfera
Sn−1. De forma análoga a como obtuvimos (4.2), se obtiene que

F = (π+
1 )∗(π

+
2 )∗
(

1

2
Φ+

n−1

)
,

sobre el fibrado doble
A+

n−1

π+
1

}}{{
{{

{{
{{

{ π+
2

%%KKKKKKKKK

Rn H+
n−1(Rn),

donde A+
n−1 es el espacio de incidencias estándar.

Consideremos ahora el morfismo de fibrados dobles siguiente

Rn

id

��

A+
n−1

π+
1oo

µ

��

π+
2 // H+

n−1(Rn)

ρ

��
Rn An−1

π1oo π2 // Hn−1(Rn)

(5.14)

donde An−1 es el espacio de incidencias estándar sobre el fibrado doble correspondiente
y µ : A+

n−1 → An−1 es tal que µ(x, λ+) = (x, ρ(λ+)). Utilizando la propiedad 4.27 para
morfismos de fibrados dobles, obtenemos que

F = π1∗π
∗
2ρ∗

(
1

2
Φ+

n−1

)
= π1∗π

∗
2Φn−1,
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ya que ρ∗
(

1
2
Φ+

n−1

)
= Φn−1. Por la fórmula de Crofton para fibrados dobles (ver teorema

4.15), llegamos al resultado deseado:

longitud(γ) =

∫
γ

F =

∫
λ∈Hn−1(Rn)

#(γ ∩ λ)Φn−1,

para cualquier curva γ : I → Rn de clase C∞.
Para el caso k > 1, realizaremos la siguiente construcción: consideremos el espacio

Hk
n−1 =

k veces︷ ︸︸ ︷
Hn−1(Rn)× · · · ×Hn−1(Rn)

y sea en este espacio el subconjunto

∆ = {(λ1, . . . , λk) ∈ Hk
n−1 : dim(λ1 ∩ · · · ∩ λk) > n− k},

i. e. ∆ es el subconjunto de los k-planos que no están en posición genérica. Consideremos
ahora el fibrado

ρn−k : Hk
n−1 \∆ → Hn−k(Rn),

dado por
ρn−k(λ1, . . . , λk) := λ1 ∩ · · · ∩ λk,

para todo (λ1, . . . , λk) ∈ Hk
n−1 \∆. La idea es trabajar con la densidad producto

Φk =

k veces︷ ︸︸ ︷
Φn−1 × · · · × Φn−1

en el espacio producto Hk
n−1, y con su compresión mediante la proyección ρn−k:

Φ̄n−k = (ρn−k)∗Φ
k.

Nuestro objetivo será demostrar que, salvo un factor constante, Φ̄n−k es la densidad anun-
ciada en el teorema. �

Lema 5.14 Sea F una métrica Finsler proyectiva en Rn y sea ν : Sn−1 × R → R una
aplicación par de clase C∞ tal que

F (x, v) =
1

2

∫
ξ∈Sn−1

|ξ · v|ν(ξ, ξ · x)|Ω|

para todo x, v ∈ Rn, donde Ω es la forma de volumen estándar de Sn−1. Entonces, en el
fibrado doble

An−k

π1

||zz
zz

zz
zz

z
π2

%%LLLLLLLLLL

Rn Hn−k(Rn),

(5.15)
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tenemos

π1∗π
∗
2Φ̄n−k(x; v) =

1

2k

∫
ξ∈(Sn−1)k

|ξ · v|Πk
i=1ν(ξi, ξi · x)|Ω|k,

para todo punto x ∈ Rn y todo k-vector descomponible v ∈ Λk
dTxRn.

Demostración En primer lugar, recordemos que en el fibrado doble

A+
n−1

π+
1

}}{{
{{

{{
{{

{ π+
2

%%KKKKKKKKK

Rn H+
n−1(Rn),

tenemos

F = (π+
1 )∗(π

+
2 )∗
(

1

2
Φ+

n−1

)
,

donde Φ+
n−1 = ν|Ω ∧ dr|. Vamos a construir un morfismo de fibrados dobles similar al

del diagrama (5.14), añadiendo un tercer nivel de hiperplanos orientados. Consideremos
el espacio

(H+
n−1)

k =

k veces︷ ︸︸ ︷
H+

n−1(Rn)× · · · ×H+
n−1(Rn),

y definamos en él el subconjunto

∆+ = {(λ+
1 , . . . , λ+

k ) ∈ H+k
n−1 : dim(λ+

1 ∩ · · · ∩ λ+
k ) > n− k}.

Consideremos entonces el siguiente diagrama de morfismos de fibrados dobles:

Rn

id

��

(A+
n−1)

k
π̄+
1oo

µk

��

π̄+
2 // (H+

n−1)
k \∆+

ρk

��

Rn

id

��

Ak
n−1

π̄1oo

µn−k

��

π̄2 // Hk
n−1 \∆

ρn−k

��
Rn An−1

π1oo π2 // Hn−1(Rn)

(5.16)

donde los espacios de incidencias son

(A+
n−1)

k = {(x, λ+
1 , . . . , λ+

k ) ∈ Rn × ((H+
n−1)

k \∆+) : x ∈ λ+
1 ∩ · · · ∩ λ+

k },
Ak

n−1 = {(x, λ1, . . . , λk) ∈ Rn × (Hk
n−1 \∆) : x ∈ λ1 ∩ · · · ∩ λk},

An−1 = {(x, λ) ∈ Rn ×Hn−k(Rn) : x ∈ λ},
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y las proyecciones vienen dadas por

ρk : (λ+
1 , . . . , λ+

k ) ∈ (H+
n−1)

k \∆+ 7→
(
ρ(λ+

1 ), . . . , ρ(λ+
k )
)
∈ Hk

n−1 \∆,

ρn−k : (λ1, . . . , λk) ∈ Hk
n−1 \∆ 7→ λ1 ∩ · · · ∩ λk ∈ Hn−k(Rn),

µk : (x, λ+
1 , . . . , λ+

k ) ∈ (A+
n−1)

k 7→
(
x, ρ(λ+

1 ), . . . , ρ(λ+
k )
)
∈ Ak

n−1,

µn−k : (x, λ1, . . . , λk) ∈ Ak
n−1 7→ (x, λ1 ∩ · · · ∩ λk) ∈ An−k,

siendo ρ : H+
n−1(Rn) → Hn−1(Rn) el doble recubrimiento natural.

Recordemos que tenemos Φn−1 = ρ∗
(

1
2
Φ+

n−1

)
, por tanto

ρk
∗

(
1

2
Φ+

n−1

)k

= Φk,

y que también teníamos que Φ̄n−k = (ρn−k)∗Φ
k. Luego, a través de los morfismos del

diagrama (5.16) llegamos a que

π1∗π
∗
2Φ̄n−k = π̄1∗π̄

∗
2Φ

k = (π̄+
1 )∗(π̄

+
2 )∗
(

1

2
Φ+

n−1

)
.

Por otra parte, H+
n−1(Rn) = Sn−1 × R, y por tanto el fibrado doble

Rn (A+
n−1)

k
π̄+
1oo

π̄+
2 // (H+

n−1)
k \∆+

es equivalente al fibrado doble

Rn (Sn−1)k × Rn
π̄+
1oo

π̄+
2 // (Sn−1)k × Rk \∆′ , (5.17)

donde

∆′ = {(ξ1, . . . , ξk, r1, . . . , rk) ∈ (Sn−1)k × Rk : ξ1 ∧ · · · ∧ ξk = 0}

y las proyecciones π̄+
1 , π̄+

2 vienen dadas por

π̄+
1 (a) := x y π̄+

2 (a) := (ξ1, . . . , ξk, ξ1 · x, . . . , ξk · x),

para todo a = (ξ1, . . . , ξk, x) ∈ (Sn−1)k × Rn. Ahora, tenemos una estructura adecua-
da para poder calcular (π̄+

1 )∗(π̄
+
2 )∗
(

1
2
Φ+

n−1

)
a través del fibrado doble (5.17). Para ello,

tengamos en cuenta que Φ+
n−1 = ν|Ω ∧ dr|. Entonces,

(Φ+
n−1)

k
b = Πk

i=1ν(ξi, ri)|Ωk ∧ (dr)k|,

para todo punto b = (ξ1, . . . , ξk, r1, . . . , rk) ∈ (Sn−1)k × Rk. Sean v1, . . . , vk ∈ TxRn y
sean V1, . . . , Vk ∈ Ta(S

n−1)k × Rn tales que

Vi = (0, . . . , 0, vi) ∀i = 1, . . . , k.
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Tenemos que para cada i ∈ {1, . . . , k}, (Dπ̄+
1 )a(Vi) = vi. Si completamos el sistema

anterior de vectores con el sitema X1, . . . , X(n−1)k ∈ Ta(π̄
+
1 )−1(x), puesto que para cada

i ∈ {1, . . . , k} tenemos

(Dπ̄+
2 )a(Vi) = (0, . . . , 0, ξ1 · vi, . . . , ξk · vi),

obtenemos de forma directa que[
(π̄+

2 )∗
(
ν ⊗ · · · ⊗ ν|Ωk ∧ (dr)k|

) ]
a
(X1, . . . , X(n−1)k, V1, . . . , Vk) =

= | det(ξi · vj)1≤i,j≤k| · Πk
i=1ν(ξi, ξi · x) · |Ω|k(X1, . . . , X(n−1)k).

Por tanto, tenemos que la contracción de (π̄+
2 )∗(Φ+

n−1)
k con V1, . . . , Vk restringida a la

fibra Ta(π̄
+
1 )−1(x) es[

(π̄+
2 )∗
(
ν ⊗ · · · ⊗ ν|Ωk ∧ (dr)k|

) ]
a
c(V1, . . . , Vk) =

= |ξ1 ∧ · · · ∧ ξk · v1 ∧ · · · ∧ vk| · Πk
i=1ν(ξi, ξi · x) · |Ω|k.

Si recordamos ahora la definición de compresión 4.7 y observamos que (π̄+
1 )−1(x) '

(Sn−1)k, llegamos a que

(π̄+
1 )∗(π̄

+
2 )∗
(

1

2
Φ+

n−1

)k

(x; v) =
1

2k

∫
ξ∈(Sn−1)k

|ξ · v|Πk
i=1ν(ξi, ξi · x)|Ω|k,

�

Demostración [del Teorema 5.13, continuación.] En el integrando de la ecuación (2.14)
del teorema 2.30, podemos reconocer la expresión obtenida en el lema anterior para la
densidad π1∗π

∗
2Φ̄n−k, con K = BxRn y Φ = νx|Ω|, siendo νx(ξ) = ν(ξ, ξ · x) para todo

ξ ∈ Sn−1. Por tanto, para una cierta constante c ∈ R, tenemos

area(πEv(B
∗
xRn); v) = c · π1∗π

∗
2Φ̄n−k(x; v).

Aplicando ahora la definición de k-area de Holmes-Thompson vista en la relación (5.12),
la k-densidad de Holmes-Thompson y la k-densidad π1∗π

∗
2Φ̄n−k han de coincidir salvo

por un factor constante, i. e.
φHT

k = c · π1∗π
∗
2Φ̄n−k.

Finalmente, tomando en Hn−k(Rn) la densidad de volumen Φn−k := c · Φ̄n−k, a través
del fibrado doble (5.15), la fórmula de Crofton afirma que para toda subvariedad inmersa
N ⊂ Rn se tiene

areaHT
k (N) =

∫
N

φHT
k =

∫
λ∈Hn−k(Rn)

#(N ∩ λ)Φn−k,

lo que concluye la demostración del teorema. �
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5.2.2. Fórmulas integrales de Cauchy generalizadas.

Teorema 5.15 Sea F una métrica Finsler proyectiva en Rn. Sea k un entero tal que
1 ≤ k ≤ n − 2. Sea N ⊂ Rn una hipersuperficie compacta. Si Φn−k es la densidad
de Hn−k(Rn) dada en el teorema 5.13, entonces existe una constante cn,k que depende
únicamente de n y k tal que

areaHT
n−1(N) = cn,k

∫
λ∈Hn−k(Rn)

areaHT
n−k−1(N ∩ λ)Φn−k. (5.18)

Demostración Basta considerar el siguiente morfismo de fibrados dobles

Rn

id

��

Ak+1
n−k

π̄1oo

µ

��

π̄2 // Hk+1
n−k \∆

ρ

��
Rn A1

π1oo π2 // H1(Rn)

donde los espacios que aparecen son

Hk+1
n−k = Hk+1(Rn)×Hn−k(Rn),

∆ = {(λ1, λ2) ∈ Hk+1
n−k : dim(λ1 ∩ λ2) > 1},

Ak+1
n−k = {(x, λ1, λ2) ∈ Rn × (Hk+1

n−k \∆) : x ∈ λ1 ∩ λ2},
A1 = {(x, λ) ∈ Rn ×H1(Rn) : x ∈ λ}

y las proyecciones vienen dadas por

ρ : (λ1, λ2) ∈ Hk+1
n−k \∆ 7→ λ1 ∩ λ2 ∈ H1(Rn),

µ : (x, λ1, λ2) ∈ Ak+1
n−k 7→ (x, λ1 ∩ λ2) ∈ A1.

Sean ahora Φ1,Φk+1 y Φn−k las respectivas densidades de orden máximo de H1(Rn),
Hk+1(Rn) y Hn−k(Rn), para las cuales tenemos las fórmulas de Crofton del teorema
5.13. Se comprueba que existe una constante c que depende únicamente de n y k tal que

Φ1 = ρ∗(c · Φk+1 ? Φn−k).

Utilizando la propiedad de la transformada de Gelfand para el morfismos de fibrados
dobles descrito arriba, obtenemos

π1∗π
∗
2Φ1 = π̄1∗π̄

∗
2(c · Φk+1 ? Φn−k)

y por tanto, aplicando la fórmula de Crofton para fibrados dobles (ver teorema 4.15),
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tenemos

areaHT
n−1(N) =

∫
λ∈H1(Rn)

#(N ∩ λ)Φ1

=

∫
N

π1∗π
∗
2Φ1

=

∫
N

π̄1∗π̄
∗
2(c · Φk+1 ? Φn−k)

= c

∫
(λ1,λ2)∈Hk+1

n−k\∆
#(N ∩ λ1 ∩ λ2)Φk+1 ? Φn−k

= c

∫
(λ1,λ2)∈Hk+1

n−k

#(N ∩ λ1 ∩ λ2)Φk+1 ? Φn−k

= c

∫
λ2∈Hn−k(Rn)

(∫
λ1∈Hk+1(Rn)

#((N ∩ λ2) ∩ λ1)Φk+1

)
Φn−k

= c

∫
λ2∈Hn−k(Rn)

areaHT
n−k−1(N ∩ λ2)Φn−k,

ecuación en la que reconocemos la fórmula deseada. �

5.3. Densidades proyectivas y de Crofton en Rn

El cuarto problema de Hilbert es un problema clásico del cálculo variacional: deter-
minar todas las 1-densidades de Rn para las cuales las rectas afines son minimales. Más
generalmente, puede preguntarse para qué k-densidades (con 1 ≤ k ≤ n − 1), los k-
planos afines son extremales (o incluso mínimos) del problema variacional asociado a
una k-densidad φ:

N 7→
∫

N

φ,

para subvariedades inmersas de dimensión k. Este cuestión ya fue considerada por Buse-
mann y Gelfand. El artículo [28], de Gelfand y Smirnov, trata de arrojar algo de luz sobre
el asunto.

Definición 5.16 Una k-densidad φ sobre Rn, con 1 ≤ k ≤ n − 1, es una densidad de
Crofton si existe una densidad de orden máximo Φ sobre el espacio Hn−k(Rn) de (n−k)-
planos de Rn tal que, para toda subvariedad inmersa N ⊂ Rn, se tiene que∫

N

φ =

∫
λ∈Hn−k(Rn)

#(N ∩ λ)Φ. (5.19)

La densidad (medida) Φ se llama la medida generadora de φ.
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Las densidades de Crofton sobre Rn son precisamente aquellas que forman el rango
de la transformada de Gelfand sobre el fibrado doble

An−k

π1

||zz
zz

zz
zz

z
π2

%%LLLLLLLLLL

Rn Hn−k(Rn).

(5.20)

Definición 5.17 Una k-densidad φ sobre Rn, con 1 ≤ k ≤ n − 1, es una densidad
proyectiva si todos los k-planos de Rn son extremos del problema variacional

N 7→
∫

N

φ,

donde N ⊂ Rn es una subvariedad inmersa de dimensión k.

Si una densidad de Crofton posee una medida generadora positiva, por un razona-
miento geométrico sencillo, se demuestra que dicha densidad ha de ser necesariamente
proyectiva.

Teorema 5.18 Sea φ una k-densidad de Crofton sobre Rn tal que su medida generadora
es una medida positiva. Entonces, todos los k-planos de Rn son mínimos para el problema
variacional asociado a φ.

Demostración Sea D un dominio contenido en un k-plano y sea D′ una subvariedad
inmersa k-dimensional de Rn tal que D y D′ coinciden en sus fronteras, i. e. ∂D = ∂D′.
Cualquier (n − k)-plano que corta a D, también corta a D′, pero para D ese corte es
generalmente sólo en un punto. Y puesto que la medida generadora Φ de φ es positiva,
tenemos ∫

D

φ =

∫
λ∈Hn−k(Rn)

#(D ∩ λ)Φ ≤
∫

λ∈Hn−k(Rn)

#(D′ ∩ λ)Φ =

∫
D′

φ.

�

Teorema 5.19 Toda densidad de Crofton es proyectiva.

Para poder demostrar este resultado, vamos a ver primero que una densidad de Crof-
ton tiene una representación integral particular. Con esa representación, veremos que una
densidad de Crofton satisface unas ecuaciones diferenciales obtenidas a partir de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange asociadas al problema variacional estudiado y que caracterizan
las densidades proyectivas.

Es importante notar que si φ es una k-densidad de Crofton sobre Rn, entonces existe
una densidad de orden máximo Φ+ sobre H+

n−k tal que, para toda subvariedad inmersa
N ⊂ Rn de dimensión k, se tiene∫

N

φ =
1

2

∫
λ∈H+

n−k(Rn)

#(N ∩ λ)Φ+.
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Considerando el doble recubrimiento ρ : H+
n−k(Rn) → Hn−k(Rn), la densidad Φ+ no es

más que la retroacción por la proyección ρ de la medida generadora de φ.
Consideremos ahora la versión orientada del fibrado (5.20):

A+
n−k

π+
1

}}{{
{{

{{
{{

{ π+
2

%%KKKKKKKKK

Rn H+
n−k(Rn).

(5.21)

Es posible dar una nueva expresión para el espacio de incidencias A+
n−k. Denotemos por

Sn
k a la intersección de la esfera euclídea unidad de Λk(Rn)∗ con el cono de Grassmann

de los k-covectores descomponibles Λk
d(Rn)∗. Hay una manera simple de identificar todo

punto de Sn
k con los elementos de la grassmanniana G+

n−k(Rn) de los subespacios lineales
de Rn de dimensión n− k. A todo punto ξ ∈ Sn

k , se le asocia el subespacio lineal

Eξ := ker ξ1 ∩ · · · ∩ ker ξk,

orientado de la siguiente manera: dada una base (u1, . . . , un−k) de E, complétese hasta
obtener una base orientada (u1, . . . , un−k, v1, . . . , vk) de Rn. Diremos que E está positi-
vamente orientado si ξ · v > 0 y negativamente orientado en caso contrario.

El fibrado doble orientado (5.21) puede ser reescrito de la siguiente manera:

Sn
k × Rn

π̃1

{{vvv
vv

vv
vv

v
π̃2

&&MMMMMMMMMMM

Rn H+
n−k(Rn),

(5.22)

donde, para todo (ξ, x) ∈ Sn
k × Rn,

π̃1(ξ, x) := x y
π̃2(ξ, x) := {y ∈ Rn : ξc(y − x) ≡ 0},

estando la orientación de π̃2(ξ, x) dada de la misma manera que la de Eξ. Un cálculo
inmediato nos lleva a obtener que, si Φ+ = ρ∗Φ (siendo Φ una densidad de orden máximo
cualquiera de Hn−k(Rn)), la retroacción de Φ por π̃2 a Sn

k puede ser escrita como sigue

(π̃∗2Φ)(ξ,x) = ν(π̃2(ξ, x))|Ω ∧ ξ|, (5.23)

donde Ω es la forma de volumen euclídea estándar de Sn
k y ν : H+

n−k(Rn) → R es
una aplicación par de clase C∞ (i. e. si λ1 y λ2 representan al mismo (n − k)-plano con
orientación contraria, ν(λ1) = ν(λ2)).

La construcción anterior nos facilitará la demostración del siguiente resultado:
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Lema 5.20 Si φ es una k-densidad de Crofton sobre Rn, con 1 ≤ k ≤ n − 1, entonces
existe una aplicación par ν : H+

n−k(Rn) → R de clase C∞ tal que φ admite la siguiente
representación integral:

φ(x; v) =

∫
ξ∈Sn

k

|ξ · v|ν(π̃2(ξ, x))|Ω|, (5.24)

para todo v ∈ Λk
d(Rn), donde Ω es la forma de volumen estándar de Sn

k .

Demostración Puesto que φ es una densidad de Crofton, entonces φ = π̃1∗π̃
∗
2Φ

+ a través
del fibrado doble (5.22), donde Φ+ es la retroacción de la medida generadora de φ. Dado
un punto (ξ, x) ∈ Sn

k × Rn, sean V1, . . . , Vk ∈ T(ξ,x)(S
n
k × Rn) tales que 4

Vi = (0, vi), ∀i = 1, 2, . . . , k.

Entonces (Dπ̃1)(ξ,x)Vi = vi. Gracias a (5.23), es inmediato observar que la restricción de
(π̃∗2Φ)(ξ,x)c(V1, . . . , Vk) a la fibra π̃−1

1 (x) ' Sn
k tiene la forma

(π̃∗2Φ)(ξ,x)c(V1, . . . , Vk) = |ξ · v|ν(π̃2(ξ, x))|Ω|

y por tanto

φ(x; v) =

∫
ξ∈Sn

k

(π̃∗2Φ)(ξ,x)c(V1, . . . , Vk)

=

∫
ξ∈Sn

k

|ξ · v|ν(π̃2(ξ, x))|Ω|.

�

Un estudio de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al problema variacional
que estamos tratando nos ofrece una caracterización de las densidades proyectivas.

Lema 5.21 (Gelfand y Smirnov, [28]) Una k-densidad φ sobre Rn, con 1 ≤ k ≤ n− 1,
es proyectiva si y solamente si satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

− ∂φ

∂xl
+

k∑
p=1

n∑
i=1

vi
p

∂2φ

∂xi∂vl
p

= 0, con i = 1, 2, . . . , n. (5.25)

Demostración Consideremos el problema variacional asociado al problema

S(N) 7→
∫

N

φ,

4Notar que T(ξ,x)(Sn
k × Rn) = TξS

n
k × Rn.
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donde N es una subvariedad inmersa de Rn de dimensión k. Las ecuaciones de Euler-
Lagrange para este problema variacional son

− ∂φ

∂xl

(
x(t);

∂x

∂t1
, . . . ,

∂x

∂tk

)
+

k∑
p=1

∂

∂tp

(
∂φ

∂vl
p

(
x(t);

∂x

∂t1
, . . . ,

∂x

∂tk

))
= 0,

con l = 1, 2, . . . , n, siendo x(t) =
(
x1(t1, . . . , tk), . . . , xn(t1, . . . , tk)

)
una parametri-

zación de N . Si desarrollamos los términos de estas ecuaciones, entonces el sistema se
puede reescribir como:

− ∂φ

∂xl
+

k∑
p=1

n∑
i=1

∂xi

∂tp
· ∂2φ

∂xi∂vl
p

+
k∑

p=1

k∑
j=1

n∑
i=1

∂2xi

∂tp∂tj
· ∂2φ

∂vi
j∂vl

p

= 0, (5.26)

con l = 1, 2, . . . , n.
Supongamos que φ es una k-densidad proyectiva y sea N una subvariedad con la

parametrización x(t) = A · t + B, con A ∈ Rn×k y B ∈ Rn×1 matrices constantes (i. e.
N es un k-plano afín). Necesariamente N ha de satisfacer las ecuaciones anteriores, esto
implica que

− ∂φ

∂xl
+

k∑
p=1

n∑
i=1

vi
p

∂2φ

∂xi∂vl
p

= 0, con i = 1, 2, . . . , n.

Recíprocamente, supongamos que φ satisface las ecuaciones (5.25), entonces las sub-
variedades N con una parametrización del tipo x(t) = A · t + B claramente satisfacen
(5.26), por lo cual son extremales del problema variacional asociado a φ. �

Demostración [Teorema 5.19] Utilizando la representación integral para densidades de
Crofton (5.24) y derivando bajo el signo de la integral, se muestra que, para una densidad
de Crofton dada, esta satisface las ecuaciones (5.25) y, por tanto, es una densidad proyec-
tiva. �
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