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Ampliacién Métodos Matematicos

POR

Javier Alcazar Tomaéas

Ejercicio 1. Considera la superficie parametrizada z(ul,u2) = (a(1 + u2)cos u', a(1 4+ u?)sin ul, b
1
ul).

1. Demuestra que es una superficie reglada.
2. Obten los simbolos de Christoffel.
3. Obten la ecuacién de las geodésicas.

4. Estudia si las curvas coordenadas u! =ctt y u?=ctt son geodésicas.

Solucién:

Para demostrar que se trata de una superficie reglada tan solo nos sera necesario recordar su definicién;

Definicién 1. Dada una familia uniparamétrica de rectas {a(t),w(t)}, la superficie parametrizada
z(t,v) =a(t) +vw(t), tel, veR, (1)

se denomina superficie reglada.

si la superficie parametrizada dada se puede reescribir de esta forma habremos demostrado que se trata de
una superficie reglada. Asi pues por simple inspeccién de la superficie parametrizada podemos observar que la
podemos escribir como

z(ul,u?) = (a(l +u?)cosul, a(l+u?)sinul, bul) =

=(acosul +au?cosul,asinul + auZsinul, bul) =

1

= (acosul,asinul,bul) +u? (a cosul, a sinul,0) (2)

que se adapta a la estructura de la expresion (1) que caracteriza a las superficies regladas, asi pues podemos
afirmar que se trata de una superficie reglada.

A continuacion se nos pide que calculemos los simbolos de Christoffel. Sabemos que estos vienen dados por las
siguientes expresiones siempre que se cumpla que gi2 = g21 =0.

Fl _1lgiin 1 . 1lgaan 1 _lgiiz2
11 2 g 22 2 g1 1273 811

1g22,2 2 1g11,2 2 1ge2,1

F2 2 . 2, =— ) 2, = )
2272 gos 1 2 g22 12792 gan

Tabla 1. Expresién de los simbolos de Christoffel cuando gi2=g21=0.

Para poder hacer uso de estas expresiones en primer lugar deberemos realizar unos calculos previos. El primero
de ellos sera calcular las derivadas parciales primeras respecto cada una de las variables, las designaremos como
zo(u) =Dy x* f;, donde el subindice a indica respecto de que variable hemos realizado la derivacion y las f; son
la base, por tanto obtenemos

z1(u)=D1a’ fi=Di(a fi + a2 fo+ 23 f3) = (— a(1 +u?) sinu?, a(1 4+ u2) cosul, b) (3)
zo(u) = Doz’ f; = Da(at f1 + 22 f2 + 2% f3) = (acos ul, a sinu?, 0) (4)
ahora ya podemos calcular las componentes del tensor métrico, estas vienen dadas por la expresién

gij=<wzi(u),zj(u) >=< D;aP(u) fp, DjaxP(u) fp>, 4,5=12 p=1,23 (5)
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los resultados obtenidos después de aplicar (5) son los siguientes
g11(u) = <z (u), z1(u) >=a? (1 +u?)?(sin? u! + cos?ul) + b2 =a? (1 + u?)2 4 b2 (6)
g12(u) = ga1(u) = < z1(u),z2(u) > =< 22(u),z1(u) >= —a? (1 +u?)sinul cosul +a? (1 +u?)sinul cosul =0  (7)
g22(u) = < za(u), z2(u) > = a2 (sin? ul + cos? ul) = a2 (8)
a continuacién deberemos calcular los valores g x cuyo significado aclaramos inmediatamente

09i;
. 9
Dk (9)

9ij k=Drgij =
Recordar por altimo que dichos valores aparecian en la definiciéon de los propios simbolos de Christoffel;

Definicion 2. Simbolos de Christoffel

1
=597~ 9ij,s+ 9si i+ 9js,i]- (10)

Calculemos pues los gjj x que necesitamos para el calculo que tenemos entre manos. Los valores que obtenemos
son los siguientes

911,1=0 (11)
922,1=0 (12)
g22,2=0 (13)
91172:2a2(1+u2) (14)

ahora ya estamos en condiciones de aplicar las expresiones de la Tabla 1, puesto que como observamos en la
expresion (7) se cumple la condicién para poder hacer uso de ellas en este problema en particular. Asi pues
obtenemos que

_lgnna 1 0

l p—
=3 g11 _2a2(1+u2)2+b2_0 (15)
19221 1 0
Fl = — 1 — — 1
2 2 911 2a2 (1 +u?)2+ b2 0 (16)
Fl _1g11,2_ 1 2&2(1+u2) _ a2(1+u2) (17)
P72 2a2(1+u)2 402 a2 (1+u2)?+ b2
2 19222 10 _
F»=3 922 9270 (18)
2 __12(1,2(1+u2)__a2(1+u2)__ )
i = 2 a2 = P =—(1+u*) (19)
10
F%2:§§:0 (20)

Continuaremos obteniendo la ecuaciéon de las geodésicas, para ello recordemos como se definen;

Definiciéon 3. Las ecuaciones de las geodésicas son ecuaciones diferenciales de segundo orden que se definen
como

"+ TN =0, m=1,2 (21)
realicemos pues el célculo explicito:
Param=1

Gl 4T alal + Tyl a2+ T8 24l + Ty 0242 =0 (22)
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teniendo en cuenta que I'l, =T,

dl4Thalul + 2 ul w24+ T3y u2u2=0

. . 2(1 + u? 1 -
“1+°'WV“%WWN%%EO

.. a?(1+u?) 1

B2 ey 0 (23)

y para m=2

24T alal 4+ 72,0142 + T3 u240l 4+ T3,4024d2 =0

24T ulul + 2% 0l 24+ 354242 =0

@2 — (14 u2)(i)2+2-00ld24+0- (u*)2=0

42 — (14 u2)(4l)2=0 (24)

por lo tanto las ecuaciones de las geodésicas son

2 2
a(1+u) igeog (25)

.1
U +2a2(1+u2)2+b2u

02— (14 u2)(al)2=0 (26)

Por tltimo vamos a estudiar si las curvas coordenadas u! = ctt y u? = ctt son geodésicas. Para ello en primer
lugar consideraremos que u! = ctt e imponiendo esta condicién en las expresiones (25) y (26) tenemos que

uwl=ctt = u2=0 = u?2=Azx+pu, (27)
es decir, todas las curvas coordenadas que cumplan

ul =ctt
ul=Az+p (28)

son geodésicas.

Ahora si consideramos u?=ctt y procedemos de igual forma que con anterioridad llegamos a

(29)
es decir, todas las curvas coordenadas que cumplan
ul=—1
uZ=ctt (30)

son geodésicas.

Por ultimo es interesante que realicemos una representacion grafica de la superficie que hemos estudiado. A
continuacién mostramos algunas de las representaciones obtenidas

Figura 1. Representacion de la superficie parametrizada con Mathematica. Para ello hemos utilizado la instruccién Parame-
tricPlot3D[{u Sin[t], u Cos[t], t/3}, {t, 0, 15}, {u, -1, 1}].
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otra a modo més artistico es la siguiente

Figura 2. Representacion de la superficie parametrizada con Mathematica.

Nota 4. A modo de observacion indicar que si realizamos un pequeno cambio de variable las expresiones que
obtenemos se simplifican considerablemente y no son tan engorrosas de manipular en los calculos. El cambio es
el siguiente

(1+u1):% (31)

uZ=¢1 (32)
Para finalizar es interesante que calculemos la K de dicha superficie, aunque no se pida en el enunciado.

Para ello deberemos realizar algunos calculos adicionales y ademds hacer uso de los resultados obtenidos con
anterioridad. Para empezar deberemos recordar la defineciéon de curvatura gaussiana;

Definicidon 5. La curvatura gaussiana la definimos como

det (K (u))

Ko =kk2= Get(gi5(u))

(33)

por lo tanto empezaremos por realizar el calculo de la matriz K;;(u) para ello deberemos recordar la expresion
en coordenadas de las componentes del tensor curvatura;

Definicién 6. Dado un u € U C R/p = z(u) de modo que la expresion en coordenadas viene dada por
Kij(u)=K;joax(u). Asipues la expresion en coordenadas la obtenemos mediante

K;j(u)=— < Nj(u),zj(u) >=—<D; N(u), Dj x(u) > (34)

Teorema 7. K;; es simétrico, por lo tanto se cumple que

K;;=Kj; (35)
asi pues el calculo se reduce a:
Kii1(u)=— < Ni(u),z1(u) >=< N,z11 > (36)
Kai(u)=— < Na(u),z1(u) > =< N,z91 > (37)
Kio(u)=— < Ni(u),z2(u) > =< N,z12 > (38)
Kao(u) =— < Na(u), za(u) > =< N,z92 > (39)
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para ello deberemos calcular las derivadas segundas de la superficie parametrizada dada, que son las siguientes

z11(u) =(—a(l+u?) cosul, —a (1 +u?)sinul,0) (40)
z12(u) = (— asinul,acosul,0) (41)

x91(u) =(—asinu!, acosut,0) (42)

x22(u) = (0,0,0) (43)

ahora ya solo nos queda por calcular el valor de N para poder hacer uso de las expresiones (36) a la (39).
Recordemos pues la expresion coordenada de N.

Definicién 8. Esta se define como N:U CR?—R3/ N =Noz,ucU. Abusando de la notacién su célculo se
reduce a

z1(u) A xza(u)
N(u)=—~"——""-+
(u) [z1(u) A z2(u)| (44)
que pertenece a las funciones C*°(U).
empezaremos por el calculo del producto vectorial
z1(u) Aza(u)=( —absinul,abcosul, — a?(1 +u?)) (45)
y a continuacién su norma
‘zl(u) /\w2(u)‘ =a/a2(1+ 22+ b7 (46)
llevando las expresiones (45) y (46) a la (44) obtenemos que
_absinul 1,2 2
N(u):( absinu’,abeosu’, — a*(1+u?)) _ ! (—bsinul,bcosul,— a(l+ u2)) (47)

a2(1+u2)2+b2 /a2(1+u2)2+b2

ya estamos en condiciones pues de aplicar las expresiones {(36)-(39)}, y los resultados que obtenemos son los
siguientes

K11=0 (48)

ab
Kio=Ky=———%2 49
12 21 (1t 22102 (49)
Kop=0 (50)

ahora calcularemos los determinantes det(g;;(u)) y det(Kj j(u)). Los resultados que obtenemos son

a?2(1+u?)2+402 0
det(gij(u)):‘ Z; z;z — ( 0) e =a2(a2(1 +u2)2 + b2) (51)
0 ab
Ki1 K Va2 (1 + u?)? + b2 a?b?
det(Ki j(w)—| !t = wb ST @R (52)
N O 0

que si los llevamos a la expresion (33) obtendremos la curvatura gaussiana

a?b?
det(Kij(u)) _ T 22(1 +u?)? £ b2 _ a2b2 (53)
det(g;j(u))  a2(a?(1+u2)2+4b2) a2[a?(1 +u2)2 + b2]2

Kg=ki1ks=

con lo que damos por finalizado el ejercicio.
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