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TEMA 49

SUPERFICIES DE REVOLUCION. CUADRICAS. SUPERFICIES REGLADAS.
PRESENCIA EN LANATURALEZA, EL ARTE YEN LA TECNICA.

1. DEFINICION DE SUPERFICIE.

De manera geométrica, podemos definir una superficie como € lugar geométrico de
las posiciones sucesivas de una linea, indeformable o no, que se mueve en e espacio
siguiendo una ley determinada y continua. La linea anterior recibe € nombre de
generatriz.

Supongamos que R:{O,Ul,uz,ﬁs} es una referencia ortonormal del espacio
euclideo. Un tipo especia de superficie son los planos, que expresados en ecuaciones

paramétricas son:
x=x+al +bn
y=y, +al +bny |niR
z=z,+al +bm}

De forma analitica, una superficie se puede definir como sigue:

DEF Llamaremos superficie a conjunto de puntos del espacio Es que tiene por
ecuaciones paramétricas, segun la referencia ortonormal R:

f0,mu
f(|n)y
A (TS

donde f1, f, y f3 son funciones continuas en los pardmetros| y m

X
y
z

Si fuese posible eliminar los parametros | y m se obtendria una ecuacion de la
forma

F(x y,z)=
Ilamada ecuacién implicita de la superficie.
Si de la ecuacion implicita podemos despejar z
z=f (x, y)
la ecuacion obtenida recibe el nombre de ecuacion explicita de la superficie.

Teniendo en cuenta la forma geométrica de definir la superficie, la linea movil o
generatriz puede ser recta o curvay a moverse, suele apoyarse sobre una 0 mas lineas
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gue llamaremos directrices. En general, la directriz puede ser un punto, una linea u otra
superficie.

Asi pues, podemos clasificar las superficies engendradas de la siguiente manera:

1) Como €l lugar geométrico de las posiciones sucesivas de una linea que se mueve
en el espacio cambiando de posicidn, pero no de forma, seglin una determinada ley.

2) Como € lugar geométrico de las posiciones sucesivas de una linea que cambia
tanto de posicién como de forma.

3) Como la envolvente de las distintas posiciones de otra superficie que puede
mantener su forma o no, y sigue en su movimiento una determinada ley.

Como elementos caracteristicos de una superficie tenemos:

DEF Llamaremos Tangente de una superficie en un punto a la tangente en ese punto a
una curva cualquiera que pase por € punto y esté contenida en la superficie.

DEF S € lugar geométrico de las tangentes a todas las curvas contenidas en la
superficie que pasan punto es un plano, éste recibe el nombre de Plano Tangente a la
superficie en € punto considerado, y € punto lo [lamaremos Punto Ordinario. En caso
contrario habrd més de un plano tangente y e punto lo llamaremos Punto Singular.

DEF Diremos que una recta es Norma a la superficie en un punto s es perpendicular
al plano tangente a la superficie en el punto considerado.

DEF Llamaremos Plano Normal a la superficie en un punto cualquiera del plano que
contenga una recta normal ala superficie en dicho plano.

DEF Llamaremos Seccion Norma a la interseccion entre e plano norma a la
superficie en un punto y al propia superficie. La curvatura de las seccion Normal la
[lamaremos Curvatura Normal.

2. CLASIFICACION DE SUPERFICIES.

Segun € criterio que tengamos en cuenta, podemos clasificar de distintas formas las
superficies.

a) Seguin e movimiento de la generatriz.

Si la generatriz describe un giro arededor de una recta obtenemos las superficies de
revolucion.

b) Segun la forma de la generatriz.

Si la generatriz es una recta las [lamaremos Superficies Regladas y s es una curva
Superficies No Regladas.
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Ademés, s son desarrollables en un plano diremos que son superficies
desarrollables. En caso contrario son no desarrollables o alabeadas.

Todas las superficies no regladas son no desarrollables.
) Segun el Orden de la superficie.

DEF Llamamos Orden de una Superficie a nimero méximo de puntos que una recta
corta a la superficie.

Si @ Orden es 2 las superficies se llaman Cuédricas, s es 3 son Cubicas, s es 4
Cuarticas, etc.

Vamos a desarrollar €l tema destacando las superficies mas importantes de cada
clasificacion.

3. SUPERFICIES DE REVOL UCION.

3.1. Superficies de Revolucion.

DEF Una superficie de revolucion es la engendrada por una cura C generatriz, al girar
alrededor de una recta llamada ge de revolucion.

Los planos perpendiculares al e€je de revolucion cortan a la superficie en
circunferencias. Los planos que contienen a ge de revolucién cortan a la superficie en
curvas y pueden considerarse a su vez generatrices de la superficie.

Por convenio, tomaremos un sistema de referencia en € que coincidan uno de los
gjes, por gemplo en OZ, con €l ge de revolucién de la superficie.

Asi, s P(x, Y, z) es un punto de la superficie, un giro de ge OZ y angulo a lo
transformaen P(X,y,Z) siendo

X=xCosa - ySena i
y=xSera + yCosai’/

7=z '0

y s lacurva generatriz C tiene por ecuaciones paramétricas

tenemos entonces que la ecuacion en forma paramétrica de la superficie es
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= f,(t)Cosa- f, (t)Senall
f,(t)Sena + fz(t)Cosaiy t,al R
- 1,00 ;

Como caso particular tenemos la situacion en la que la curva esté contenida en un
plano. Entonces elegiremos un sistema de referencia que, ademas de la condicion
anterior, verifique que e plano OYZ contiene a C. Entonces, la ecuacion de la curva
seria

x=0 U
f(y,2) =0}

Como cada punto de C describe a girar una circunferencia de ecuacion

Nt @

XX +y* =1
z=m

o<

eliminando x, y, z de ambas ecuaciones, llegamos a la ecuacion de la superficie
F(,m=0

o también
F(x2 + y2,z)=0

3.2. Revolucion de Curvas.

3.2.1. Esfera

Es la superficie de revolucion obtenida al girar una circunferencia alrededor de uno
de sus diametros.

La circunferencia generatriz
podemos suponer que es

Xx=0 U

7

y2 +22 - RZ%

Delaexpresién

y laanterior obtenemos
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? =1

y =
Z=m

i
bl +mM=R’P X’ +y’+2°=R° (1)

Luego
F(I,m=1 +nj- R?
0 también
F(X2+y2,Z):X2+y2+ZZ- R2

Laecuacion (1) expresala definicion clasica de esfera como:
{P1 E,/d(O,P)=R}
sendo O € centro delaesferay R su radio.

DEF Llamamos didmetro de la esfera a cualquier segmento que une dos puntos de la
misma pasando por € centro.

El plano tangente en un punto es la perpendicular a radio que pasa por ese punto.
Cualquier plano normal ala esfera pasa por su centro.

Si cortamos la superficie esférica por un plano secante a la misma, obtenemos dos
cuerpos llamados segmentos esféricos de una base y las dos partes de la superficie
esférica reciben el nombre de casguetes esféricos.

3.2.2. ToroCircular.

El toro circular es la superficie de revolucion obtenida a girar una circunferencia
alrededor de una recta exterior ala mismay situada en su mismo plano.

Z
La ecuacion de la circunferencia
>§ generatriz es
Y x=0

X

S tenemos en cuenta que
XZ + y2 - I l;l

X=m %

podemos obtener la ecuacion de la superficie como sigue:
X+y =1 b y=I b (I - RF+mi=Reb

bl-2RJ/lI +R?+mMi=R?’b 2RJI =I +nib
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P 4R’ =1?+nmi+2InMip
4R2(X2 + yz) - (Xz + y2)2 + A ZZZ(XZ + yz)
gue es una ecuacion algebraica de cuatro grados.
Generalizando, s en lugar de girar una circunferencia, gira otra curva, nos podemos
encontrar otros tipos de revolucion. Por gemplo, Toros €lipticos, parabdlicos o

hiperbdlicos.

Es més, s la recta generatriz no esta en el plano de la curva, la superficie generada
recibe el nombre de Toroide.

3.2.3. Elipsoidey Paraboloide de Revolucién.
Una elipse 0 una parabdlica engendran a girar arededor de uno de sus ges (la
elipse) o de su Unico ge (la pardbola) superficies que llamaremos, respectivamente,

elipsoide de revolucion.

Lae€lipse de ecuacion

X2y
P
engendra, a girar arededor del ge z, d
elipsoide de ecuacion

2
X_+y_+Z_=1

2 2
aZ b2 2

oy

La pardbola de ecuacion
y? =2px

engendra a paraboloide de revolucion
de ecuacion

y> + 2% =2px
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3.3. Revolucion de Rectas.

3.3.1. Cilindro.

El Cilindro es la supeficie de
revolucion obtenida a girar una recta
alrededor de un ge paraelo ala misma
Es decir, ambas rectas, |la generatrizy €
gje de revolucion, estaran contenidas en
el mismo plano.

X =00
y=ap
Teniendo en cuenta
X +y =10
z=m g
entonces
y=Al b JI =a
y laecuacion del cilindro es
X2 + y2 :a2

La forma de la ecuacion nos dice que estos cilindros también se pueden obtener
realizando traslaciones de la circunferencia

contenida en €l plano z = 0 (OXY) paradelamente a ge z.

3.3.2. Cono.

Elegimos una referencia
R={0,0,,0,,0,} en la que @ ee de
rotacion sea e de OZ (G,)y la recta
generatriz C es

x=0 0
y:mzkl,

la cual corta a e de revolucion en el
punto O que llamaremos V értice.
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De

X +y =110
z=m i;
obtenemos
y=+1 P JI =mmP | =m?nj

Y laecuaciéon del Cono es
x2+y2- m2z2 =0

Al ser la generatriz indefinida, como cualquier recta, generard un cono formado por
dos ramas unidas por € vértice.

El cono que se obtiene es recto ya que su base es circular.

3.3.3. Hiperboloide de Revolucion.

z

Elegimos un Sistema de Refereria
R={0,0,,0,,0,} enlaque & ee de revolucion sea
el ge OZ y la recta generatriz se cruce con e ge

OZ, siendo la perpendicular comun a ge X.

|

—— i,

r-

Asi, larecta generatriz tiene por ecuacion

< O.l.;..:_": y
-l ‘ : e
x ; \ X=a u
! ‘\ y=mzk;
[ Como
- --Ir--'\~
’—— _ k’ ‘~\
Shezl 0
- ! X2+y2:| l;l
Z=m
entonces
2 _I 27
=| - a®l
y ob | - a®=m’Z®
Z=m

y laecuacion del hiperboloide de revolucion es

NG +y2 - mtz? = a2

Si cortamos la superficie por planos perpendiculares a e obtenemos
circunferencias, siendo la de menor radio la que obtenemos con € plano z = 0.

Si cortamos la superficie por planos que contengan a e€e Z, que tienen por
ecuaciones x = Ky, las intersecciones verifican
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X2+ 2+m222 :aZU
y ,D (K2+1)y2_ m222 =a.2
X =Ky

que es una hipérbole contenidaen € plano x = Ky.

En particular, cualquiera de estas hipérbolas puede servirnos para generar la
superficie.

4. CUADRICAS.

Al clasificar las superficies segin su orden, las cuadricas corresponderian a aquellas
gue eran de 2° grado. Cualquier cambio de sistema de referencia cambiaria la ecuacion,

pero no su grado. Asi pues, elijamos un sistema de referencia R={0,0,,,,0,}
ortonormal,

DEF Llamaremos Cuadrica a toda superficie cuya ecuacion es de laforma
QX"+, +85,7° +2a,XY+ 28, X2+ 2a,,yz+ 2ax+ 2oy +2cz+d =0

Todas las superficies de revolucion en e apartado anterior son cuadrigas, menos €l
toro circular, que es de cuarto grado.

4.1. Cuadricas con Centro.

Elegido convenientemente un sistema de referencia, diremos que una cuadrica tiene
como centro de simetria el origen s a sustituir (x, y, z) por (-x, -y, -z) en la ecuacion,
se obtiene la misma.

4.1.1. Elipsoide.

La ecuacion de la superficie (en un
sistema elegido convenientemente)
€s

ZZ

2 2
Xy
=ttt

=1
a b° c

La superficie corta alos ges coordenados en |os puntos

(a,0,0) (- a0,0)
(0,b0)  (0-b0)
(00c) (00-¢)

y verifica que € origen es su centro de simetria.
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La interseccion con un plano paraelo a plano OXY, por gemplox =1, nosda

- Interseccionvacias | >c 6 | <-c

- Unsolopuntosi| =c 6 | =-c¢
|2

- Unadlipse de ecuacion —+L2:1-—2 s -c<I <c.
a® b

Por simetria, € resultado es el mismo s € €elipsoide es intersectado por planos de
ecuaciones x=1 oy=I.

Ene casodeque a=b,a=c o0 b=c, lasintersecciones con planos de ecuaciones
z=l,y=1 6 x=1 respectivamente dan, s existen, circunferencias, siendo € elipsoide

de revolucion.

S a=b = cd €elipsoide degenera en una circunferencia de radio O.

4.1.2. Hiperboloide de una hoja.

‘\ L -, ——
La ecuacion de esta superficie en un
sistema de referencia convenientemente

elegido es

Cortaalosgesen

(20,00 (- a00)
(0,b,0)  (0-b,0)

y no cortaal ge Z. También verifica que €l origen es su centro de simetria.

La interseccion con planos paraelos a plano OXY, de ecuacion z = |, da elipses.
En cambio, s 1os planos son paradlelosal OXZ oa OYZ, por gemplo y=1 6 x=1

respectivamente, obtenemos hipérbolas.

Si escribimos
Xt Z? Yy aX zZéeX Z0 y
___:__ID 4+ = S (%____
a? ¢ b? ga 025 Cg? b;ze bg
4+ = _X §+E 1+l
1+ Xz 1Y Xz
C b a

Asi tenemosque
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20 8, YO

ea Cg e bg
yoO Z0_
A A E

? bg ea cg

4.1.3. Hiperboloide dedos hojas.

z Su ecuacion es
2 2 2
/ - X_z y_2+_2 =1
/ a“~ b
0,9,c)
Solo cortaal e Z en los puntos
0
-y
(00c) y (00-c)
X
-1 (0,0~ -
‘( 0,~e) Losplanosde ecuacion x =1 yy=1I cortan a
4 \ la superficie en hipérbolas.
En cambio, los planos de ecuacion z = |
cortan a la superficie g Il (-a, a).
- Sl =a 6| =-a lacortaen un punto.
X2 y2 |2
- S1 >a 6| <-a lacortaen elipses de ecuacion ¥+F=C—2- 1

Igual que las anteriores, €l origen es centro de simetria.

4.1.4. Cono.

z La ecuacion del cono, es un sistema
de referencia elegido convenientemente,
€s

X2 2 ZZ
_ +_2 -—=0
a- b® c

Cortaalos ges en € punto (0, 0, 0),
siendo ademas su centro de simetria.

Cuaquier plano de la forma z = |
(pardelo ad plano OXY) corta a la
superficie en elipses.
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Losplanosdelaforma x=1 e y=1, pardelosa OYZy a OXZ respectivamente,
cortan a cono determinando hipérbolas. Excepto s pasan por € origen, en € que
obtenemos un par de rectas.

Dadas las generatrices

x=0 g i
by 0 b_y
y c b y c b
los planos paralelos a ellas, que son de laforma
cyxbz+h=0 con htO

cortan a cono en parabolas.

4.1.5. Cilindro Eliptico.

Su ecuacion es

2 2
§+§—:1

y lo vimos con més detale en € caso
a=Db, que esd cilindro de revolucion.

Los planos de laformax = | cortan
a cilindro en dipses, pudiéndose
obtener éste por traslacion de la elipse a
lo lardo del ge X.

Al igua que € anterior, elegido
convenientemente un sistema de referencia,
podemos escribir su ecuacion como

XXy
POt

Los planos z = | cortan a esta superficie en
hipérbolas.
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4.2. Cuadricassin Centro.

4.2.1. Cilindro Parabdlico.

Tiene por ecuacion
y* =2px

y como es facil comprobar, no tiene centro de
simetria
PR Los planos z = | cortan a este cilindro en
o LT parabolas Concretamente, € plano z = 0 (o también,
NG Y el OXY) determinan una parabola de ecuacion
7\@‘ flxy) =0
x Po(x,y,0) yz =2 pX

4.2.2. Paraboloide Eliptico.

, Su ecuacion se puede escribir como
e x> y*
E /‘ ? +F =2cz
Oi, i
. ~ y corta a los tres ges en € origen (0, O, 0).

Cualquier plano z=1 cortaala superficie en elipses sempre que
| -c>0

En cambio, dado un plano paralelo a OXZ o a OYZ cortard a la superficie en
parébolas.

Si a=b, €l paraboloide es de revolucion.

4.2.3. Paraboloide hiperbdlico.

Su ecuacion es de laforma

Xy
g-F—ZCZ

y corta a los eges en € origen de
coordenadas.
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Cualquier plano de ecuacion z =1 cortara a la superficie en hipérbolas, y los planos
x=1 ey =1 lacortan en parabolas.

Corrientemente, es conocida como Silla de Montar.

5. SUPERFICIESREGLADAS.

Si clasificamos las superficies segln la forma de la generatriz, obteniamos las
superficies regladas cuando la generatriz era unarecta, y las no regladas cuando era una
curva

Dentro de las superficies regladas podemos distinguir:

5.1. Superficies Regladas Desarrollables.

Son superficies cuya caracteristica més importante es que € plano tangente a
cualquier recta contenida en la superficie no varia, pudiendo ser desarrollables en el
plano.

El caso mas sencillo de superficie regladadesarrollable es €l plano. Otras superficies
son poliedros, que yalos estudiamos en & tema 45. Veamos pues otras.

5.1.1. Superficies Conicas.

DEF SeaV un punto y C una curva. Una superficie conica es e conjunto P de todas
las rectas que pasan por V y se apoyan en C.

SV (x,.Y,.2)y }"z: 0 entonces, las rectas que pasan por V y se
3

apoyan en C tienen por ecuaciones paramétricas

x=x, +(f(t)- x )} u
y=y, +(f,0)- ¥y tITR

2=2,+(,0)- 2)1 |
Si sepuede eliminar ty | obtenemos una ecuacion de laforma
F(x,y,z)=0
[lamada ecuacién implicita de la superficie.
5.1.2. Superficies Cilindricas.

DEF Unasuperficie Cilindrica es € conjunto P de rectas que se apoyan en una curva
Cy son paralelas aunarectade direccion u.
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1 x=1,(t)
Sid= (a,b,c) y C= % y= fz(t) entonces se verifica que para todo punto P de la
tz=1,(t)
superficie existe un punto Q de lacurvata que

QP =14
Entonces, |as ecuaciones paramétricas de la superficie son

x=f,(t)+1ai
y=1,(t)+1by cont,1TR
z=f

= f,(t)+1ch
y de nuevo, si es posible eliminar | y t llegamos a la forma implicita.

5.2. Otras Superficies Regladas.

Una superficie puede generarse también mediante una recta que se apoye en dos curvas,
de modo que sea paralela a un plano director.

El caso mas destacable es aquel que una de las curvas es una recta. Estas superficies
reciben el nombre de Conoides.

Entre estos podemos destacar:
- Conoide de Wallis, que tiene la forma de sombrero de un legionario.

- La superficie helicoidal, que esta generada por una recta que se apoya en una
hélicey su ge, siendo larecta perpendicular a ge.

6. APLICACIONES.

Son multiples las aplicaciones que nos podemos encontrar de los distintos tipos de
superficies.

6.1. Superficies de Revolucion.

a) Paraboloides de Revolucion.

Quiza sea una de las aplicaciones mas interesantes. Nos |os podemos encontrar en
las antenas parabdlicas, aungque también en los hornos solares o los reflectores. Todos
siguen & mismo principio. La antena recibe las ondas, |as cuaes se proyectan en e foco
o polarizador, lo que amplifica la sefial.

El fundamento técnico consiste en que los planos que contienen a e del
paraboloide intersecan formando parabolas iguales, y todas ellas con el mismo foco.
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b) Esfera.

La esfera esta omnipresente en nuestra vida. Los planetas, satélites, estrellas, tienen
formas més 0 menos esféricas.

También a nivel microscopico nos la encontramos. Las células huevo adoptan la
forma esférica para guardar el méximo de reserva en el mismo espacio. La tension
superficia de los liguidos también propicia la forma esférica, por gemplo, las gotas de
rocio.

c) Toro.

El toro nos lo podemos encontrar en e arte para formar anillos, en la técnica en las
ruedas, ciclotrones o0 aceleradores de particulas. Incluso en la alimentacion lo vemos en
los donuts.

d) Otras superficies.

En arquitectura nos encontramos muchas aplicaciones, como por gemplo para
cubrir o cerrar un espacio (bévedas o clpulas) o para dar luz a éstas (lunetas). Existen
bovedas cilindricas o de cafion y de revolucion de ge vertical o clpulas. El luneto es
una boveda pequefia, abierta en otra mayor, para dar luz a ésta. Segun la forma de la
boveda tenemos lunetos cilindricos, cdnicos o esféricos.

6.2. Cuadricas.

Una conocida propiedad de la elipse nos proporciona aplicaciones para el elipsoide.

PROP S M es un punto de la elipse de focos F y F, la bisectriz exterior del angulo
LFMF estangente aladlipse.

Dem

S T es la bisectriz de dicho angulo
vE M T y Sesun punto Simétrico de F~ respecto

~ deT, setieneque FS=2a
} Ademas, s M” es otro punto de T,

F F setiene que
b
MF+MF=MS+MF>FS=2a

luego M” no es de la dipse. Entonces € Unico punto comin ala elipsey aT es M, lo
gue significaque T es tangente.

De esta proposicion deducimos que cualquier rayo, ya sea luminoso 0 sonoro, que
proceda de un foco se proyecta en € otro.
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Esta propiedad ha sido utilizada desde antiguo en la construccién de bovedas y
teatros. Por gemplo, la concha del apuntador suele construirse teniendo esto en cuenta.

La forma eipsoidal es una variacion de los planetas. Los dirigibles se construyeron
con esta forma para ganar penetracion, partiendo de la utilidad de la forma esférica.

6.3. Superficies Regladas.

Las aplicaciones més importantes nos las encontramos en ingenieria 'y arquitectura,
dada su sencillez.

Por gjemplo, la cubierta piramidal de torre, formada por al interseccién de dos
piramides hexagonales.

También nos encontramos estas superficies en las Piramides de Egipto
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