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TEMA 62

SERIES ESTADISTICAS BIDIMENSIONALES. COEFICIENTE DE VARIACION.
VARIABLE NORMALIZADA. APLICACION AL ANALISIS, INTERPRETACION
Y COMPARACION DE DATOS ESTADISTICOS.

1. DISTRIBUCIONESBIDIMENSIONALES DE FRECUENCIAS.

S estudiamos sobre la misma poblacién dos caracteres cuantitativos X e Y y los
medimos en las mismas unidades estadisticas, obtenemos dos series estadisticas de las
variables X e Y. Considerando simultaneamente ambas series, € par de vaores (x,V;) le
corresponde una variable estadistica Bidimensional.

Es posible estudiar de forma separada la distribucion de la poblacion segin el
carécter X o Y, obteniendo X, S,,y,S, o cualquier otro parémetro. Pero puede ser

interesante considerar de forma simultdnea los dos caracteres, con e objetivo de
determinar las posibles relaciones entre ellos y asi poder responder a preguntas como
¢Existe algun tipo de relacion entre los caracteres X e Y?2.

Vamos a ver instrumentos estadisticos que nos van a permitir obtener la existencia o
no de coincidencias entre los valores de dos variables y, a partir de esas coincidencias,
formular la hipotesis de una relacion causal entre los dos caracteres.

Si existen coincidencias estadisticas entre los valores de dos caracteres, o lo que es
lo mismo, s existe relacion entre las dos variables, las coincidencias pueden ser més o
menos fuertes, y laintensidad de la relacion puede variar entre ausencia total de relacion
o ligazon perfecta.

1.1. Independenciay Relacion Funcional de dos Variables.

DEF Diremos que dos variables son independientes cuando no existe relacion entre
ambas. Inversamente, cuando la relacion entre dos variables es perfecta, diremos que
estan relacionadas funcionalmente, 1o cual implica que su relacion puede expresarse
como y=f(x).

DEF Diremos que Y depende funcionalmente de X cuando podamos establecer una
aplicacién gque nos transforme los elementos de X en elementosde Y.

Desde € punto de vista de la Estadistica, |0 que realmente nos interesa es que
podemos determinar los elementos de Y conocidos los de X, o viceversa. Pero esa
circunstancia no sera muy habitual. Existen caracteristicas como la estatura 'y € peso,
consumo Yy renta, etc. en los que aun existiendo interrelacion, es imposible definir una
aplicacion en € sentido estrictamente matematico. Es decir, no dependen
funcionalmente una de otra.

Estadisticamente hablando, es claro que € peso depende en cierta forma de la

estatura, el consumo depende de la renta, etc. Este tipo de relacion no expresable a
través de una determinada aplicacion es la conocida como Dependencia Estadistica. Y
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este tipo de dependencia s admite grados, ya que puede haber dependencias mas o
menos fuertes.

Estos tipos de dependencia se pueden expresar gréficamente mediante un segmento
de la recta real, donde en un extremo situamos la dependencia funcional y en € otro la
independencia. Los puntos intermedios del segmento se corresponden con |os diferentes
grados de dependencia estadistica.

1.2. Tablasde Correacion y de Contingencia.

Dada una poblacion, en la que estudiamos simultaneamente dos caracteres X e Y,
podemos representar la distribucion mediante ternas de laforma (%, y;, nj), donde % e
son dos valores cualesquieray nyj es la frecuencia absoluta conjunta del valor i-ésimo de
Xyj-esmodeY.

Los resultados se pueden representar en una tabla de doble entrada conocida como
Tablade Correlacion.

X\yY Vi Y2 Yh N,
X1 M1 M2 Min .
X2 1 o on .
Xm M1 Mm2 MNmn M.
n; N1 Ny Nn N

S la distribucion bidimensional es de atributos, |a tabla de doble entrada recibe €l
nombre de Tabla de Contingencia.

1.3. Distribuciones M ar ginales.

A partir de una distribucion bidimensional podemos redizar € estudio de cada una
de las variables de forma aidada. Tendriamos asi dos distribuciones unidimensionales
las cuales serian las correspondientes a X e Y respectivamente.

Para poder obtenerlas, necesitamos determinar las frecuencias marginales. La
distribucion margina de X se halla obteniendo cuantas veces se repite € valor X,
independientemente de que aparezca conjuntamente 0 no con algun valor de Y. Asi,
tenemos que la distribucién marginal de X seria:

X n.
X1 )
nl _a nl]
=1
X2 9
n2 _a. nZJ
j=1
Xm _ 9
nm _a nm]
j=1
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Andogamente obtendriamos la distribucién marginal de Y.

1.4. Distribuciones Condicionadas.

Se pueden formar otro tipo de distribuciones unidimensionadles en las que
previamente haria fata definir una condicién. En general, las distribuciones de X
condicionadas aque Y tome un determinado valor (por ejemplo y;) son:

Xl Ny
X1 My
X2 pj
Xm Nmj

n.j

De forma andloga construiriamos las distribuciones de Y condicionadas a que X
tome un determinado valor.

Lafrecuenciarelativa de la distribucién condicionada a algin valor dey es:

>

f, ==

il]j
3!

=]

Andogamente, la frecuencia relativa de la distribucion condicionada a algin valor de x
es:
n.
fj/i =n_i

1.5. Independencia Estadistica.

DEF Diremos que dos variables X e Y son independientes estadisticamente cuando la
frecuencia relativa conjunta es igual a producto de las frecuencias relativas marginales.
Es decir:

Como vemos, las frecuencias relativas condicionadas son iguaes a sus
correspondientes frecuencias relativas marginales, 1o que nos indica que el
condicionamiento no existe. Las variables son independientes, puesto que en las
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distribuciones marginales se estudia e comportamiento de una variable con
independencia de los val ores que pueda tomar la otra.

2. REPRESENTACIONES GRAFICAS.

La representacion gréfica més utilizada consiste en representar cada pareja de
valores mediante un punto en un sistema de ges coordenados. Por tanto, la distribucion
vendra dada por un conjunto de puntos que recibe el nombre de Nube de Puntos o
Diagrama de Dispersién. Cuando una pargja de vaores esta repetida, junto a la
representacion del punto correspondiente se indica el valor de su frecuencia.

La representacion gréfica de la nube de puntos puede hacerse tanto con datos
agrupados (las marcas de clase son las que se representan) como con datos sin agrupar.
En € diagrama de tres dimensiones y utilizando los limites de intervalos (no las marcas
de clase), € “escalograma’ més adecuado es € constituido por paraelepipedos cuyo
volumen sea la correspondiente frecuencia, y los lados de la base cada una de las
amplitudes de los respectivos intervalos de las variables, y donde n; es el volumen del
paralelepipedoy h; la altura del mismo.

n;; =(L - Li-l)'(l—j - I—j-l)'hij

3. MOMENTOSDE DISTRIBUCIONESBIDIMENSIONALES.

Al igua que se definen los momentos en las distribuciones unidimensionales,
podemos hacerlo en las bidimensionales. Por tanto, podemos distinguir entre momentos
respecto a origen y momentos respecto ala media.

3.1. Momentos Respecto al Origen.

DEF Definimos € momento de orden r,s respecto al origen para la distribucion
(Xi,¥;nj) como

_g] S r s::nij
ars_aaXiyJ N
i=1 j=1

10 i=1 j=1 : N i=1 j=1 I N i=1 j=1 N i=1 N
88 sy &g n; & gn;_ 4 n, —
aOl_aaXIy]x__aanyW_a yJ ﬁﬁ_a yj XW—y
i=1 j=1 i=1 j=1 j=L i=1 j=1

También resulta sencillo calcular los momentos de segundo orden:

5/25



o oa n m n n. m nn. m n
— 2,,0 IJ_°°X2 IJ_OXZXOL_OXZ i-
azo—aa&y,x—N—aaix—N—ai aN—aix—N
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=L i=1
- T N L O R L T T - LT LY
aoz—aaXY; ::N_ _aayj ::N- =a ijaﬁ_a yj "_N
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1L i=1 j=1

3.2. Momentos Respecto alas M edias.

DEF Definimos € momento de orden r,s respecto a las medias para la distribucion
(X,Y;,nj) como:

g d =\r —\s rli'
m =38 (- X Ay, - I =
i=1 j=1

L os momentos de primer orden son

& 3d — o &4 -\ N & -\ 4an & —
=28 (- ¥y, - ' L=aa k- % L=alk-YaL=al-x F=o
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 =1 i=1
m=aalk-xfly-v %=§§(yj-_y) %=§(y,-9)§%=§(yj-§) n—,\;=0
i=1 j=1 i1 j=1 =1 i=1 j=1

=88 -l - =A 8 - X =A - AT =8k - R e
i=l j=1 i=1j=1 i=1 j=1 i=1

m=24 - (y,-9)2%:§§(yj-‘y)z%:§(y,-‘)Z§%=§(y,-9)2%:ss
i=1 j=1 i=l j=1 =1 =1l j=1

nﬁ:ém é (Xi - )_()lx(yj - y)lxrll\llzsxv
i=1 j=1

DEF Llamamos Covarianza a momento m1, que también se representa por Sxy.

3.3. Calculo de los Momentos Centrales en Funciéon de los M omentos respecto al
Origen.

Al igual que sucede en las distribuciones unidimensionales, |os momentos centrales
de una distribucion bidimensional pueden expresarse en funcion de los momentos
respecto del origen.
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\V eamos:.

my =8 (6% = be - e )b =g e e v D g 1
i=1 N ia N = N ix N i N
_azo'Z)a10+X =3y 2a10+a10 Ay~ 120
Por tanto tenemosque S5 =M, =a,, - a2
De forma andloga comprobariamosque  S7 =y, =a,, - a;,
Ademas, de la covarianza podemos decir:
_ _61161 —\1 —\1 nij_':gné1 nl]
va—”}l-aa(xi'x) ><yj_y) x——aa(Xiyj- XY, yx,+yx)><—
i=1 j=1 N i=1 j=1 N
_ &4 n -8 & n g4 N, —& 4 ny
—aadXyyxg-XaayYy o yaaxx xgtxXyaa =
i=1 j=1 N i=1 j=1 N i=1 j=1 N i=1 j=1 N

=a;; - XA, - Yy, + Xy =a,; - Qg - Ay Ay +a10a01 =a;; - .4,

Nos queda que lacovarianzaes S,, =m, =a,, - a,,8,,

3.4. Método Reducido para el Célculo de Varianzay Covarianza.

En aguellos casos en los que nos pueda parecer conveniente, podemos realizar
determinados cambios de variable para asi smplificar los calculos.

L os cambios de variable siempre seran |os mismos:

_ X -0 Y- G,
X = i

G C,

siendo O; y O, origenes de trabajo arbitrarios que se procuran sean puntos centrales de
ladistribucion.

Asi, sabemos que:
X=¢,X'+0,
Y/ =C, ?"’Oz
Sy =ci(Sy)°
St =c(S, )’

SXY = ClCZSXY
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3.5. Valor dela Covarianza en caso de | ndependencia Estadistica.

Seguin hemos visto, la covarianza se podia expresar como S, =m), =a,, - a,8,,

La condicion de independencia estadistica era

Calculemos, segun esta condicion, € valor de a1

é’lménlxylxnl aaxy, =g x Ly, wlza,a
m N SETTTNN EONGETTN T

Luego, cuando las variables son independientes, |a covarianza es nula.

En cambio € reciproco no tiene por qué ser cierto.

4. AJUSTE.

Sea (x,y;,n;) una distribucion bidimensional en la que suponemos que existe
relacion entre las variables aleatorias X e Y. S representamos en un sistema de ges
coordenados los pares de valores de ambas variables, € problema del guste consiste en
obtener la ecuacion de una curva que pase cerca de los puntos y se adapte o mejor
posible alos mismos, cumpliendo unas determinadas condiciones.

Cuando pretendemos realizar un gjuste nos encontramos con dos problemas:

1) Elegir e mejor tipo de curva que se adapte a los datos disponibles, es decir,
aquella que mejor represente la relacion existente entre X e Y. ES importante,
s0lo a modo de orientacion, ver la representacion grafica de los puntos.

2) Fijado € tipo de curva a través de su ecuacion en forma explicita con un cierto
nimero de parametro, determinar éstos mediante las condiciones que se
impongan seguin el procedimiento de gjuste planteado.

4.1. Mé&odosdelos Minimos Cuadrados.

Dados los puntos (x1,y1), (%,Y2), ..., (Xm,Ym), podemos elegir una funcién de guste
definida por:
y = f(x,a,2,-.-,&)
en la que intervienen n pardmetros (ay,a,...,a,) CON N<M.

Para cada valor % de la variable X, tenemos dos valores para Y':

1) El vaor, y;, observado en Iapropladlstrlbucmn
2) El vaor, que denotaremos por Yy; , que se obtiene de sustituir x por x en la
funcion f.
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Fl=flm @tz oo ad

Para cada término X, existe una diferencia entre € valor obsarvado en la
distribucién y el obtenido en formatedrica, que llamaremos Residuo.

g=y—

El método de minimos cuadrados consiste en determinar los parametros a,p,...,én
de tal forma que los residuos sean minimos.

S tomamos la suma de todos |os residuos
o O
aaly -yh,
i
nos encontramos con dos problemas a la hora de minimizar la expresion. El primero es
gue tenemos residuos de diferente signo, los cuales se compensaran en la suma,
pudiendo dar una suma muy pequefia para residuos muy grandes. El segundo problema
es que la determinacion de los parametros no es Unica, ya que obtendriamos diferentes

conjuntos de parametros que arrojarian la misma suma minima de los residuos.

Para solucionar estos problemas siguiendo con e método de minimos cuadrados, 1o
gue vamos a hacer es tratar de minimizar la expresion:

f:éé(yj - y*j)znij
i

Como los valores tedricos son los obtenidos a partir de la curva gjustada, tenemos
gue la expresién a minimizar se queda como:

=38, - fx.a.a,...a))n,
i

para lo cual, la condicion necesaria es que las primeras derivadas parciales respecto a
cada uno de |os parametros se anulen.

El sistema que se obtiene recibe el nhombre de Sistema de Ecuaciones Normales.
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o o . AU
E:28i-aj Y- f(xi1a1’a2""7an)'nij '(' fal)—O:::
T o8 81y - fx: n (- £ )=0of
T, 2{:}6]1 y; - fxia,a,,...a)n (- f,,) O_y

|
ff a3 _ ey |
o, ‘2"?‘6} y; - f(x5a,a,,...,a,)fn; fan)—O.lb

Resolviendo este sistema determinamos los valores de los parametros, asi como la
propia funcién f.

A continuacion vamos a utilizar e método descrito para gjustar algunas funciones
gue corrientemente se suelen presentar.

4.1.1. Ajustedeuna Recta.

Dada una nube de puntos, vamos a tratar de gjustarla mediante una recta de ecuacion
y; =a-+bx
Para determinar los coeficientes ay b buscaremos e minimo de la funcion:

f:éé(yj_y?)znij:éé( (a+bx|)) éé(yj_a_ in)zn
i i P

para lo cual, obtendremos las derivadas parciales de la funcién con respecto a los
pardmetros. Al igualar a cero ambas expresiones, resolvemos € sistema de dos
ecuaciones que aparece.

T -288(y, - a-bx )-n, =0
fa i l’/
L =2 y. -a-bx )(-x)n =0
b "?‘a( -y Joxon, L

Dividiendo ambos miembros por —2, nos queda:

28y, -a-bx)n =00

i

|
8 8&ly, -a-bx)on, Olya

Operando y cambiando términos de un miembro a otro:
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Podemos resumir la expresion anterior en:
[o] o] ..
ayjn.j :aN+ba X u

j

é, é Yixn; :aé é X1y +bg X ni-'[)
| ] i i

Ahora ya estamos en condiciones de resolver € sistema, llamado Sistema de
Ecuaciones Normales.

4.1.2. Ajustedeuna Parabola.

En este caso, la curva seleccionada para gjustarse a la nube de puntos es
y, =a+bx +cx’
y para hallar los pardmetros a, b y ¢ debemos minimizar la funcién

f :é é (yj -a- bx - cxz)znij
i

Las primeras derivadas parciales de la funcién con respecto a cada uno de los
pardmetros nos determinan €l sistema siguiente:

f o o U

%:Za a (y]' -a- bxi - Cxiz)(- 1)nij :0':'1
i i

ﬂf o O o
—=2 - a-bx - cx?)(-x)n. =0
5 ~28 &0, a-bx - o¢)x0m, -.y
f o o 2 5 ll

T =23 &y, - a-bx - o¢)- 0, =0,
ﬂc i j b

Realizando las mismas operaciones que en e caso anterior para la recta, € sistema

se transformaen
o o o
a y;n; =aN+bg xn_ +cg x°n,

J

Qo
Qo

u
_ o] I o] 2 : o 3 :
Xy;n;=ag xn. +bg x'n. +cg x'n, o
! ! i -In

X2y n; =agd X’n,_ +bg x°n +cg x'n i
i I i - p

_Q)o_
- Qo _
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de cuya resolucion se obtiene los valores numéricos de los pardmetros de la mejor
pardbola de segundo grado en e sentido minimo cuadratico para la nube de puntos
dada.

4.1.3. AjusteHiperbdlico.
Son funciones de la forma:

yx=b U y=b=
X

siendo b una constante cualquiera. También se puede considerar la funcion anterior pero
desplazada una cierta cantidad a:

y:a+b1
X

El guste por minimos cuadrados lo podemos reducir a caso de la recta, ya visto
anteriormente, sin mas que efectuar la transformacién

N
I
I

con lo que lafuncion se convierteen  y = at+bz

4.1.4. Ajuste Potencial.
La forma general de la funcion potencia es
y=axx"

gue de forma andloga a anterior, o podemos reducir a caso de una recta simplemente
tomando logaritmos en ambos miembros.

log y=loga+blog x

y'=a'+bx

4.1.5. Ajuste Exponencial.

La ecuacion general es
y=ax*

y repitiendo el caso anterior, a tomar logaritmos se nos reduce a caso de una funcién

lineal.
logy=loga+xlogb
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4.2. Método de los M omentos.

El Método de los Momentos se basa en € hecho conocido de que dos distribuciones
son tanto mas parecidas cuanto mayor cantidad de momentos iguales tengan.

Dada la distribucion bidimensional (x,y;) dada por un nimero N de puntos,
recordemos que nuestro objetivo era encontrar una cierta funcion y*=f(x,a,...,a) que se
gjuste lo més posible a la nube de puntos obtenida.

Para hallar la funcion, bastara basarnos en la propiedad que hemos enunciado, para
lo cual, solo tendremos que igualar los n+l primeros momentos obtenidos de la
distribucion observada con sus correspondientes de la distribucion tedrica

Teniendo en cuenta que los momentos respecto a origen de la distribucion
observada vienen dados por la expresion:

a. = ! éN X'yS
rs N = i Ji
gue para el valor s=1 se convierte en:
N
a, =ie°1 X'y, "r012,..
N5

De forma analoga, los momentos correspondientes a la distribucion tedrica
obtenidos a partir de la funcion serian:

1 8‘ ry, n
a,=—axy "ro01z..
N5

donde, recordemos, yi* =f(x,ao,...,&n)

Igualando los n+1 primeros momentos, obtenemos el sistema de ecuaciones:

S d . U
ay =ay T
i=1 i=1 I

é\‘ é\l * g
axy :aXiyiT'
i=1 i=1 Y
i

3 y oo,
axy =axyl
i=1 i=1 b

Tenemos asi un sistema de n+1 ecuaciones que nos permite calcular € valor de los
n+1 parametros que determinan lafuncion yi* =f(%,ao,...,an)

Si esta funcion fuera un polinomio de grado k, € sistema que se obtiene es

Sistema de Ecuaciones Normales obtenido por € método de Minimos Cuadrados
cuando la funcion a gjustar es un polinomio de grado k.
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5. REGRESION.

La Regresién tiene por objeto la determinacion de una cierta estructura de
dependencia que mejor exprese € tipo de relacion de la variable Y con las demas. Es
decir, trata de poner de manifiesto, a partir de la informacion disponible, la estructura de
dependencia que mejor explique e comportamiento de la variable Y (variable
dependiente) a través de todo € conjunto de variables X1, Xz, ..., Xk (variables
independientes) con las que se supone que esta rel acionada.

En este tema solo vamos a tratar €l caso de disponer de una variable independiente,
ya que estamos estudiando distribuciones bidimensionales.

Sean pues, X e Y dos variables cuya distribucion conjunta de frecuencias es
(%, Y5,1)

DEF Llamaremos Regresion de Y sobre X alafuncion que explica la variable Y para
cadavalor de X.

DEF Llamaremos Regresion de X sobre Y alafuncion que explica la variable X para
cadavalor de.

5.1. Regresion Lineal.

La regresion serd lineal cuando la curva de regresion, obtenida o seleccionada, sea
unarecta. Desarrollaremos este caso particular por ser el més empleado.

5.1.1. RectadeRegresion deY sobre X.

Haciendo uso de la técnica de minimos cuadrados para € guste de una recta,
debiamos hacer minima la funcion:

éé("a bX) M
i

Ilegando al sistema de ecuaciones normales

ayn =a bé XN, u

i |

8 & yxn, - ééxn+baxnb
i ] | ]

Dividiendo ambas ecuaciones por N, expresamos e sistema en funcién de los
momentos respecto al origen:

ay=atbxa,
a;; = a3, +b>620%
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Para resolver el sistema, multiplicamos la primera ecuacion por -ajp y sumamos
ambas, quedando:

b:all' a,, Ay - my - SXY
2 2
Ay - Ay m, Sx

Despegjando a en la primera ecuacion y sustituyendo el valor de b obtenido

SXY v

XY X

— S —_
a=a, - S_2a10 =y- 2
X X

Por tanto, la recta de regresién de Y sobre X, en funcién de los momentos quedar&:

SXY )_( + SXY
Sk S

y=y- X

Y reordenando |os términos obtenemos;

5.1.2. RectadeRegresion de X sobreY.

Partiendo de la funcién
f=3a (xi - a- byj)znij

J

— Q_)o

y realizando un desarrollo andlogo a del apartado anterior, [legamos a que la recta de
regresion de X sobre 'Y ser&

X

X- X= 5z (y-y)

DEF Llamaremos Centro de Gravedad de la distribucion conjunto de X e Y a punto
(X, ), lugar donde se cortan ambas rectas de regresion.

5.2. Coeficientes de Regresion.

Los coeficientes de regresion lineal son las pendientes de las rectas de regresion.
Asi, e coeficiente de regresion de Y sobre X sera

S
b=
X

pero
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b:tga=E

luego @ coeficiente de regresion de Y sobre X nos mide latasa de incremento de Y para
variaciones de X. Es decir, b indica la variacion de la variable Y para un incremento
unitario de la variable X.

De formaanaloga, e coeficiente de regresién de X sobre Y serd

y como

1 |_Dy
b'=tga'=—
Y Dx

b’ nos indicara lavariacion de X correspondiente a un incremento unitario de Y.

Tanto el signo de b como de b’ serd el signo de la covarianza. Una covarianza
positiva nos dara dos coeficientes de regresion positivos y sus correspondientes rectas
de regresion crecientes. Si la covarianza es negativa, las dos rectas de regresion seran
decrecientes a serlo sus pendientes. En caso de que la covarianza sea cero, las
pendientes serén nulas y por tanto las rectas seran paraéelas a los gjes coordenados y
perpendiculares entre si.

6. CORRELACION.

DEF Llamamos Correlacion a grado de dependencia mutua entre las variables de una
distribucion.

El problema que se nos plantea es como medir la intensidad con que dos variables
de una distribucion bidimensional estan relacionadas.

Recordemos que a través de la curva de regresiéon expresabamos la estructura de la
relacion existente entre las variables, y que para cada vaor de x; obteniamos una
diferencia, llamada residuo, entre € vaor de Y en la nube de puntos y e
correspondiente valor tedrico obtenido en la funcién.

Si todos los puntos de la nube estuvieran en la funcion, obtendriamos dependencia
funcional, siendo & grado de dependencia entre las variables € méaximo posible. Cuanto
mas se agjen los puntos de la funcién (mayor sean los residuos) menor sera la relacion
entre ambas. Es por ello que para estudiar la dependencia entre las variables vamos a
hacer uso de los residuos.

DEF Llamaremos Varianza Residual a la media de todos los residuos e evados a
cuadrado.

S =880 vi)r=a b )y
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Si la varianza residual es grande, entonces los residuos, por término medio, seran
grandes, lo que significa que los puntos estaran muy separados de la funcién, siendo
pequefia la dependencia entre las variables. Razonando igual, s la varianza es pequefia,
larelacion sera grande.

Para que la relacion entre la dependencia de las variables y la medida utilizada sea
directa (en lugar de inversa como ocurre con la varianza residual), definimos el
siguiente coeficiente.

DEF Llamamos Coeficiente de Correlacion General de Pearson a

2
R= /1- %

DEF Llamamos Coeficiente de determinacion al cuadrado del coeficiente de
correlacion, R.

6.1. Campo de Variacion de R vy su Interpretacion.

Despeglando la varianza residual del coeficiente de correlacion R, tenemos
Sr2Y = Sf (1 - Rz)

Dado que la varianza marginal de Y y la varianza residual son sumas de sumandos
No negativos, ambas seran no negativas, de lo cual deducimos que

1- R°3 0
y de aqui obtenemos
- 1£RE1

Por tanto, el rango de valores de R es €l intervalo cerrado [-1,1]

Analicemos ahora, en funcion de los valores de este coeficiente, que dependencia
existe entre las variables.

1) R=1 P S% =0.

Todos los valores tedricos coinciden con los obtenidos de la observacion y, por
tanto, la dependencia es funcional. Diremos que existe Correlacion Positiva Perfecta,
indicando con “Perfecta’ que ambas variables varian en el mismo sentido.

2) R=-1b S?=0.

En este caso, la dependencia también es funcional pero ambas variables varian en
sentidos opuestos. Decimos que existe Correlacion Negativa Perfecta.
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3) R=0p S% =S

No existe ninguna relacion entre la variable Y y la variable X, lo cua significa que
no estan asociadas. Diremos entonces que la Correlacion en Nula

4) —1<R<O0.
La Correlacion es Negativa, siendo més fuerte conforme més cerca esté de —1.
5) 0<R<1.

La Correlacion es Positiva, y cuanto mas proxima esté a uno, més dependencia
existira entre las variables.

6.2. Coeficiente de Correlacion Lineal.

Sabemos que la varianza residua es

=840 -v) <
i

y que los valores tedricos de la distribucién son

. - S _
yi =yt SEY (Xi - X)

Sustituyendo esta expresion en la varianza residual tenemos:

s o ) nij:O 0%_ va 7R nii:
s, ellzja(yj i) e A& D - Fr -0z
2
_ 9o o _ XY 9 ij __ 9 o _ —\2 ] SXY [o] _ nl] _
=8 A -3 o0 B A T B AN
_ SXYO 2 _ _ N, 2 82 2 va_ — 2_§
288, Y- Xy R R

DEF Llamamos Coeficiente de Correlacion Lineal, a coeficiente de correlacion
general aplicado al caso de unafuncion lineal. Se denotapor ry es
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Y d Coeficiente de Determinacion Lineal es

2
2 _ SXY

S

r

Yahemos visto en € apartado anterior que - 1£r £1 y la interpretacion dada para
R también nos sirve parar.

6.3. Interpretacion Analiticader.

Teniendo en cuenta las rectas de regresién de Y sobre X y de X sobre Y y €
coeficiente de correlacion lineal, podemos expresar |as rectas de la siguiente forma:

S Sl
y- y—rg(x' X)l.'/

- S —J
- =_r ==X - |
X- X rSY(y y)!

Consideremos ahora los siguientes casos:
1) Sr=1.

Lavarianza residual es cero y los valores tedricos coinciden con los observados. Por
tanto, todos los puntos de la nube estédn en la recta. La correlacion lineal es perfecta
positiva y las rectas de regresion coinciden, ya que a sustituir r por 1 en la expresion
anterior, obtenemos la misma recta. En este caso, la dependencia funcional existente
viene reflgjada por una recta creciente , a ser la pendiente positiva.

2) Sir=-1

La correlacion es perfecta negativa. En este caso las rectas también coinciden, pero
larecta es decreciente a ser |a pendiente negativa.

3) Sr=0
Lacorrelacion es nulay las dos rectas son
y-y=0

X- X

las cuales son dos rectas paralelas a cada uno de los gjes y por tanto, perpendiculares
entre si.
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4) S —-1<r<0.

La correlacion es negativa y las rectas de regresion, las cuaes ahora son diferentes,
serén las dos decrecientes ya que €l signo de las pendientes es el mismo que € de la
covarianza, que eslaque dae signo ar.

5) SiO<r<1

Lacorrelacion es positiva, siendo las dos rectas de regresion crecientes.

6.4. Interpretacion Geométricader.

Partiendo de las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y, s las
representamos tenemos

¥x

multiplicando miembro a miembro obtenemos

b>‘b'_SXY VSXY_ Siv =2
_Sz 2 _Szx 2
xSy x XS

Esdecir
r =+/bxp

el coeficiente de corrdlacion lineal es la media geométrica de los coeficientes de
regresion lineales.
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Por otra parte tenemos que

b=tga
b':tga':ctg%-a'gz—1 -
€ e tggg- a?
€2 g

1) Sr=tl

Tenemos que ambas tangentes son iguales lo cual implicaque a= BZ -a', loque

geométricamente significa que las dos rectas coinciden, como se puede ver en la gréfica
anterior.

2) Sir=0
Entonces tenemos que se debe verificar una de las dos expresiones siguientes:
tga =0 1IJ a=0

0 v P
tggg- az® ¥y a®o
€2 g

b

luego las dos rectas son dos paralelas a cada uno de los ges.

Como conclusion, podemos decir que r es un coeficiente tal que cuando es igua a
+1 0 —1, & angulo entre rectas es de cero grados, ya que coinciden. Cuando r es cero, €
angulo formado es de 90°. De aqui deducimos que cuando més se acerque r a valor +1
0 —1 mas pequefio serd el angulo entre rectas. Por tanto, r también mide la apertura
existente entre las rectas de regresion.

7. VARIANZA DEBIDA A LA REGRESION Y COEFICIENTE DE
DETERMINACION LINEAL.

El intento de explicar una variable en funcion de la otra viene motivado por €
supuesto, € cual hemos de comprobar, de que la informacion que suministra una
variable sobre la que se “regresa’ va a mejorar €l conocimiento del comportamiento de
la otra variable. Es decir, se supone que en €l caso de la regresion de Y sobre X, Y se
explicamejor através de X que con ladistribucién margina de'Y.

Para ver en que medida la mgiora de la descripcion de una variable a través de la

otratiene lugar, vamos a definir primero e concepto de Varianza Debida a la Regresion.
Para ello, hemos de considerar las tres variables que se obtienen en la regresion.
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Y;, que representa los valores observados de la variable Y.
yi* que representa los valores tedricos asignados a % en la regresion de Y sobre
X.
g que son los residuos o errores que se generan en la regresion minimo-
cuadrética.

Los valores medios de estas tres variables son

1) Lamediadelaserie observadade Y
V=A 4w
i "N

2) Lamediade los valores tedricos.
_ .n

_ 9o o g
y* ai.aj.yjN

3) Lamediadelosresiduos en laregresion lineal de'Y sobre X

=8 8e
i "N

Teniendo en cuenta estos resultados, podemos definir las siguientes varianzas:

n.
DEF  Llamamos Varianza Total delos valores observadosa 2 =8 4 [y, - )’ ﬁ
o

DEF Llamamos Varianza de los Errores o Residuos a

n;

=8 8le-ef >
i

Si tenemos en cuenta que la media de los residuos tiene valor nulo, a desarrollar la
expresion anterior |legamos a que
2 2
Se - SrY
gue es la llamada varianza residual.

DEF Llamamos Varianza Debida a la Regresién, ala varianza de los valores teoricos.

S=&al-vJ v
i
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En la regresion linea, podemos encontrar una relacion entre las tres varianzas
anteriores, la cual pasamos a obtener. Para ello tendremos en cuenta que la regresion es

lineal.

S=8A -7 -8 aF+Srx-0-72 2=
i N i X 4] N

_S>2<v 2 o _2niJ_S>2<v 2 _ iv_z 2

_(Si)zal-aj-(xl_x) W_(Si)z X Si =r )SY

Por otra parte, la varianzaresidua sera
S =S 1)=8; - 1’8}
L uego tenemos que

§, =8 - S
S =5+,

Dividiendo ambas ecuaciones miembro a miembro

2 2

El primer sumando del segundo miembro nos indica la parte de la variacion de Y
gue es explicada por la recta de regresion. El segundo sumando indica la parte no
explicada por larecta, la que escapa de ésta o variacion residual.

De la expresion anterior tenemos

Sli _1_ SrZY — 2
El coeficiente de determinacién lineal ¢ nos medird el grado de acierto de la
utilizacion de la regresion. O lo que es lo mismo, r* nos dard el porcentaje de
variabilidad de Y que queda explicada por la regresiéon. Laintroduccion de r, coeficiente

de correlacion lineal, se justifica con e fin de afiadir a ¢ e caracter de la asociacion
(positiva 0 negativa).

Teniendo en cuenta la expresién anterior, s P = 1, es decir, si la correlacion es
perfecta:

2 Sli 2 2
r =§:1 ® S2=S
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lo que implica que lavarianzaresidual S?, es nula, luego se ha mejorado a maximo la

descripcion de Y mediante la utilizacion de la informacion suministrada por X. Toda la
variabilidad marginal de Y esta contenida en la regresion.

S r=0, caso de corrdacion nula

2_S§_ 2 2 2
P=22=0 p S2=0 b S2=S

2

es decir, en este caso X no nos sirve para ampliar la descripcion del comportamiento de
lavariable Y.

8. APLICACIONES DE LA REGRESION Y LA CORRELACION.

8.1. Uso y Abuso de la Regresion.

La aplicacion de los métodos expuestos de regresion y correlacion exige un andlisis
tedrico previo de las posibles relaciones entre las variables. Puede ocurrir que se
seleccionen dos variables cualesquiera a azar y que dé la casualidad de que,
estadisticamente, la correlacion sea perfecta cuando no existe relacion posible entre
ellas.

Por gemplo, € hecho de que, casuamente, la correlacion lineal entre la tasa de
natalidad en Nueva Zelanda y la produccién de cereales en Espafia a lo largo de un
determinado periodo fuera perfecta no nos deberia llevar a suponer que existe algun tipo
derelacion linea entre estas variables.

Se deben seleccionar variables entre las que la fundamentacion tedrica avale algin
tipo de relacion, evitando, en lo posible, relaciones a través de otra variable principal..
Por g emplo, e consumo de bebidas puede variar en la misma direccion que e consumo
de gasolina, pero no porque una variable dependa directamente de la otra, Sino porque
ambas van en e mismo sentido que las variaciones de la renta, que sera la principal
variable explicativa.

8.2. Prediccion.

El objetivo Ultimo de la regresion es la prediccion o pronostico sobre el
comportamiento de una variable para un valor determinado de la otra. Asi, dada la recta
deregresién de Y sobre X, para un valor X=x, de la variable, obtenemos yp

Es claro que la fiabilidad de esta prediccion sera tanto mayor, en principio, cuanto

mejor sea la correlacion entre las variables. Por tanto, una medida aproximada de la
bondad de la prediccion podria venir dada por r.
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