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1.

1.1.

Ejercicio 1

El lector va a poder ver resueltos los apartados del ejercicio 1 seguida-
mente basandonos en la sucesion {b, }:

anrl =

Apartado a

Para comprobar que el lim,,_,. b,
grafica de la sucesion variando sobre los diferentes valores de la n.

Una cosa muy importante que
remarcar es también que la
iteracion nimero 28 de la suce-
sién nos proporciona un valor
nulo, por tanto la iteracion
siguiente no serd un numero,
es decir, que a partir de la
iteracion 29 la sucesién no
tiene sentido. Esto probable-
mente se produzca a causa de
el posible error de cancelacién
que se produce al restar un
valor muy proximo a uno con
el nimero uno. Como el lector
podra ver, en la tabla de val-
ores de la derecha se observa
como el error de cancelacion
provoca que en la iteracion 28
el valor de la sucesién sea nulo.
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L00000037443220
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0000000927 1672
L00000004550255
.000000019519351
.00000001137564
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= 0 se le puede mostrar al lector la



Para observar mejor como se comporta la sucesion el lector puede ver en
esta grafica como evoluciona en cada iteracién.

Gréfica de la funcion recursiva
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Matematicamente se puede observar también utilizando el siguiente teo-
rema:

Teorema 1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto infinito
y acotado de numeros reales tiene un punto de acumulacion.

O la variante:

Teorema 2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto infinito
mondtono y acotado de numeros reales tiene limite.



Por tanto si vemos que la sucesion (1| es positiva y ademés decreciente,
tendremos que convergera.

Positiva
Se cumple que es positiva porque si b, > 0 — b,.1 > 0 y se puede comprobar
facilmente

Decreciente
Para estudiar que es decreciente podemos ver que la diferencia de un término
y el siguiente es mayor que cero. Es decir:

VIt -1 VIER -1

bnfl bn
= b (VIFR = 1) > by (\/1 . 1)
b_
— JI1hE, 1> 2t <\/1+bg—1)
b
= VITE > 1 (Vite-1)
Usando por tanto que b, > 0 tenemos que se cumple la desigualdad, y
por tanto b, —b,.1 > 0. En conclusién, tenemos que cumple las dos hipétesis

del teorema de Teorema de Bolzano-Weierstrass [2 y por tanto tiene limite.
Suponiendo que lim,, ., b, = a Veamos ahora cual es ese limite:

Vi4+aZ2-1

by — byt >0 <

= - — o?=V1+a2-1
— o?+1=+vV1+a?
— (@241’ =1+0a?
— o?4+1=1
— o=
= a=10

Luego con esto hemos probado y comprobado que el limite de la sucesion
lles 0.



1.2. Apartado b

Segtn lo mostrado en el apartado anterior podemos afirmar que esta suce-
sién no es numeéricamente estable ya que, a causa de la cancelacién catas-
tréfica (/1 +02_; — 1) en la iteracién 28 se produce una divisién entre cero
que ademas de no estar definida nos proporciona la informacion de que el
error aumenta en cada iteracién hasta un valor immesurable.

Otro problema visible en el algoritmo (1! es la divisiéon entre valores muy
préximos a cero que producen que el error aumente considerablemente ya
que al dividir cualquier elemento por un ntimero que cada vez se hace mas
pequeno el elemento inicial aumenta.

Luego estos dos motivos nos llevan a afirmar que esta sucesiéon no es
numéricamente estable.

1.3. Apartado c

Para buscar un programa que calcule la sucesién recurrente de otra forma
podemos optar por multiplicar arriba y abajo por el conjugado. Por tanto
tendremos los siguientes resultados:

ViTR-1 _ (VIFBE-) (VIFE+ )
bn (ViFez+1)o,

2 _
_ 1406, —1 (2)

(«/1+b3l+ 1) bn
bn,
VIR +1

Es decir, el cambio de sucesion recurrente a sido el siguiente:




Ademas, en este apartado se pide calcular el valor de la sucesion equiva-
lente alllen la iteracion 30. Cabe recordar que !l no estaba definida a partir del
valor 28 ya que se dividia entre 0. Luego si calculamos mediante la sucesion
recursiva [2 el programa matlab nos queda:

b, = 1,00000000000000
by = 0,41421356237310
bay = 0,00000000146292
bsp = 0,00000000073146

El lector puede ver aqui el programa implementado en el Matlab:

1 t = []:

2 b = 1:

3 n = 1;

4 t = [t: k]:

= for n = 1 : 30

G b= 1(h/ (sgrcil + b"Z) + 111:
7 t = [t; Bb]:

=

a




1.4. Apartado d

Tenemos que este algoritmo 2/ antes presentado es estable por diferentes
motivos:

1. Con el nuevo algoritmo de célculo equivalente a1l tenemos dos diferen-
cias importantes. La primera es que no se produce ninguna cancelacion
catastrofica al no restar valores en todo el algoritmo; mientras que la
segunda ventaja es que tampoco dividimos entre valores proximos al
cero ya que el denominador cumple /1 + b2 +1 > 2 en cualquier valor
de b,,.

2. Porque si usamos un programa de calculo como es matlab nos queda
que la funciéon nunca se anula, a diferencia del algoritmo inicial (1.

3. Usando el mismo programa se puede ver también que la recurrencia no
acaba ya que esta definida para cualquier n € N.

Luego, por tanto, ya tenemos la alternativa estable propuesta en este
apartado



2. Ejercicio 2

El lector va a poder ver resueltos los apartados del ejercicio 2 seguida-

mente basandonos en las siguientes funciones:

flx+h) - fx)
h

q(h) =

fle+h)— flz—h)
2h

Q3(h) =

Que nos serviran para aproximarnos a la derivada de la funcion:

fx) = e”



2.1.

Apartado a

En este primer apartado se nos pide que aproximemos la funcién 6l en el
intervalo [0,1] con h = 0,1. Presento al lector una tabla con los valores que
toman las aproximaciones y con los valores reales de la derivada de (0.

Aproximacion 3

Aproximacion 4

Aproximacion 5

Derivada de 6

1.16231840084522

1.05170918075648

1.10701379080085

1.10517091807565

1.28456049415833

1.16231840084522

1.22343944750178

1.22140275816017

1.41965890065267

1.28456049415833

1.35210969740550

1.34985880757600

1.56896573058858

1.41965890065267

1.49431231562063

1.49182469764127

1.73397529690381

1.56896573058858

1.65147051374619

1.64872127070013

1.91633907079968

1.73397529690381

1.82515718385174

1.82211880039051

2.11788221021991

1.91633907079968

2.01711064050979

2.01375270747048

2.34062182664482

2.11788221021991

2.22925201843237

2.22554092849247

x = 0.1
x = 0.2
x = 0.3
x =0.4
x = 0.5
x = 0.6
x = 0.7
x = 0.8
x = 0.9

2.58678717302096

2.34062182664482

2.46370449983289

2.45960311115695

Tabla de valores de aproximaciones a 16
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Otra forma de mostrar la solucién mas clara es mostrar las diferencia
entre las aproximaciones 3 , 4y 5y la depravada de la funcién [0/ (que es ella
misma). Como podemos ver en la siguiente grifica.

Grafica del error de las aproximaciones de la funcion exp(x)

0.15 T T T T T T T

error funcion g1

- .

X error funcion g2

% error funcion q3

O o01f

(<}

o

©

e

©

2

S —

o 005

o

<

(5]

S

°

7 or

c

k=l

o

©

€

X -0.051

o

S

(o8

©

<

L oaf

b

o

=

)

©

T —oasf

P

°

©

>

-0.2 | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

valores del intervalo [0,1]

11



De esta grafica el lector puede apreciar algunas matizaciones importantes.

1. Se puede ver que la aproximacion 3 tiene error positivo, es decir, que
se aproxima superiormente a la derivada de 6. Andlogo para la aproxi-
macién 4 aunque en este caso se aproxima inferiormente.

2. Otro dato importante es observar que cuando calculamos en valor de
la aproximacién I3l en x, coincide con el valor de la aproximacién 4 en
z+0,1

3. La grafica nos muestra ademas que la aproximacion [5 es muy buena,
en comparacién con las otras dos, ya que nos proporciona un valor muy
aproximado a la derivada de 6.

4. Cabe destacar también que el error absoluto aumenta cuando mayor
es el valor de la x en las tres aproximaciones (aunque en [5/ con menor
grado por estar mas préxima).

5. Podemos ver ademas que el error relativo en el célculo de las aproxi-
maciones es estable, es decir, que siempre hay el mismo error relativo.
Como se puede ver en esta grafica.

0.06

0.041 =& error relativo q1

—&— error relativo g2
=—&— error relativo q3

0.02F

-0.02 . 8
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Grafica de errores relativos para [0
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2.2. Apartado b

En el segundo apartado se nos pide calcular el orden del error de las
aproximaciones 3, 4 y [5/ para la funcién (0. Para ello utilizaremos el desarrollo
del polinomio de Taylor en cada una de ellas. Previamente calculamos el
polinomio de Taylor de f(x+h)y f(z—h):

Pt h) = f @) +hf (@) + o @)+ @
!/ h2 14 h3 n
Fath) = @ -hf @+ @ - rme L ®

Luego tenemos que las aproximaciones 3, 4/ y 5 nos quedarian:

farn ) TR @ ) - f

¢ (h) = - ~ .
/ h " h2 "
— f(:c)+§f (x)+§f (z)
9)
f(l")—f($—h) f(x)_f(l')‘Fhf/(.iL') h_zf”< ) h_Tfm<iL')
()= h ~ 2 3l
! h " hQ m
= f'@) = 5f @)+ 5" (@)
(10)
g (h) = f(l"*h);hf(fﬂ—h)
f(z)+hf (9:)+%f// (:B)Jr%fm (x)—f(x)+hf’(x)_%f//(x)Jr%f,,,(x)

12

h
h2 1"
= f’(ff)Jrgf (7)
(11)

13



Luego tenemos que el orden numérico del error en cada aproximacion :

9

10

11

Se puede ver que la aproximacion 3 tiene error positivo del orden de
0,5hf"” (z) aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya que la
variable h estd elevada a la potencia 1).

Se puede ver que la aproximacion 3 tiene error negativo del orden de
0,5hf"” (z) aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya que la
variable h estd elevada a la potencia 1).

h2
Se puede ver que la aproximacién 5l tiene error del orden de 3 " (x)

aunque consideramos que es un error de orden 2 (ya que la variable h
estd elevada a la potencia 2).

14



2.3. Apartado c

En este tercer apartado se nos pide que analicemos el error de las aprox-
imaciones y comprobemos proporcionalidades con f”(z) y f"(z).

Para ello, usaremos los calculos del apartado anterior.

9 Sabemos que la aproximacion [3/tiene error positivo del orden de 0,5k f" ().
Veamos que es proporcional a f”(x) siendo ¢ el error :

e 05hf"(x)
frx) ()

Es decir, el error es proporcional a f”(x) con una constante de propor-
cionalidad de 0,5h.

= 0,5h (12)

10’ Sabemos que la aproximacién 4! tiene error negativo del orden de —0,5h f" ().
Veamos que es proporcional a f”(x) siendo ¢ el error :

e —05nf"(x)
@) (@)

Es decir, el error es proporcional a f”(x) con una constante de propor-
cionalidad de —0,5h.

— —0,5h (13)

h2
11 Sabemos que la aproximacién [ tiene error del orden de ey " (x).

Veamos que es proporcional a f”(x) siendo ¢ el error :

2
h_ "

e 3 (z) »
frxy (@) 3

Es decir, el error es proporcional a f”/(x) con una constante de propor-
2

cionalidad de 3

(14)

15



3. Ejercicio 3

El lector va a poder ver resueltos los apartados del ejercicio 3 seguida-
mente basandonos en las siguientes funciones 13, 4 y [5/ del ejercicio anterior .
Que nos serviran para aproximarnos a la derivada de la funcién:

f(x) = cos(x) (15)

3.1.

En este primer apartado se nos pide que aproximemos la funcion [15 en el

Apartado a

intervalo [0, 27| con h = 27 /10. Aqui le presento al lector una tabla con los
valores que toman las aproximaciones y ademés con los valores reales de la
derivada de [15.

Aproximacién 3 | Aproximacion 4/ | Aproximacién 5 Derivada delb
x =m/5 | -0.7957747154594 | -0.3039588939177 | -0.5498668046886 | -0.5877852522924
x = 2m/5 | -0.9836316430834 | -0.7957747154594 | -0.8897031792714 | -0.9510565162951
x = 3m/5 | -0.7957747154594 | -0.9836316430834 | -0.8897031792714 | -0.9510565162951
x = 4m/5 | -0.3039588939177 | -0.7957747154594 | -0.5498668046886 | -0.5877852522924
X=T 0.3039588939177 | -0.3039588939177 | -0.0000000000000 | -0.0000000000000
x = 67/5 | 0.7957747154594 | 0.3039588939177 | 0.5498668046886 | 0.5877852522924
x = 7r/5 | 0.9836316430834 | 0.7957747154594 | 0.8897031792714 | 0.9510565162951
x = 8/5 | 0.7957747154594 | 0.9836316430834 | 0.8897031792714 | 0.9510565162951
x = 97/5 | 0.3039588939177 | 0.7957747154594 | 0.5498668046886 | 0.5877852522924

Tabla de valores de aproximaciones a 15

Otra forma de mostrar la solucién mas clara es mostrar las diferencia
entre las aproximaciones 3 , 4 y 5l y la derivada de la funcién [15] (que es
f'(z) = —sin(z) ). Como podemos ver en la siguiente gréfica.

16




Aproximaciones a la derivada de la funcion cos (x)
0.4 T T T T T

error funcion q1
error funcion g2
0.3F = error funcion q3| _|

Valores del error de la aproximacion a la derivada de cos (x)
o
T
|

—0.4 1 1 1 I I
0 1 2 3 4 5 6

valores de la x en el intervalo [0, (2*pi)]

De esta grafica el lector puede apreciar algunas matizaciones importantes.

1. Se puede ver claramente que hay dos puntos donde las aproximaciones
a la derivada tienen el mismo valor a la vez ( uno de ellas cercano a
/2 y el otro cercano a 37/2 ) siendo en el primero de ellos el error
positivo y en el otro negativo

2. Otro dato importante es observar que cuando calculamos en valor de
la aproximacion 3l en x, coincide con el valor de la aproximacién 4/ en
xr+27/10

3. A diferencia del ejercicio anterior, la aproximacién 5/ no es tan buena ya
que en algunos intervalos (por ejemplo [1,25,1,75] las aproximaciones
3y 4 son mas buenas.

4. Cabe destacar también que en 7 la aproximacion [5 nos da el valor ex-
acto de la derivada (que es cero), sin embargo las otras aproximaciones
3l'y 4 nos proporcionan el error maximo y minimo respectivamente.

17



Vamos a ver ahora que es lo que pasa si nos aproximamos en los extremos
de la funcién 15 es decir, en x = 0 y en x = 27.

0.4

0.3 8

error funcion q1
error funcion 2| |
error funcion g3
0.1} q

0.2}

01} 4

0.2} 4

-0.3h 4

0.4 i i i i i i
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Errores en la aproximacion a derivada de [15

En esta tabla podemos ver que cuando nos acercamos a cero las aproxima-
ciones [3} 1 tienen un error bastante grande ( de valor 0,3, que, considerando
que el valor maximo que puede tomar la derivada de [15 la diferencia es
bastante considerable). Sin embargo, la aproximacién [5 nos proporciona el
resultado exacto de la derivada de la funcién; este tema sera tratado en el
siguiente apartado.

El resultado anterior es andlogo para el caso de x = 27 por ser el mismo
grado se cumplen las mismas condiciones.

18



3.2. Apartado b

En el segundo apartado se nos pide calcular el orden del error de las
aproximaciones 3, 4/ y 5 para la funcion [15. Para ello utilizaremos el desar-
rollo del polinomio de Taylor calculado anteriormente en el ejercicio 2 donde
tenfamos el desarrollo de f (x + h) Ty el de f (z —h) .

Al igual que antes tenemos que las aproximaciones quedarian de la sigu-
iente forma:

q (h) = f (:)3)—1—%]“" (x)+%f”’ (x)+... = —sin (z)+= (— cos (a:))+% sin (z)
¢ (h) = f' (:c)—gf” ( )+l§! " (x)+...= —sin(x)—= (—cos (x))—i—% sin ()
gz (h) = f'(z) + %f’”(x) +...= —sin(x) + %Sm(m)

19



Luego tenemos que el orden numérico del error en cada aproximacion :

Aproximaciéongl Se puede ver que la aproximacion 3 tiene error negativo del orden de
0,5h (— cos (x)) aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya
que la variable h estd elevada a la potencia 1). Aunque, si nos fijamos
en el valor del error de 3 en los puntos x = 0 y en z = 27 podemos
ver que el error en ese valor es el minimo, ya que es el valor maximo
que toma (cos (z)) ; luego tenemos que en estos extremos el error es del
orden de 27/10 % 0,5 % (— cos (0)) = —m/10 ~ —0,31.

Aproximacién g2 Se puede ver que la aproximacion 4l tiene error positivo del orden de
0,5h (cos (x)) aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya que
la variable h estd elevada a la potencia 1). Aunque, al igual que en el
apartado anterior si nos fijamos en el valor del error de 4/ en los puntos
x =0y enx =27 podemos ver que el error en ese valor es el maximo,
ya que es el valor maximo que toma (cos (x)) ; luego tenemos que en
estos extremos el error es del orden de —27/10 * 0,5 % (— cos (0)) =
7/10 ~ 0,31.

Aproximacién g3 Se puede ver que la aproximacioén [5 tiene error del orden de h?/3!sin ()
aunque consideramos que es un error de orden 2 (ya que la variable h
estd elevada a la potencia 2). Aunque esta aproximacién en los ex-
tremos es muy buena ya que cuando [15/ se aproxima a x = 0 y en
xr = 27 tenemos que el error depende del sin del valor que estemos
calculando ( en los extremos de 0 y 27 donde el sin (0) = sin (27) = 0).
Luego cuando calculamos el error nos da que (27/10)* (1/6) sin (0) =
(27/10)% (1/6) sin (27) = 0. Luego 55/ nos da el valor exacto en z = 0 y
en r = 2m.

3.3. Apartado c

En este tercer apartado se nos pide que analicemos el error de las aprox-
imaciones y comprobemos proporcionalidades con f”(z) y f"(z).

Pero usando el ejercicio 2 en el apartado 3 hemos visto que las aproxima-
ciones son proporcionales a las segundas (y terceras derivadas para 5 ) para
cualquier punto donde sea derivable la funcién. Y en este ejercicio la funcion
15/ es derivable en cualquier punto.

20



Cabe destacar simplemente la importancia de este resultado en el calculo
del error de las aproximaciones en los extremos ya que es donde se producen
los errores méximos ( como pasa con [3| y 4 ) y también donde tenemos la
aproximacién exacta (en el caso de ).

21



4. Ejercicio 4

El lector va a poder ver resueltos los apartados del ejercicio 4 seguida-

mente basandonos en las siguientes funciones [3, 4 y 5 del ejercicio 2 . Que
nos serviran para aproximarnos a la derivada de la funcién:

4.1.

En este primer apartado se nos pide que aproximemos la funcion [16/en el

Apartado a

f(z) = /1 + cos(z)

(16)

intervalo [0, 27| con h = 27 /10. Aqui le presento al lector una tabla con los
valores que toman las aproximaciones y ademés con los valores reales de la
derivada de [16.

Aproximacién 3 | Aproximacion 4/ | Aproximacién 5 Derivada del6

x =m/5 |-0.3197012478097 | -0.1101615423726 | -0.2149313950912 | -0.2185080122244
x = 27 /5 | -0.4979463676217 | -0.3197012478097 | -0.4088238077157 | -0.4156269377774
x = 3m/5 | -0.6274490275746 | -0.4979463676217 | -0.5626976975981 | -0.5720614028176
x = 47 /5 | -0.6955326050139 | -0.6274490275746 | -0.6614908162942 | -0.6724985119639
X=T 0.6955326050139 | -0.6955326050139 | -0.000000000000 —00

x = 67/5 | 0.6274490275746 | 0.6955326050139 | 0.6614908162942 | 0.6724985119639
x = 7r/5 | 0.4979463676217 | 0.6274490275746 | 0.5626976975981 | 0.5720614028176
x = 8r/5 | 0.3197012478097 | 0.4979463676217 | 0.4088238077157 | 0.4156269377774
x = 97/5 | 0.1101615423726 | 0.3197012478097 | 0.2149313950912 | 0.2185080122244

Tabla de valores de aproximaciones a 16

22




Otra forma de mostrar la solucién maés clara es mostrar las diferencia
entre las aproximaciones 3 , 4 y 5l y la derivada de la funcién [16] (que es

fl(x) = 3 ((1 + cos (x))_0’5) (—sin(x))). Como podemos ver en la siguiente
grafica.

Aproximaciones a la derivada de la funcion sgrt[ 1 + cos(x)]
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Valor del error en la aproximacion a la derivada de sqgrt[ 1 + cos(x)]

Valores de x en el intervalo [0, 2*(pi)]

De esta grafica el lector puede apreciar algunas matizaciones importantes.

1. Se puede ver que la aproximacion 13| tiene error positivo, es decir, que
se aproxima superiormente a la derivada de [16. Anédlogo para la aprox-
imacion 4 aunque en este caso se aproxima inferiormente.

2. Otro dato importante es observar que cuando calculamos en valor de
la aproximacién I3l en x, coincide con el valor de la aproximacién 4 en
x +2m/10

3. La grafica nos muestra ademas que la aproximacién [5 es muy buena,
en comparacion con las otras dos, ya que nos proporciona un valor muy
aproximado a la derivada de [16.

23



4. Cabe destacar también que en x = 0 las aproximaciones no estan
definidas pero como muestran estas graficas el error de 3l se aproxi-
ma mucho a —0,1102... mientras que el error en |5 disminuye hasta
casi no existir.

Aproximacion de gl en valores muy pequefios
-0.1094 : : : ; : .

-0.1095

T
i

T
i

-0.1096

-0.1097

T
i

-0.1098

-0.1099

-0.11

-0.1101

-0.1102 : : : : : :
0 001 002 003 004 005 006 007

x 10Aproximacion de g3 en valores muy pequefios

0 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

5. Luego los errores son bastante uniformes menos cuando x = m donde
la derivada de la funcién [16 no esta definida ( ya que dividimos entre
cero).
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4.2. Apartado b

En el segundo apartado se nos pide calcular el orden del error de las
aproximaciones 3, 4/ y 5 para la funcion [16. Para ello utilizaremos el desar-
rollo del polinomio de Taylor calculado anteriormente en el ejercicio 2 donde
teniamos el desarrollo de f (z + h) 7y el de f (z — h) 8.

Al igual que antes tenemos que las aproximaciones quedarian de la sigu-
iente forma:

wh) = @)+l @)+

__ —sin(@) N h ((cos (x +2 (cos (x)) + 1) L (17)
h 1
@ (h) = f’(x)—af () + ...
_ —sin(z) h ((cos (2))” + 2 (cos ( ) +1) (18)
2y/1+ cos (x) 3y/(cos (@) + 1)
Y ademés el g3 nos queda:
() = F@)+ D@+
(19)

— sin (z) h?sin ()
+ +
2¢/1+cos(z) 48y/cos(z)+1
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Luego tenemos que el orden numérico del error en cada aproximacion :

Aproximaciéongql Se puede ver que la aproximacion 3| tiene error positivo del orden de
17 aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya que la variable
h estd elevada a la potencia 1). Aunque, si nos fijamos en el valor del
error de 3/ en el punto x = 7 podemos ver que el error varia en las
cercanias como muestra la siguiente gréafica, considerando siempre que
la funcién no es derivable en x = 7

errores de gl cerca de x = pi
0.6958 ; :

error funcion gl

0.6956

0.6954 |

0.6952

0.695

0.6948 |

0.6946 -

0.6944 -

0.6942 |

0‘694 Il Il L L Il Il Il
3.1408 3.141 3.1412 3.1414 3.1416 3.1418 3.142 3.1422 3.1424

Como muestra la gréafica en el cdlculo del error cercano a x = 7 se puede
ver que hace una pequena variacién si se aproxima por la derecha o si se
aproxima por la izquierda aunque el limite sea el mismo. Esto es debido
sobretodo a la raiz del denominador que hay en el error del calculo ya
que ademaés la formula es inestable porque calculamos la raiz de nu-
meros cercanos al cero.

En conclusién, la aproximaciéon 3 de la funcion 16/ en el punto z = =
no es muy buena ya que tenemos un error absoluto de 0,69 que es muy
grande.
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Aproximacion q2 Se puede ver que la aproximacion 4/ tiene error negativo del orden de
18 aunque consideramos que es un error de orden 1 (ya que la variable
h esta elevada a la potencia 1). Aunque, si nos fijamos en el valor del
error de 4 en el punto x = 7 podemos ver que el error varia en las
cercanias como muestra la siguiente grafica, considerando siempre que
la funcién no es derivable en x = 7

errores de g2 cerca de x = pi
_06938 T T T T T T T

-0.694 - b

-0.6942

error funcion g2

—-0.6944

—-0.6946 |- b

—0.6948 |- b

-0.695 _
X = pi

-0.6952

—0.6954 |- b

_0.6956 Il Il Il Il Il Il Il
3.1408 3.141 3.1412 3.1414 3.1416 3.1418 3.142 3.1422  3.1424

Como muestra la gréafica en el calculo del error cercano a x = 7 se puede
ver que hace una pequena variacién si se aproxima por la derecha o si
se aproxima por la izquierda aunque el limite sea el mismo. Esto es
debido sobretodo a la raiz del denominador que tiene un posible error
del célculo ya que ademas la férmula es inestable porque calculamos la
raiz de numeros cercanos al cero.

En conclusién, la aproximacién 4’ de la funcion (16 en el punto x = 7
no es muy buena ya que tenemos un error absoluto de 0,69 que es muy
grande.
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Aproximacion q3 Se puede ver que la aproximacion [ tiene error variable del orden de
19 aunque consideramos que es un error de orden 2 (ya que la variable
h esta elevada a la potencia 2). Aunque, si nos fijamos en el valor del
error de 5l en el punto x = 7 podemos ver que el error varia en las
cercanias como muestra la siguiente grafica, considerando siempre que
la funcién no es derivable en z = 7.

o 107 errores de g3 cerca de x = pi
T T T T T T T

error funcion g3

-8
3.1408 3.141 3.1412 3.1414 3.1416 3.1418 3.142 3.1422  3.1424

Como muestra la grafica en el calculo del error cercano a x = 7 se
puede ver que se aproxima uniformemente al cero, esto quiere decir
que cuando nos aproximamos al valor x = 7 la aproximacién 5 dismin-
uye el error respecto a la derivada de la funcion en los valores cercanos
a x = m y por lo tanto es una aproximacién bastante buena.

En conclusién, la aproximacion 5/ de la funcién 16/ en el punto x = 7 es
muy buena ya que tenemos un error absoluto de nulo.
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4.3. Apartado c

En este tercer apartado se nos pide que analicemos el error de las aprox-
imaciones y comprobemos proporcionalidades con f”(z) y f"(z).

Pero usando el ejercicio 2 en el apartado 3 hemos visto que las aproxima-
ciones son proporcionales a las segundas (y terceras derivadas para 5 ) para
cualquier punto donde sea derivable la funcién. Y en este ejercicio la funcién
16l es derivable en cualquier punto menos en x = 7 .

Aunque en el caso de z = m podemos aproximarnos mucho usando el Mat-
lab y cogiendo valores muy proximos que ademés cumplen las propiedades
de ser proporcionales a las derivadas.

Cabe destacar simplemente la importancia de este resultado en el calculo
del error de las aproximaciones en los * = 7 ya que es donde se producen
los errores méximos ( como pasa con [3 y 4 ) y también donde tenemos la
aproximacién exacta (en el caso de ).
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5. Ejercicio 5

El lector va a poder ver resueltos los apartados del ejercicio 5 seguida-
mente trabajando con el calculo aproximado de logaritmos neperianos o nat-
urales utilizando la siguiente aproximacion:

a(h) =" (20)

5.1. Apartado a

Inicialmente se nos pide que justifiquemos la formula 20/ como valor aprox-
imado de la funcién In (x) para un valor h variable que se aproxime a cero.
Podemos utilizar diversos métodos para mostrar que la funcion 20 se aproxi-
ma a In (z) en valores de h cercanos a cero. En este apartado voy a proponer
dos posibles formas de mostrar esta aproximacion de la funcion 20.

5.1.1. Posibilidad 1

La primera ellas basada en la siguiente propiedad.

gh —p=h  ehn@) _e=hl@)  ginh (h1n (7))

q(h)=—5—= 2h = h

Pasando al limj,_o g (k) tenemos que nos da la siguiente solucion, aplican-
do los infinitésimos de equivalencia en el calculo del limite.

, _ ., sinh(hIn(z)) _ ., hln(z) B
oy 1) = oy " = oy D o)< 002

Con esto tenemos que la férmula estd justificada.
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5.1.2. Posibilidad 2

La otra forma de justificar la formula es mediante la derivacién logaritmica
basada en el calculo de la derivada de 20.

x, suponemos esto
In(y) = hln(z), aplicando logaritmos

LA (x), derivacién logaritmica
)

Luego entonces ¥ = 2 In (z).

y=az" suponemos esto
In(y) = —hIn(z), aplicando logaritmos
/
LA (x), derivacion logaritmica
Luego entonces ¢ = —z " In ().

Con estos dos datos calculamos de nuevo el limite de la funcién ¢ (h)
aunque esta vez aplicaremos el método de L’Hopital en vez de utilizar los
infinitésimos de equivalencia.

) 2 —z7 atIn(z)+ a2 "In(x) |, at4+ah
i (h) = —55— = lim > = jm ———n(z) =Infz)
Ya que:
h 4 ,.—h
lim A 1
h—0 2

Luego tenemos demostrado de otra forma que la férmula 20/ se aproxima
a In (z) cuando h tiende a cero.
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5.2. Apartado b

En este segundo apartado el lector podra comprobar que el desarrollo de
de la serie de Taylor de la funcién 20 es el siguiente:

l
—~ (2n+1)!

Para ello empezaremos calculando el desarrollo de la funcién y = 2" y
nos queda los siguiente:

h 1 2 h l 3 0 h 1 n

a2+ 2" n (z) + (@ nz(m)) + (@ I?l)'(.’b‘)) +...= Z (hIn ()"
Ahora calculamos el desarrollo para la funcién y = =" y nos da el sigu-

iente resultado:

2" — 2" n () + (x lnz(m)) — ($ h?l)‘(w)) +...= Z (—1)" ———=—

Luego si juntamos todo y podemos ver cual es el desarrollo de la funcién
20)

o (An(@)"  (=1)" (hIn (x))") (hIn (2))" = ((=1)" (hIn (z))")

r - !
2 —" T 2 h

Y con esto, mediante operaciones elementales llegamos al resultado bus-
cado:

= h?" (In (:13))2"+1

(2n +1)!

n=0
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5.3.

Apartado c

En este apartado se nos pide encontrar una féormula recurrente que muestre
la relacién entre g (h) y g (h/2) . Para ello, vamos a encontrar, partiendo de
la féormula de ¢ (h/2), una relacién entre esta y ¢ (h) . Luego partimos de:

q(h/2)

h/2 _ p—h/2 h/2 _ p—h/2 h/2) In(z) —h/2) In(z)

_517 _6( —6(

2y b > ;
(P - s (10 0) ) cost (3 o))

h cosh (g In @:))
sinh (hIn (2))

h - q(h) B q(h)

cosh <g In (@) ' cosh (g In (g;)) \/ 1+ cosh 2(h1n ())

T

2
a(h) \/1 + cosh (h1n (x))

\/ 2sinh (hln (z))

1)\ | o (b (2)) + sinth (7 n () cosh (7 1 (2))

2sinh (hln(x))

1) | b (0 Tn ()] = sinh (Z In (2)) cosh (7 In ()

\ b

2q (h) B 2q (h)
a(h) sinh (hIn(z)) sinh (2hIn (z)) a(h) q(h) +q(2h)
\ n T 2h

(21)

Mediante estas operaciones hemos podido encontrar una funcién recur-
rente para calcular ¢ (h/2) que depende de ¢ (h) y q (2h).
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Se nos pide también que analicemos la estabilidad numérica de la funcién
recurrente 21/ es decir, ver si la siguiente funcion recurrente es estable.

2q (h)
q(h) +q(2h)

Como se puede ver no tiene errores de cancelacion porque no hay difer-
encias de valores muy parecidos aunque si que se puede producir un error en
el calculo de la raiz cuando el valor de x esté proximo a 1 ya que entonces
el logaritmo se aproxima a cero (luego la aproximacién también se aproxima
a cero); ademds si se produjera este error tendriamos también otro error al
dividir entre valores muy préximos a cero. De todas formas si calculamos esta
aproximacién para un valor cualquiera tenemos que esta funcién recurrente
seria estable.

q(h/2) = q(h)

5.4. Apartado d

En este apartado se nos pide encontrar una férmula recurrente que muestre
la relacién entre ¢ (1/2"1), ¢ (1/2") y ¢(1/2"7!) . Para ello, vamos a en-
contrar, partiendo de la férmula 21 calculada anteriormente, una sucesion
recurrente. Simplemente utilizando que si h ~ 1/2" entonces h/2 ~ 1/2"+!

y 2h ~ 1/2"71. Luego tenemos que.
1
20 [ =
‘()

q(h/2) = q(h) #U(?(zh) ~a (2”1+1) e (QL"> q (i> +q (L>
on 2n-t

Luego entonces, como habiamos visto en el apartado anterior, esta fun-
cion es estable, y ademas no tiene errores de cancelacién por lo explicado
anteriormente.
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Por ultimo nos queda comprobar que los valores de arranque de la recur-
rencia coinciden con los propuestos en el enunciado:

! 1
xl— ! o 2 -1
2 2 2x
$%—-$_% 1 1 1 1
q(]_/Q): 1 :xi—x7§:x§——1:
2 (5 €xr2
5.5. Apartado e

En este apartado se nos pide que mostremos un programa que sirva

para calcular la secuencia de valores para ¢ (1),q(1/2),q(1/4),...

,q(1/27)

. Basandonos en el programa Matlab se ha construido el siguiente programa
para calcular los valores anteriormente pedidos.

o B - ) B SR T R

s e
(e

v

% funcion aprox

function ejer = aproxih,x)

ejer = (x"h - x"(=h))/(2%h):
end
Lprograma

g 14

%Valores iniciales
o = [aproxil, =]:
Recurrencia

aprox(1/2, =): ol:

for<i =3 & n %n walor cualguiera
h =

9

end|

[cr hl:
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Utilizando este programa se nos pide calcular ademés la aproximacion
mediante el a el logaritmo neperiano en el caso de que x = 10, luego par-
tiendo de los dos primeros valores se calculan el resto de forma recurrente.
Aqui se presenta la aproximacion en 20 iteraciones.

Con el programa anterior para
veinte iteraciones nos propor-
ciona el siguiente resultado
para el calculo de In (10):

Aproximacion a In(10)
T T T

11 = 4,95000000000000
19 = 2,84604989415154
13 = 2,43187616969715 T

119 = 2,30258509302365
120 = 2,30258509300145 T

Cabe destacar que si consider-

amos el valor real que se nos % 2 s : S
pide es:

In (10) = 2,30258509299405
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15

141
1.35F
131
1.25F

121

11
[¢]

Aproximacion al logaritmo neperiano de pi.
: . . . . . :

I
12

I
14

37

I
18

20

Con el programa anterior para
veinte iteraciones nos propor-
ciona el siguiente resultado
para In () :

11 = 1,41164138370300
19 = 1,20826426735776
13 = 1,16041963867089
119 = 1,14472988585304
190 = 1,14472988585031

Cabe destacar que si consider-
amos el valor real que se nos
pide es:

In () = 1,14472988584940

Lo cual es una aproximacion
muy buena ( de 8 decimales).



