1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

1.

Primera tanda de problemas

1. Defina el error de cancelacion y explique su origen y consecuencias.

El error de cancelacién es el fenémeno que se produce al restar dos
nimeros muy parecidos y que puede provocar la pérdida de datos en
el célculo ya que provoca una disminucién considerable del nimero de
digitos significativos. La cancelacion catastrofica puede ser evitada si
anticipamos su ocurrencia.

. BExplique brevemente lo que es estabilidad numérica.

La estabilidad numérica es un fenémeno que se presenta en algunos al-
goritmos en los cuales el error crece menos que la funciéon exponencial
a lo largo de las iteraciones. Cuando el crecimiento del error es lineal
no suele ser inestable, el problema es cuando el crecimiento del error es
exponencial ( de la forma k™ € con k > 1) que puede provocar hechos
desastrosos.

. Consideramos el polinomio p (z) = 2°+2x*+3x3+42*+52+6 ;Cuantas

raices positivas tiene el polinomio p (z) ?.

Sabemos que el polinomio tiene 5 raices (entre reales e imaginarias)
aunque siempre habrd alguna raiz real. Vamos a ver tres métodos de
comprobarlo.

» Como estamos considerando que x > 0 entonces tenemos que
p(x) > 0 para cualquier valor de x.

= Otro modo de calcularlo es usando la derivada ya que , si consid-
eramos la derivada ( p/ (z) = 5az* +82% + 922 + 8z +5 > 0 ) es
mayor que cero para cualquier x > 0; luego entonces la funcion es
monotona creciente si x > 0y como p(0) > 0 tenemos que para
cualquier nimero positivo p (z) > 0

» Por tltimo decir que, si todos los coeficientes de p (z) son mayores
que cero entonces no hay raices positivas.
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1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

4. Dada la funcion f (z) = cos (x) — 2z, demuéstrese que tiene una unica
raiz real .

Para ver si tiene raices, suponemos un intervalo [a,b] y comprobamos
que f(a) f (b) < 0. Trivialmente, si consideramos:
f(~o0) = +oo

f(+o0) = —o0 f(=o0) f (+00) < 0y al menos existe una raiz.

Para ver que es tinica debemos calcular la derivada y nos queda f' (x) =
—sin (z) — 2 < 0. Luego entonces tenemos que la funcién es estricta-
mente mondtona decreciente y por tanto tiene una tnica raiz.

Se consideran las siguientes iteraciones de punto fijo (xp41 = g; (x,) /7 =
1,2,3,4 ). Compruébese ademds que la unica raiz de f(x) =0 es pun-
to fijo de cada una de las funciones y viceversa. Indiquese cudles de
las iteraciones convergen y, en caso de converger, cudl es su orden de
convergencia

) g1 () = 2

La funcién de iteraciéon es pues x,,1 =

cos (x,,) .

Veamos que es una iteracién de punto fijo:

cosz(a:) =z —cos(x) =2z —cos(z) —2x=0— f(x)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:
, — sin (z)

g (r) = =21

Ademas la derivada cumple que |g; ()| < 0,5 < 1Vz € R.

Luego entonces tenemos que g; () es una funcién de iteracién que
converge a un Unico punto fijo por el teorema 2.4.13.

El orden de convergencia depende de cual sea el punto fijo ya que
si es de la forma a = kn/k € Z entonces la primera derivada se
anula y por tanto es de orden 2 ( ya que en ese caso la segunda
derivada no se anula). Mientras no ocurra el caso anterior, el or-
den sera lineal.
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1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

b) g2 (x) = cos(x) — .
La funcién de iteracién es pues x, 11 = cos (z,) — .
Veamos que es una iteracién de punto fijo:
cos(z) —x =z —cos(xr)—2c=0— f(z)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:
g5 (x) = —sin (z) — 1.

Veamos cuando la derivada cumple que |g5 () | < 1.
lgh(z)] <1 -1 < —sin(z) -1 <1 0< —sin(z) <2«
—2 <sin(x) < 0 < sin(z) < 0.

Ahora si consideramos el intervalo [—1,0] podemos ver que f (x)
converge al punto fijo. El orden de convergencia depende de cual
sea el punto fijo ya que si es de la forma o = 2k (27/3) /k € Z
entonces la primera derivada se anula y por tanto es de orden 2 (
ya que en ese caso la segunda derivada no se anula). Mientras no
ocurra el caso anterior, el orden sera lineal.

_ xsin(z) + cos (z)
¢) 9s (@) = sin (x) + 2

Ty sin (z,) + cos (x,)
sin (x,,) + 2

La funcién de iteracion es pues z,41 =

Veamos que es una iteracién de punto fijo:
xsin (z) + cos (z)
sin (z) + 2
xsin (z) — xsin (x) = cos () — 2x — cos () — 2x = 0.

= x — xsin(x) + cos(x) = xsin (z) + 2z —

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:
(sin (x) + x cos (z) — sin (x)) (sin (z) + 2) — cos (x) (cos (z) + x sin (x))

- (x) sin (z) + 2 ()(Sin(x)(+)2')2() * (x) )
() = 2 (@ +2y
o (z) = x cos (x) — cos® (x)

(sin (z) + 2)*
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Para ver cuando |g5 (z) | < 1 vamos a estudiarlo por casos, basandonos
en el intervalo 0 < z < 1 y entonces tenemos:
0<z<1—0<2r<2—0<2xcos(r)<2—

— —cos® (1) < 2xcos(z) <1—cos? (1) —

— —0,29 < 2z cos (z) — cos? (x) < 0,7081

0<2<1-—0<sin(z) <sin(l) —
—2<sin(z)+2<sin(l)+2 —

— 4 < (sin () + 2)* < (sin (1) + 2)* —
— 4 < (sin () + 2)* < 8,074

Después de haber visto estas desigualdades tenemos que |g5 ()| €
[0,03,0,177] luego entonces podemos acotar la derivada por | g4 (x) | <
1/3 y esto quiere decir que habrd un punto fijo de atraccién si
z € [0,1] como vamos a comprobar ahora:
0<z<1-—cos(l) <zsin(z)+cos(x)) <1+sin(l) —
~cos(D) < xsin.(x) + cos (z) < Cos (1) + sin (1)

sin (z) + sin (1) 4+ 1
Como las desigualdades se cumplen tenemos que esta aproximacion
converge en el intervalo antes mencionado, pasamos a ver el orden
de convergencia.

i (a) = 20 co?, (o) — COSZ () _ 20rcos .(a) — 2 cgs () _0
(sin (o) + 2) (sin (z) + 2)
") — 2accos () — 2asin (a) 4 2 cos (@) sin () _
9 () (sin (o) + 2)°
2accos () — 2arsin (o) + 4asin (o) _ 4a+2asin (a)

(sin (z) + 2)* (sin (z) + 2)°

£0

Como no se anula la segunda derivada, tenemos que la convergen-
cia es cuadratica.
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0) g1 (z) = Ccos (:Ei + 2IL"

. : . cos (x,,) + 2x,
La funcién de iteracion es pues x4 = ————.

Veamos que es una iteracién de punto fijo:
cos (z) + 2z

1 =x —cos(z)+2x =4x — f(x)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:
, —sin (z) — 2
ga(x) = ————.

Ademés la derivada cumple que |g) (z) | < 1Vz € R.

Luego entonces tenemos que g, () es una funcién de iteraciéon que
converge a un Unico punto fijo por el teorema 2.4.13.

El orden de convergencia es lineal ya que se puede ver que la
derivada se anula para ningin punto de R.

5. Dada la ecuacion 3 — x — 5 = 0 se propone resolverla mediante las

siguientes iteraciones de punto fijo ( xn41 = gj () /7 =1,2,3 ). Com-
pruébese ademds que la unica raiz de f(x) = 0 es punto fijo de cada
una de las funciones y viceversa. Indiquese cudles de las iteraciones
convergen y, en caso de converger, cudl es su orden de convergencia.

a) g1 (x) =x®—5.
La funcién de iteraciéon es pues x,,1 = xfl — 5.
Veamos que es una iteracién de punto fijo:
P—b=r—->1—r-5=0— f(x)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:
/ _ 2
gi () = 32°.

—1
Ademéds la derivada cumple que |¢] (x) | < 1Vz € } —

1
Luego entonces tenemos que g; (x) es una funcion de iteracién que
converge a un unico punto fijo por el teorema 2.4.13 en el intervalo
antes mostrado ya que alli es continua, derivable y ademas cumple

las condiciones.
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El orden de convergencia depende de cual sea el punto fijo ya que
si el punto fijo es z = 0 entonces la funciéon de iteracion seria de
orden ciibico ( ya que en ese caso la tercera derivada no se anula).
Mientras no ocurra el caso anterior, el orden serd lineal.

g2 () = vz +5.
La funcién de iteracion es pues z,11 = /2, + 5.
Veamos que es una iteracién de punto fijo:

Vr+b=z—z+5=12>— f(x)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:

gy (z) = S—W

Ademas la derivada cumple que |g; (z) | < 1Vz € |—4, —6].

Luego entonces tenemos que g () es una funcién de iteraciéon que
converge a un unico punto fijo por el teorema 2.4.13 en el intervalo
antes mostrado ya que alli es continua, derivable y ademas cumple
las condiciones.

El orden de convergencia es lineal ya que se puede ver que la
derivada se anula para ningin punto de R.

5
x?2—1

La funcién de iteracion es pues x,,1 =

g3 (x) =
5
x2 —1

n
Veamos que es una iteraciéon de punto fijo:
5

2 —1

=r—H=z—z— f(x)=0.

Visto que es de punto fijo pasamos a calcular su derivada que vale:

, . —10z
91 (:E) = (3:2 — 1)2'

Veamos cuando la derivada cumple que |g5 (z) | < 1.
—10z
()<l — 1< ——-<1
195 (@) .
— —(a:2—1)2< —10x < (:102—1)2
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Estudiandolas por separado:

— (x2—1)2 < =10z <« (x2—1)2> 10z
o =222 +1> 10z
- =222 - 100 +1>0

Cuya solucién es muy compleja imposible de hacer manualmente
con lo cual no podemos decir en que intervalos serd convergente la
funcion anterior ya que le otro caso es casi andlogo;simplemente
decir que la derivada no esté definida en -1 y en 1.

El orden de convergencia depende de cual sea el punto fijo ya que
si el punto fijo es x = 0 entonces la funcién de iteracién seria de
orden cuadratico ( ya que en ese caso la segunda derivada no se
anula). Mientras no ocurra el caso anterior, el orden sera lineal.

6. Dada la ecuacion x+1n (xz) = 0 se propone resolverla mediante las sigu-
ientes iteraciones de punto fijo (Tp+1 = gj (x,) /j =1,2,3 ). Indiquese
cudles de las iteraciones convergen y, en caso de converger, cudl es su
orden de convergencia.

a) g1 () = —1In(z).
La funcién de iteracién es pues &, = — In (z,).
Pasamos ahora a calcular su derivada que vale: ¢} (z) = —x~ %
Ademés la derivada cumple que |¢f (z) | < 1Vz € |—o0, —1[|J]1, +o0].
Luego entonces tenemos que g; (z) es una funcién de iteraciéon que
converge a un unico punto fijo por el teorema 2.4.13 en los inter-
valos antes mostrado ya que alli es continua, derivable y ademaés
cumple las condiciones.
El orden de convergencia es lineal ya que se puede ver que la
derivada se anula para ningin punto de R.
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b) g2 (x) = exp (—x).
La funcién de iteracién es pues x,1 = exp (—z,).
Pasamos a calcular su derivada que vale: g} () = —exp (—x).
Ademés la derivada cumple que |g5 (z) | < 1Vx € ]0, +o00].
Luego entonces tenemos que g () es una funcién de iteracion que
converge a un unico punto fijo por el teorema 2.4.13 en el intervalo
antes mostrado ya que alli es continua, derivable y ademas cumple
las condiciones.
El orden de convergencia es lineal ya que se puede ver que la
derivada se anula para ningtin punto de R.

x +exp (z)
5 :

La funcién de iteracién es pues x,,1 =

c) g3 (x) =
X, + exp (ZL’n)

2
. 1+ exp(x
Pasamos a calcular su derivada que vale: g5 (z) = ;p()

Ademas la derivada cumple que |g} (z) | < 1Vz € |—o0,0].

Luego entonces tenemos que g3 (x) es una funcion de iteracién que
converge a un unico punto fijo por el teorema 2.4.13 en el intervalo
antes mostrado ya que alli es continua, derivable y ademas cumple
las condiciones.

El orden de convergencia es lineal ya que se puede ver que la
derivada se anula para ningin punto de R.

7. En los dos problemas anteriores, jpodria proponer alguna iteracion al-

ternativa que converja mds rdpidamente que las que figuran en el enun-
ciado?s Cudl? Justifiquese.
Se podria buscar alguna funcién que cumpliese esos requisitos, pero
para ello seria necesario conocer el punto fijo que en este momento no
sabemos cual es ya que no se puede calcular. Si lo conociéramos po-
driamos calcular algin método de los explicados en clase como puede
ser Steffensen o Newton.
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8. Se utiliza la recurrencia: T, = 2°»~! para resolver la siquiente ecuacion
2x = 2. Investiguese si y a que converge la sucesion sequn los valores
de xg.

Para comprobar si la recurrencia converge vamos a calcular la derivada
de la funcién de iteracién g (z) = 2771

g (z) =2"""In(2).

Luego entonces sabemos que la funcion es continua y con derivada con-
tinua en todo R solo nos falta saber cuando |¢' (x) | < 1, para ello vamos
a calcular la desigualdad.

27 TIn(2) <1 «— 27

In (2)
«— x < 0,5287663729

Entonces se cumple |¢' () | < 1Vz € |—00, 0] donde, utilizando el teo-
rema del manual 2.4.13 podemos decir que existe un tinico punto fijo
de atraccién, luego entonces si x(y pertenece a este intervalo, tenemos
que converge al punto fijo con un orden lineal.

En otro caso, si ¢ no pertenece al intervalo antes mencionado podemos
decir que no converge a ningin punto ya que la derivada en cualquier
otro punto de los reales seria de médulo mayor que 1.

9. Determinense p, q, y r para que la iteracion: T, 1 = pr, + —

converja a /a con el mayor orden posible. Para la eleccion obtenida
indiquese como el error en x, +1 depende del error en x,.

Para saber cuales son los valores de p, q, y r que debemos escoger us-
aremos inicialmente que es una iteracion de punto fijo, por lo tanto
sabemos que cuando n — oo el valor z,, converge a /a y entonces nos
queda:

Vi e

l=p+qg+r

(V)
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Luego entonces sabemos que para que la iteracién sea de punto fijo los
valores p, ¢, y r deben cumplir que 1 = p+¢q—+r, ahora vamos a ver cual
es la solucién més éptima ( es decir, la que nos proporciona un mayor
orden de la funcién de iteracion ), para ello calculamos la derivada de
la funcién de iteracién en /a y la igualamos a cero (asf al menos seria
de orden 2 el algoritmo).

2
OZP—%—%%OZP—CJ—T
a a
Gracias a esto es trivial ver, que para que el algoritmo sea al menos de
orden dos es necesario que p = 1 (sumando las dos ecuaciones se puede
comprobar) y que ademés g+r = 1 «+» ¢ = 1 —r. Si volvemos a calcular

la derivada nos queda el siguiente resultado:

q ra?

0= 3—\/5 + % — 0= q +r

Después de conoer cual es la segunda derivada tenemos que para que
la funcion fuese al menos de orden tres deberia cumplir:

qg+r= 0

q+r= 1
Luego entonces para que la funcién sea de orden maximo, debe cumplir
p=1Ag+r =1y por tanto serd de orden 2, veamos ahora la
dependencia del error.
Definimos el error en x,, :|z, — a] = &,, y entonces si calculamos el
error en la siguiente iteracion podemos ver que:

Y esto no tiene solucion.

a 1—¢q)a® a 1 — ) a2
|In+1—04|:In—l—z—Q—F%_a:i—Q_F%_i_&-xn

Como acabamos de ver el error en x,,.1 depende de la iteracién anterior.
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10. Al aplicar el método iterativo se obtienen los siguientes errores, ;Cual
es el orden del método?.

n Error
;l - 2607,?547%_2 Por definicién de orden del error tenemos que el
6 4’6662 ' 1073 orden es p si se cumple que.
) . |x " _xn+1|
7 1,4873 . 10_5 - S M
S [15058 - 100 | =P
9 11,5750 - 10~

Aplicando logaritmos( y considerando que €, < 1) :

l=In(m) <Iln(eq1) —pln(e,) <In(M)=L —
[+ pln(e,) <In(epr1) < L+pln(e,) —
[+pln(e,)  In(epy) < L+ pln(e,) .

In (e,) In(e,) = In(ep)
[ In (€,41) L
- <
In (e,) +p In(e,) ~ In(e,) TP
c l L
m nver ro —
omo ) y () converge a Ccero
In (€,41) -~
In (e,)
Luego entonces en nuestro caso:
| 1 1
In(es) o6, m00) o515 200) o7
In (e4) In (e5) In (€6)
1 1
nles) o0, m0) 5017
In (e7) In (eg)

Y de aqui podemos deducir que se esta utilizando un método iterativo
de orden dos como puede ser Newton.

11. Si « es una raiz doble de f (x) (es decir, f (o) = f'(a) =0), calcilese
el orden del método de Newton alrededor de .
Utilizando el teorema 3.2.5. del manual tenemos que, como « es raiz
miltiple de f con multiplicidad 2, entonces la convergencia del método
de Newton es lineal y ademés la ratio es R = 1/2.
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12.

Si se define h(z) = ff/<(x)>, scual es el orden del método de Newton
x

aplicado a h (z) alrededor de o ¢

Esta funcién tiene la propiedad que h () = 0 pero sin embargo A’ («) #

0, con la cual cosa tenemos que « es raiz simple de i (x). Y por tanto

el método de Newton para la funcién h () seria el siguiente:

Mo @@

IS @) T @) = @) ()

Y utilizando el teorema 3.2.4. del manual tenemos probado que es de
orden dos ya que h (z) tiene a a como raiz simple.

Queremos resolver la ecuacion de punto fijo x = g (z), con g (x) difer-
enciable. Para ello proponemos la siguiente iteracion (delta-2):

(9 (zn) — xn)Q

9(g(zn)) — 29 () + 20

Tpy1 = Tn —

¢Cudl es el orden del método? Demuéstrese.
Consideramos las siguientes funciones:

N (2) = (g (a) = 2y)°

N’ (ZE) =2 (g (xn) - xn) g/ (xn) - 1)

N'(a) =2(g(a) —a) (¢ (o) — 1 =0

N"(x) = 2(g (zn) — 24) (¢’ (24) —21) + 29" (zn) (9 (2n) — @)
N"(a) =2(g (o) —a) (¢' (@) = 1)" +2¢" (a) (9 (@) — ) = 2D" ()
D (z) = g(g(xa)) — 29 (xn) + x5
D(a)=g(g(a))—29(a)+a=a—-2a+a=0

D'(z) =g (g(xn)) ¢ (xn) — 29" (2,) + 1

plr) = x—ggg
~ NY{(q B
o) = a-Fr —el@=a
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N'(2) D (x) = N (a) D' ()
(D (x))*
— 1—1lm N (@) 1 o)
= 1-lm poy P @ lm o
o V@ L e NG
= 1—%1_{% D'(-T) +D( )iaam
B 1 . N(x)
= 1—2+D/(a)ili%2D(x)
<,0/(04> = 14+42—-1=0

o) = 1-

= L’Hopital

Luego entonces la convergencia es cuadratica.
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13. Consideramos la sucesion de integrales:
I, = fol z"e* dx/a # 0

a) Demostrar que lim, 1, = 0.
Usamos que la funcion es decreciente primero como vemos en la
grafica o se prueba facilmente mediante desigualdades

Ademés también podemos decir que estd acotada inferiormente
por fol —e™ ya que cualquier valor 2" / n € Ny x € [0,1] es
mayor que -1. Por ello, tenemos que esta acotada por:
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! 1 _ 1
| e e = e )

a a
Luego entonces por el teorema de Bolzano-Weierstrass tenemos
que existe limite de la funcién, y este vale:

a

1:6——EZ<—>1(1+9):6—<—>1:6—( a ) 0
a a a a a \a+n

Por lo tanto:

lim I, =0
b) Comprobar que se verifica: Iy = %ﬁ“), Yy, paramn > 1,
e’ n
In = — — —Tdinp-1
a

Para comprobarlo vamos a calcular primero la integral para Iy y
luego para I,,, entonces:

1 1 1 a
-1 e —1
e dr = | e dr=-[e"]i_, =
0 0 a a

1
/ x"e*dr , Usando integracién por partes u = 2" y dv = ¢** dx
0

"1

azyr=1 n—1_az

e ]a::O_/ —nz" e dx
0
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c¢) ;Para que valores de a es estable la recurrencia anterior?.
Calculamos pues alguna iteracién para comprobarlo en general.

Ig = I(]—i‘éf
o« 1 a “@ 1 1
I = S =S C(hte)="—hy—ce=1—-¢
a a a a a a a a
e 2 et 2 1 e 22 2
L = ———If:———(ll——g):———Il+—25:12+—25
a a a a a a a a a
n!
o= L+t
: Fy s

(1)

Después de hacer estos calculos se comprueba facilmente que Va €
R\{0} el algoritmos es inestable, ya que:

lim — =+
n—oo Q"

d) Enlos casos en que sea inestable proponer una alternativa estable.
La forma mas facil de algoritmo estable a la cual podemos recurrir
es la siguiente:

a a

e n e a
In:___n—l EIn—IZ___In
a
Como lim,I,, = 0, podemos considerar [;o0 = 0 y irfamos calcu-
lando hacia atras la sucesién, con lo cual el error se dividiria y
seria entonces estable.

14. Dados n + 1 puntos distintos, xo,x1...,T, € [a,b], demostrar que la
sucesion de polinomios de Lagrange asociada a esos nodos forma una
base del espacio de polinomios de grado menor o igual que n.
Sabemos que el polinomio de Lagrange de grado j es:

L=[[=—%/j=01...,n

i#j Y !
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15.

Tenemos n + 1 polinomios, entonces para comprobar que son base sim-
plemente tenemos que ver que forman un sistema libre de polinomios.
Consideramos ¢ (z) = Lo () + a1 Ly (x) + ... + a Ly, () =0

1 G—
Sabemos que: L; (x;) = 0 i %i

Entonces:

q (330) = OéoLD (ZL‘()) =+ alLl (.To) 4+ ...+ O./nLn (.2130) = g — O
q (l’l) = Oé()LQ (C(]l) + C¥1L1 (Il) + ...+ OénLn ([L’l) = (; = 0

q(zn) = ool (zn) + Ly (zp) + ...+ apLly () = @, =0

De donde tenemos que a; = 0Vi € {0,...,n}yasi, {Lo(x),..., L, (z)}
son linealmente independientes luego forman una base del espacio vec-
torial de polinomios de grado menor o igual que n.

Se propone le siguiente problema de interpolacion:
Dados dos nodos distintos xo, 1 € [—1,1], y dos valores reales fo, f1
, encontrar un polinomio de la forma: p(xr) = aoxr + a12® tal que
p(wo) = foyp(z1) = fi

¢ Cuando tiene solucion unica?.
Utilizando los datos del enunciado podemos decir que:

p(xo) = apzo+ mzi = fo }

D (ﬂfl) = Qapr1 + alx:{’ = f1
Podemog también escribir el sistema en forma matricial Az = b.

( Lo Lo o \ _ Jo

T CL"% aq f1

El sistema tendrd solucién tnica <= |A| # 0

|A| = xox? — 2128 = o2y (23 — 23)

o — 0 o}
Y solo valdrd 0 si se cumple que: zox; (22 — 23) =0 <= ¢ 21 =0 6
=127 — x = 20611 = —79

Luego el problema de interpolacién tendra soluciéon unica si xg # 0,x; #
Oy x1 # 20 6 21 # —20
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1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

16. Encontrar una base de polinomio de tercer grado {py (z) ,p1 () ,p2 (z),ps (z)}
que verifique:

po(0) =1,po (1) =pp (0) =p (1) =0

pi(1)=1,p1(0) =p;(0) =p; (1) =0

P5(0) =1,p2(0) =p2(1) =p5 (1) =0

P5(1) =1,p3(0) =p3 (1) =p5(0) =0

Utilizando estos datos podemos definir un polinomio para cada grupo
de datos

a) Calculando las diferencias divididas para py (z) nos queda:

e | fELLFET LT L]
o) 1]/ / /
0 1 | 0 / /
1] 0 | -1 | -1 /
1] 0] 0 1 2

Y por lo tanto el polinomio interpolador es:
— 122 +22% (x — 1) =22% — 322 + 1

po (z) = 12° + 02!

b) Calculando las diferencias divididas para p; (z) nos queda:

e | fLLV ST L]
00/ / /
0] 0] 0 / /
1] 1 [ 1 1 /
1] 1[0 | 1 -2

Y por lo tanto el polinomio interpolador es:

p1 (z) = 02° + 0z! + 122

— 2% (x —1) =

—22% + 322

c¢) Calculando las diferencias divididas para p, (z) nos queda:

e | fLLL ST LT L]
oj o /| / /
o] o | 1 | / /
1[0 0 | -1 /
1[0 0 0 1

Y por lo tanto el polinomio interpolador es:

p2 (z) = 02° + 12t

—12% + 2% (w

18
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1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

d) Calculando las diferencias divididas para ps (z) nos queda:

e | SV f L]

oo | / | /
ol 0| 0 | /
1
1

0 0 0
0 1 1
Y por lo tanto el polinomio interpolador es:

p1(x) = 02° + 02! 4+ 022 + 122 (z — 1) = 23 — 22

— o T T

Veamos que {po (z),p1 (x),p2 (x),ps (z)} es una base de polinomios de
tercer grado. Sera sufficiente con ver que la matriz de cambio de base
es regular, esto es, ver si |A| # 0 siendo:

2 -390 1
2 3 00
A=11 51
1 -1 00
Con:
—2 3 0
Al=—| 1 -2 1 :’_12 5’1‘22—3:—1;&0
1 -1 0

Luego entonces {py (z),p1 (), p2 (x),p3 (z)} es una bases de polinomio
de tercer grado.
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Encuéntrese el polinomio q (x) tal que:

q(0) =2, q(1) = -1, ¢(0)=-05, ¢ (1) = -2
Como {py (x),p1 (z),p2 (z),p3 (z)} es una base de polinomios de tercer
grado podemos escribir:

q () = aopo () + aip1 (x) + azpz (7) + azps (v)
¢ (z) = aopp (z) + cup) () + aoph (z) + azps ()

Cumpliendo:

q(0) = agpo (0) + a1p1 (0) 4 agpa (0) + asps (0) = 2 — g = 2
q(l):aopo( )+ aipr (1) +aope (1) +asps (1) = =1 — a; = —1

q (0) = aopp (0) + aipy (0) + azph (0) + asp; (0) = —0,5 — ag = —0,5
q (1) = aopy (1) + aapy (1) + cply (1) + agpy (1) = =2 — ag = —2

Luego entonces se tiene que:

q(z) = 2(20° —32> +1) — (—22° +32%) — 0,5 (2° — 22° + x) — 2 (2 — 2?)

423 — 622 4+ 2 + 22% — 322 — 0,522 + 2% — 0,52 — 223 + 222
= 352% — 622 — 0,5z +2

Que interpola el valor deseado en los puntos antes mencionados.
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17. Dada la tabla de valores para la funcion f(x) = cos(z) aprozimar
1(0,7) mediante un polinomio de sequndo grado, una funcion M,
una funcion M} y una funcidn M3. Acdtese el error en cada caso:

z | f(z) /' (x) /" (x)

0 1 0 0
0.5 | 0.968912 | -0.247404 | -1.463720
1 [ 0.540302 | -1.682942 | -3.844151

Sabiendo inicialmente que f (0,7)

= 0,8823328586 vamos a ver las

aproximaciones mediante los polinomios interpoladores.

= Empezaremos calculando el polinomio de segundo grado mediante

» Pasamos ahora a calcular la funcién M3:

diferencias divididas:

T Do H Do [] Do []

0 1 / /

0.5 | 0.968912 | -0.062176 /

1 0.540302 | -0.85722 | -0.795044

Luego entonces el polinomio interpolador es:

po (z) = 12° — 0,0621762' — 0,795044z (x — 0,5)
po (z) =1 —0,0621762 — 0,79504422 + 0,397522x
po (0,7) = 0,84517

Pasamos ahora a calcular la funcién M;:

T Pl P[]
0.5 | 0.968912 /
1 0.540302 | -0.85722

Luego entonces el polinomio interpolador es:
p1 (z) = 0,9689122° — 0,85722 (x — 0,5)
1 () = —0,857222 + 1,397522x

p1(0,7) = 0,797468

x p2[] p2[-] p2 [ p2 -]
0.5 | 0.968912 / / /
0.5 | 0.968912 | -0.247404 / /

1| 0.540302 | -0.85722 | -1.219632 /

1 | 0.540302 | -1.682942 | -1.651444 | -0.863624
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Luego entonces el polinomio interpolador es:
p2 (z) = 0,9689122° — 0,247404 (z — 0,5) — 1,219632 (x — 0,5)2 —
0,863624 (z — 0,5)* (z — 1)
43181223 — 25380822 + 53651z — 501806
500000

P2 () = —
D2 (0,7) = (0,881009408

Pasamos ahora a calcular la funcién M;:

- ps ] ps [-] ps[-] ps[--] ps[] | pyloee]
0.5 | 0.968912 / / / / /
0.5 | 0.968912 | -0.247404 / / / /
0.5 | 0.968912 | -0.247404 | -0.731810 / / /
1 10.540302 | -0.85722 | -1.219632 | -0.975644 / /
1 ] 0.540302 | -1.682942 | -1.651444 | -0.863624 | 0.22404 /
1 | 0.540302 | -1.682942 | -1.922760 | -0.54264 | 0.641968 | 0.835856

Luego entonces el polinomio interpolador es:

p3 (z) = 0,9689122° — 0,247404 (x — 0,5) — 0,731810 (x — 0,5)2 —

0,975644 (z — 0,5)%40,22404 (z — 0,5)* (z — 1)+0,835856 (x — 0,5)° (z — 1)
B 41792825 — 1350728z* 4 12172862 — 68815222 + 1962472 + 477570

Pa(z) = 500000
P (0,7) = 0,8824177683

Vamos a acotar el error en cada caso:

= Empezaremos calculando el polinomio de segundo grado:

@)= mi@) < [F5 - 05) - 1] < o - 05) - 1] =

|—0,06] = 0,06
Error real:

£ (0,7) = po (0,7)] = 0,84517 — 0,8823328586| = 0,03716285859

» Pasamos ahora a calcular la funcién Mg:
/"€
@ -l < [T @0 <1051 = 02 =02

21
Error real:
|f(0,7) — p1 (0,7)] = |0,797468 — 0,8823328586| = 0,08486485860
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» Pasamos ahora a calcular la funcién M3:

(@)= ps ()] < \w@:—osf (e~ 1)?

3!
|0,0036] = 0,0036
Error real:
|f(0,7) — p2 (0,7)| = |0,881009408 — 0,8823328586| = 0,001323450599

< |(x —0,5)2 (x — 1)2| =

» Pasamos ahora a calcular la funcién Mj:
™ (&) 3 2
|f (x) = ps ()] < (z=0,5)"(z —1)

4!
|0,00072| = 0,00072
Error real:
|f(0,7) — p3 (0,7)] = |0,8824177683 — 0,8823328586| = 8,490970000-107°

< ‘($—0,5)3($— 1)2‘ =

18. Dada f (x) una funcion diferenciable en [a,b] tal que |f (z)] < Ks y
p(x) el polinomio interpolador a f (x) en los nodos xo = a y xy = b,
compruébese que:

K.
@) =p@)] <2 0-a), 2 € o)
Utilizando los datos anteriores tenemos que:

7 @)~ p(@)] < B2 — ) (2~ 2)] = B2 1w — @) (2 — D)

Luego entonces definimos ¢ (x) = (z — a) (x — b) y tenemos que cumple
las siguientes propiedades:

¢ (@)= (z—b)— (x—a) =25 — (a—b)

a—>

¢ (2)=0—ux=

b
¢ (r)=2— enx= ot hay un minimo
b
lg (x)| tiene maximo en x = a—2i—

En conclusién, tenemos que :

K21
|f(z) —p(2)] < o1

(b= a)a—b) = "2 (b ap

23 Juan Miguel Ribera Puchades



1 PRIMERA TANDA DE PROBLEMAS

19.

20.

Se propone el siguiente problema de interpolacion:
Encontrar un polinomio de sequndo grado, p (x), tal que:
p(L)=fo, ¥ (1)=fi, P (2)=fo
siendo fo, f1, fo tres valores reales. ;Tiene solucion unica?
Como es un problema de interpolacion de tres puntos consideramos un
polinomio de segundo grado que cumpla los tres requisitos anteriores,
es decir, tendra la siguiente forma:
p(z) = ap + ayx + axa?
P () = a1 + 2a0x

Luego entonces tenemos que se forma el siguiente sistema de ecuaciones.

p(1)= ao+ar+a=fo 1 11 ag Jo
p/ (1) = a; + 2&2 = fl — 01 2 ay = fl
p(2) = a; + 4as = fo 01 4 o fa

Tenemos que el sistema tendrd solucién unica si |[A] # 0, y se tiene:

11 .
Al=]0 1 :'12‘:2—1:17&0
01

e~ N =

Luego el problema de interpolacion planteado tiene solucién tinica.

Dados n+ 1 nodos distintos, xg,x1,...,2, € a,b], yn+ 1 valores, de-
mostrar que existe un unico polinomio p (x) = ayr+asx’+. . . +a, 2"
tal que p' (x) = f; para i = 0, 1, ..., n. Como es un problema de in-

terpolacion planteamos el mismo método que en el apartado anterior,
es decir, tendré la siguiente forma:

p(z) = a1w + asx® + ... + ap 2™t

P (z)=a1+2ax+ ...+ (n+1)a, 12"

Luego entonces tenemos que se forma el siguiente sistema de ecuaciones
en forma matricial:

1 2wg 322 -+ (n+1)ay ao fo
1 2z 322 -+ (n+1)ay a | _ | A
1 2z, 322 - (n4+1)a? an In
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21.

Y sabemos que existird y sera unica la solucion—— |A| # 0, veamoslo:

1z a3 -
2 o .. n
A =123 - (nt1)| T 10 1= (n+1)|B)

Pero de teoria sabemos que B es una matriz de Vandermonde, y sabe-
mos ademas que su determinante es no nulo. Luego entonces tenemos
que |A| # 0 y por tanto existe un tinico polinomio p (x) que verifica las
hipétesis propuestas.

Se desea aprozimar la funcion f (x) = /€3 en el intervalo [0, 1] medi-
ante una funcidn Mg con intervalos igualmente espaciados de longitud
h. ;Cudntos intervalos debemos tomar para cometer un error menor
que 1076 2

Vamos a hacer operaciones sobre la funcién f (z) = Ve3r que cumple:

Sabemos que el error que se comete en una funcién M, es:

[ (€)
R Y

(. — ;) (v — Tiy1)

Pero, de aqui considerando s = sh podemos extraer que:

(@ = 23) (& — zin)| = |(z = 2:) (z — 23) = )| = |s (s — h)| = h* [ (5 — 1]

Como la s va de 0 a h se tiene que : p(s) =5 (s —1)
P(E)=25-1=0-—5=05
p(0,5) = —0,25

Por lo tanto se cumple que:
2 ]\42 h2

8

-~ h
PG -0l < 7 — Iz —a) (@ —zin)l <
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Ahora hay que ver que valor entre 0 y 1 hace maximo a f” (x), siendo
en este caso, el valor x = 1 ya que:

7 (2] = 9

Njw

= J€

g 3z
1€7? 4

Asi pues nos queda:

9 .
e < §€%h2< 1076
32
h2 < 10_636_%

32 s

S

4 4
h o< 10_636_5 — 510—3 2e 5 — e—%glo—Wﬁ: 7506—%
D)
ho< ie_% — 8,907029137-10~* = 0,008907029137

750

Luego entonces seria : h = 0.0089.
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2. Segunda tanda de problemas

1. Calcule la aproximacion dptima a f (x) = |z| en [—1, 1] mediante poli-
nomios de tercer grado.
Buscamos un polinomio del tipo p(z) = ag + a1z + asx? + azz?, y
sabemos que:

o -1 il 771 0 si1+ j es impar
1 1

i+j+1 m sii+ jes par

Y queremos estudiar los a; que cumplen el siguiente producto matricial:
<1,1> <z,1> <a®21> <2%1> ao < f1>
<lz> <zao> <z’z> <z3r> a | <f7:$:>
<lLa?>> <z2>> <z? 22> <a3 2> as | | < f, 22>
<lL,23> <z,23> <% 23> <o 2® > as < fa3 >

Empezamos pues haciendo los calculos:

<fT> = /1 f (@) dx:/l1|m|dx:/_01(—x)dx+/01xdx:
0

1
_ x? +x21_1+1_1
N 2|, 2], 2 2

1 -1 0 1
< fix> = fx)rdx= / |z| xdx = / (—2?) dx+/ ridx =
1 0
_ -1 -1 0 1
< f,x?t> = (z)2* dx = / |z 22dx = / (—2%) dx+/ ridx =
1 0
_ -1 -1 0 1
< fixd> = (z)2® dx = / |z| 2°dx = / (—z*) dx+/ ridx =
1 1 0
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Y por tanto nos queda el siguiente sistema de ecuaciones después de
haber calculado mediante os datos disponibles:

2 0 2/3 0 ag 1
0 23 0 2/5||a| | 0
2/3 0 2/5 0 as |~ | 05
0 2/5 0 2/7]|| as 0

Y haciendo los célculos pertinentes (son dos sistemas de dos ecuaciones
y dos incognitas):

ag = a1:O; Ao = —

1_6;
b) Calcula la aprozimacion dptima a dicha funcion mediante polinomios
trigonométricos de sequndo grado, es decir, funciones m (x) del tipo:

m(z) = ag Z (ay cos (kmx) + by sin (kmx))
k=1

Luego entonces sabemos que el polinomio que buscamos es de la forma
my (x) = % + a1 cos (x) 4 ag cos (x) + by sin () + by sin (2x) calculando
los coeficientes de la siguiente forma:

1 ! 1 !
- —/ £ (&) cos (0z) dx:—/ 1] cos (0z) dx =
™ J1 ™ J1

1 0

1 1
= —/ (—m)cos(Oz)dx+—/ x cos (0x) dx =
T™J T Jo
TJ ™ Jo Tl 2|, w|l2], 27 27

|
AN

f(z)cos (kz) dx = %/1 |z| cos (kx)dx =

ap =

[e=]

\H\

(—x) cos (kx) dx + l/0 zcos (kx)dx =

™

sin (k—k) _cos(=k)—1 N sin (k) . cos (k) —1
1

A= = =

k2 k k?
= Wk >

28 Juan Miguel Ribera Puchades



2 SEGUNDA TANDA DE PROBLEMAS

I
—

by = %/1 £ () sin (kz) dx:%/ll 2| sin (kz) dx =
= %/_01 (—x)sin(k:v)dx—l—%/lesin(ka:)dX:
! {cos ;-k) sin li;kz) ) cosk(k) i gk)}

Después de haber hecho todos estos calculos, nos queda que el polinomio
trigonométrico de grado 2 que mejor se aproxima es

m () = o 2512(1) sin (z) + Sigf) sin (2)
= % B + 2sin (1) sin (x) + sin (2) sin (2x)

. sFBs el problema de aproximacion dptima, en general, lineal? Es decir,
dado un espacio normado E, con f,g € E y un subespacio S de E, si
p* € S es aproximacion optima a f en S, y q* € S es aproximacion
optima a g en S, para cualesquiera escalares ay y o, 5 Se cumple que
a1p* + anq® es aprorimacion optima a oy f + asg en S¥.
Por definicion de aproximacion éptima en espacios normados tenemos
que se cumplen las siguientes desigualdades en el subespacio S.
If=p I <|f—»l YpeS }
lg—a I <llg—dall Vges
Y queremos comprobar que Vp,q € S se cumple :

a1 f 4+ azg — arp”™ — a2q™|| < [Jar f + azg — aap — aaq|
Si aplicamos las propiedades de las normas:

larf — cap™|| + [[aag — aaq”|| <
aal [[f =Pl + [eel lg — | <
laa| [[f = pll + ezl lg — qll
o[ [If = pll + |zl [lg — qll| <
a1 f + aog — a1p — g

lar f + a2g — aqp™ — caq”||

VAN VAN VAN VAR VAN

\)
Ne}
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Tenemos pues que no es la aproximacién éptima ya que |aq| || f — pl| +
laa| ||lg — ¢l| es una aproximacién mejor que la que nos decia el proble-
ma, luego entonces tenemos que no es lineal.

¢ Y si la norma proviene de un producto escalar?
En ese caso es diferente ya que la aproximacion 6ptima deberia cumplir
<f-p,p>=0 VpeS

los siguientes requisitos. <g—q'.q>=0 YgeS

} Y queremos ver
si Vp,q € S se tiene que:

<arf + g — a1p” — aaq”, up + aaq >=0
Si aplicamos las propiedades del producto escalar:

<oaif +aog—aip” — g, up+ g > =
<onf+ong—apt —aoq,oqp >+ < arf +ag —oapt — gt ag > = (4)
< g — g ,oqp >+ <o f —aipt,ang > =
arag (< g—qp>+<f-pig>) = 0(f

(#) ya que tenemos supuesto < f —p*,p>=0Vpe S

En conclusion, tenemos que en este caso, si la norma proviene de un
producto escalar se cumple que la aproximacién optima es lineal.
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3. Consideramos n niumeros reales estrictamente positivos wy, wa, . .., Wy,.
En el espacio vectorial R™, se define una operacion < .,. >, del sigu-
iente modo. Dados x = (x1,Ta,...,2n) Yy = (Y1,Y2,---,Yn) Se define:

n
< .. >p= szyzwz
=1

Demuéstrese que tal operacion es un producto escalar.
Para probar que es un producto escalar tenemos que ver si cumple las
cuatro propiedades, por ello:

<z, x>,>0VrekFk

La prueba es trivial ya que se considera que w; es estrictamente
mayor que cero y ademas todos los elementos del sumatorio estan
elevados al cuadrado, luego se sigue cumpliendo esta propiedad.

<X, Y >p=<1yY,r >, Vr,y € K
La prueba es trivial ya que el producto de nimero reales es con-
mutativo luego entonces el producto escalar es simétrico.

XY+ 2>,=<T,Yy >+ <x,2>,V0,y,2€F
La prueba es trivial ya que en la primera parte de la igualdad ten-
dremos que cada elemento i-ésimo serd de la forma x;w; (y; + 2;)
luego se podra separar y formara los otros dos productos escalares.
En conclusién, esta propiedad también se cumple.

<ax,y >p=a <,y >, Vr,y € EVa € R

La prueba (por si no lo sabias) también es trivial ya que cada
elemento i-ésimo serd de la forma (az;) y;w; luego entonces por la
propiedad asociativa de los ntimeros reales podemos extraer el «
fuera del sumatorio y tendremos pues el resultado buscado.

En conclusién, tenemos que el posible producto escalar definido ante-
riormente SI que es un producto escalar.
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Compruébese que, si algin w; no es estrictamente positivo, lo anterior
no se verifica.

Basta considerar el vector e; primer vector de la base canodnica y los
siguientes vectores:

r= €
y= e — Entonces < .,. >,=>"  ry;w; = —1.
z = _el

Luego se tiene que contradice la primera propiedad de los productos
escalares y por tanto no es un producto escalar si algiin w; no es estric-
tamente menor que cero.

. Dado w = (wy, wy, w3, wy) = (1,2,4,8), calcule la aproximacion dptima
al vector x = (1,1,1,2) en el subespacio S = {y/y1+2y3 = 0, yo — 2y, =
0}, con el producto escalar definido anteriormente, < .,. >,
Construimos inicialmente una base del subespacio que nos han dado
con:

S ={y/y1 = —2y3,y2 = —2ya} =< (—293,0,93,0),(0,2y4,0,14) >=<
G1,G5 > Aplicamos pues la propiedad que debe cumplir la aproxi-
macién 6ptima y para ello hacemos el siguiente producto:

<z, G1 >u= le%wl + ngi’wg = —le + w3 = —2+4=2

< 1, Gy >p= 13Gowy + 14Gowy = 2wy + 2wy =4+ 16 = 20

Luego se tiene que:

2

Jay = 2 “= g (-4 40 2 20\ 2

Yaz = 20}_> ay = £l _>y_<?’§’§’§ =5 (72:20,1,10)
9

Y tenemos el 6ptimo que buscabamos.
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5. Encuentre una base de polinomio de grado menor o igual que tres, para
la funcidn peso w (z) = |z + 2®| en el intervalo [—1,1].
Consideramos inicialmente la base canénica {1, x, x%, 23} para m4s tarde
aplicarle el método de ortonormalizacién de Grand-Smith. Y ahora cal-
culamos las siguiente integral para obtener un resultado general de los
productos escalares:

2 2
! Lok 3 _ .
(x) dx:/ xk‘x+x3|dxz 2fy @ |x+x|dx_—k+4+—k+2 si k es par
- 0 si k es impar
Empezamos pues a aplicar el método y tenemos que:
p0($) = 1
r) = Qg =T yaque qg= ——— =
" v yad 0 <1,1>
)
po () = x2+10z20+xa21:x2_§
—<a’1> =5 —<x2?> 0
a queqyy=———— =——Vayy=—— =
y q 20 <11> 9 y 21 <x,x>
s 7
p3(ZL‘) = "L‘ +1Oé30—|—x0431—|—g; Q31 =T —1—O;L‘
3 ,.2
— <z’ 1> TS LT~ 0
a queQs=———— = Q39 = _
A T . 5 , 5
<z —5,33 —§>

- <z,2’> =T/12 -7
<z,x>  5/6 10

y Q31 =

Concluimos pues que la base de los polinomios ortogonales que buscabamos
es {1, 2,2 — 3,2% — La}
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6. Repitase el problema anterior con la funcion peso w (x) = |x| + 1
Calculamos inicialmente la integral general para todo el problema:

1 0 1
(r) dx = / o* x| + 2Fdx = / [zt 4+ 2*] dx+ / (2" +2*] dx =
- 0

1 -1

k+2 k+1
0 si k es impar

2 2
G G VIS B _{ +o sikoes par
k+2 k+1  k+2 k+1

Empezamos pues a aplicar el método de ortonormalizacion sobre la
base candnica:

po(x) = 1
() +1 —<uz,1>
r) = g = T va que g = —————— =
P 10 ya que al = — = —
7
pe(z) = $2+1a20+$a21:x2_1_8
_<x271> —7 _<x7:c2> 0
a e aon = ——— 1"~ — vy = — " T
y q 20 <1.1> 18)/ 21 <z.7>
22
pg(l') = x3+1@30+$&31+$2@31:x3_%x
5.2 9
—<231> —<9€,ﬂi—§> .
a ey = —"" = — _
A SN -
<[E—§,J}—§>

—<aat>  —11/15 22

<xz,x>  T7/6 35

y az1=

Concluimos pues que la base de los polinomios ortogonales que buscdbamos

es {1,z,2? — L 2% — 2z} El resto de casos son andlogos a este.
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7. Aprozime la funcion f(x) = Vz3 mediante polinomios de tercer grado
con las cuatro funciones peso de los dos ejercicios anteriores.
Considerando primero la funcién peso del ejercicio 5 disponemos pues
de la base de polinomios ortogonales {1, z, z? — g, x® — 1—70x} y buscamos

valores (3; tales que si p (z) es la aproximacién éptima se cumpla que:

p(z) =il + iz + 5o (1‘2 + —) + (3 (ZL‘S — 1—70x)

Luego entonces calculamos los valores de f;:

- fll\/ﬁ|x+x3|dx_§(1—¢)+§_3_75_§¢
o e +adldx 7T 2 154 77

1 0 1
con / \/ﬁ|x+x3}dX:—/ [aﬂ—i—x%} dx—l—/ [:L‘E—l-l‘%} dx =
-1 1 0

- —{%+%]+{%+31 -

7 11 77
! 3
con / ‘x—i—x?"dxz =
1 2
5 [Lavad|o +a®dx 44 10+ 5 283 44
! I 22 o+ 2 dx 117 6 234 117

1 0 1
con / xvx3‘x+x3‘dX:—/ [:E%—l—xﬂ dx—l—/ [:c%—l—x%] dx
-1 -1 0

B 2% 2], [2, 2 _44(1 )
- 9 13 o 13| "1tV !

! 5
con / ZEZ‘CL’—FI‘?)’dX:—
1 6

Y siguiendo asi se toman los valore que nos daran la aproximacion 6pti-
ma a las funcién.
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8. Dada la funcion peso w (x) = 7 aprozimase a la funcion f(z) =
e — cos (0,17) 2 + v/2x — 3 mediante polinomios de grado menor o
1gual que seis.

Es igual que el anterior, primero buscas la base de polinomios de grado
6 para esa funcién peso y mas tarde calculas los 3; que cumplan la
propiedad antes mostrada, pero no tengo todo un dia para hacerlo, por

tanto, decimos que es andlogo

9. Dados los siguientes datos:

T 1 3 4 6 7
f(z)|-2.18|-0.91 | -0.63| 0.61 | 0.95
Aproximense mediante un polinomio de primer grado.

Lo vamos a estudiar mediante dos métodos diferentes, aunque antes
consideramos los siguientes vectores {1 = (1,1,1,1,1),7 = (1,3,4,6,7) , 22 =
(1,9,16,36,49) , 23 = (1,81,64,256,343) , f = (—2,18, 0,91, —0,63,0,61,0,95)}.
A partir de aqui veamos las dos férmulas:

» Para la primera consideramos la definicién de aproximacién 6pti-
mos en espacios definidos a partir de un producto escalar, luego
se cumplira:

{ <f—-p,1>=0 < f,1>=<p1>
<f—p,T>=0 «—< f,T>=<P,T>
Hacemos ahora pues los calculos:

—|

< > = —2,16:CLQ<T,T>+G1 <E,T>:5ag+21a1 :<]_?,T>
< > = 288 =qy<1,T>+a; <7,%T >=2lay + 11la; =< p,1 >

| |

S]]

Y
I

Por 1ultimo nos queda resolver el siguiente sistema:

oap + 21ay = —2.16 o -
Nag +111a; = 2,88 }Cuyo resultado es: ag = —1251/475ya; =
249/475.

Luego la recta buscada es y = 2= [—417 + 83x].
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= El otro método es mas parecido a lo que estabamos viendo hasta
ahora. Construimos primero una base ortogonal partiendo de los
datos del enunciado mediante ortogonalizacién de Schmidt.

7 = 1

f—i—Tqu = ya que ajg =

—21

- <z1> —(1+34+4+6+7)
<I,1> 5

5

Luego tenemos la siguiente base de vectores {(1,1,1,1,1), % (—16,—6,—1,9,14)}
y ahora solo nos queda buscar la aproximacién 6ptima.

p(x) = agto+ a107
< f.og> —2]16
g = —LW> 7216 4
< Vg, Vg > 5
<For> 11-95
“ <> 22.8 ’

Luego en forma de recta nos queda que:

Uo

~1

}—>p(flf)

= —0,43275 + 0,527 = —2,614 + 0,52

10. El niwvel de agua del Mar del Norte esta determinado por las llamadas
mareas My, cuyo periodo es de 12 horas, por lo que tiene una altura

(donde t estd expresado en horas).

t

2 2mt
H (t) = hy + a;sin (1—7;> + as cos (1—7;>

Y se han tomado las siguiente medidas:

¢ 0 2 | 4 ) 8§ | 10

H(@t) 1.0 16| 1.4]06]02] 0.8

Ajustese H (t) a las medida obtenidas.
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Construimos pues el siguiente sistema que estara sobredeterminado. y
lo resolveremos mediante las ecuaciones normales, es decir buscaremos
los valores x = (hg, a1, as) que cumplan AT-Az = ATb siendo:

1 = h0+0a1—|—1a2

3 1
]_,6 = ho + \/T_Cbl + 5(12

V3 1
1,4 = ho + 7&1 — 50,2

0,6 = ho + 0(11 - 1CL2
V3 1

O,2 == hO—TCLl—ECLQ
V3 1
0,8 = h0—7a1+§a2
Siendo: _ -
1 0 1
1 ¥3 1
11 1 1 1 1 V- 6 00
ATA=| o & ¥ _V3 V3 1T_§:o30
1 2 1 2 1 0 —1 00 3
Lg = -1 =3 3 T
%
Lt -5
1
1 1 1 1 1 1 1,6 5,6
ATh | 0 3 B g —¥3 3 LAy 7320
1 i _21 -1 _i 12 0,6 0.8
2 2 2 2 0,2 ’
_0’8_
Por tanto tenemos que buscar cuales son los valores que cumplen:
6 0 0 ho 5,6 6hg = 5.6 ho = 0,93333...
030 a; | = | 1,7320 | — ¢ 3a; = 1,7320 — ¢ a3 = 0,57683...
00 3 as 0,8 3as = 0,8 as = 0,26666. ..
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