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Capitulo 1

Introduccion Historica

1.1. El periodo semiclasico

1.1.1. Los constituyentes del atomo

La fisica de particulas elementales, tal como la conocemos hoy dia, comienza en 1887 con el descubrimiento del
electron por J.J. Thomson, quien establecié para el &tomo el modelo del “pastel de pasas’, donde el bizcocho constituiria
la mayor parte de la masa y estaria cargado positivamente, mientras los electrones-pasas se distribuirian uniformemente
en el volumen del pastel para garantizar la neutralidad del 4tomo.

En 1911 Rutherford y Geiger (entonces su estudiante de doctorado) construyeron un dispositivo con el que demos-
traron que la carga positiva se concentraba en un nicleo mucho mas pequefio que el dtomo, invalidando el modelo de
Thomson. Al nicleo del hidrégeno lo llamaron proton.

En 1914 Niels Bhor propuso su famoso modelo planetario para el &tomo de H, obteniendo buenos resultados para éste
pero fallando para el He y mas pesados.

En 1932 Chadwick descubre una nueva particula con carga eléctrica neutra y masa parecida a la del proton y a partir de
entonces el universo parecia poder explicarse de manera satisfactoria en términos de tres particulas: el electrdn, el proton
y el neutron. Fue el apogeo de una “belle epoque”, que por supuesto no duré demasiado.

1.1.2. El foton

Contrariamente a lo que sucedi6 con otras particulas, el fotron no fue descubierto por un experimento dedicado, ni su
existencia postulada por una teoria formal. Fue un concepto introducido por Planck en 1900 para explicar el espectro de
la radiacidn del cuerpo negro, aunque entonces ni él mismo creyé en su existencia fisica.

En 1905 Einstein consigue explicar el efecto fotoeléctrico usando la idea de Planck, otorgdndosele m4s tarde el pre-
mio Nobel por ello. Pero no fue hasta 1932 cuando A.H. Compton demostrd su existencia mediante un experimento de
dispersién de rayos X por electrones en un blanco de carbén.

1.2. Fisica de particulas en el paradigma de la fisica actual

1.2.1. La antimateria

En 1927 P.A.M. Dirac presentd la famosa ecuacién que lleva su nombre, la cual compatibiliza la ecuacién de ondas
con la relatividad especial y establece la existencia de soluciones con energia negativa. Su brillante interpretacién fue
asociar dichas soluciones a la existencia de antiparticulas, hecho confirmado en 1931 por Anderson tras el descubrimiento
del positron. De hecho, la ecuacién de Dirac pone de manifiesto una propiedad universal de la naturaleza: la existencia,
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para cada particula, de su antiparticula con todas sus cargas opuestas. En 1955 fueron descubiertos el antiproton y el
antineutrén en el Bevatron de Berkeley (figura 1.3).

1.2.2. Los mesones

Un problema que el modelo de Bhor ignora es el de la estabilidad del nicleo atémico ante la repulsion electrostética
de los protones en el niicleo. Debe existir una fuerza mas intensa que la electromagnética que consiga mantener unidos los
nucleones, que sea de corto alcance ya que no se detecta a distancias superiores al del radio nuclear y ser independiente
de la carga eléctrica.

En 1934 H. Yukawa propuso la primera teoria cuantitativa de la fuerza nuclear fuerte postulando que los nucleones
se atraen mutuamente por mediacién de un campo de fuerza. Del mismo modo que es posible explicar el alcance infinito
de la fuerza electromagnética en términos de una particula intermediaria sin masa (el fotén), es posible inducir la masa de
una particula que media una fuerza de corto alcance. Yukawa estim6 que la masa de dicha particula, a la que llamé meson,
debia ser unas 300 veces superior a la del e™.

En 1937, Street y Stevenson estudiaban rayos césmicos en una cdmara de niebla cuando descubrieron una particula
penetrante cuya masa coincidia bien con la predicha por la teoria de Yukawa, asocidndose originalmente a ésta. Sin em-
bargo poco después se descubriria una segunda particula, provocando una considerable confusion respecto a la naturaleza
de los entonces denominados meson-p (muon) y meson-m (pion). Finalmente, una serie de experimentos establecieron
que el pidn era la particula predicha por Yukawa y que el muén era una version pesada (un factor de aproximadamente
200) del e, lo que no tranquiliz6 en absoluto los dnimos ya que nadie se explicaba la razén de su existencia.

1.2.3. El neutrino

En 1930 los fisicos se enfrentaban con una paradoja surgida estudiando la llamada desintegracién 8 de cierto niicleo
radiactivo A que se transforma

A—B+e” (1.1)

En una desintegracién a dos cuerpos, por conservacion de energia-momento, la energia del electrén emitido es

E= M (1.2)
2mA

por lo que la energia del electrén siempre debe ser la misma. No obstante el espectro medido en las desintegraciones
no es monocromadtico sino continuo, cuya energia mixima viene dada precisamente por 1.2. Para poder explicar esto es
necesario introducir una nueva particula v que transporte la energia que no ha tomado el e~ . El problema era que dicha
particula era un fantasma, luego era necesario que fuera neutra (la carga se conservaba), con masa muy ligera o nula y que
no interaccionase de manera apreciable con la materia. Fue W. Pauli quien predijo la existencia del neutrino a su pesar,
tal como muestra su célebre carta a los participantes en la conferencia de Tiibingen:

“Queridas damas y caballeros radioactivos (...) He dado con un remedio desesperado (...) a fin de salvar las
leyes de conservacion de energia (...) esto es la posibilidad de la existencia en el niicleo atomico de particulas
neutrales (...) que llamaré neutrones'”

En 1934 E. Fermi propuso la primera teoria cuantitativa de la desintegracion beta, estableciendo que el proceso es
n—p+te +V (1.3)

y no fue hasta 1956 cuando F. Reines y C. Cowan realizaron su histérico experimento en el que observaron por primera
vez la interaccién de un antineutrino.

Ya en 1953, antes de detectarse el neutrino, los fisicos se preguntaban si habia solo un tipo, el que se emite en la
desintegracion beta, o si existia un segundo tipo, asociado a la desintegracion del pién en un mudn, que posteriormente

"Posteriormente, Chadwick se apropié del nombre originalmente propuesto por Pauli para denominar al nucleén neutro. Los fantasmas de Pauli
fueron bautizados finalmente por E. Fermi con el nombre de neutrinos
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decae en un e~ . La respuesta la dieron Swartz, Lederman, Steinberger y colaboradores en 1963 produciendo el primer haz
de neutrinos muénicos de la historia.

Existe ademds un tercer neutrino asociado a la particula 7, descubierta en SLAC (1975) por M. Perl y colaboradores,
quien recibid por ello el premio Nobel de fisica.

1.2.4. La extraieza

Hacia 1947, y no por primera vez, los fisicos opinaban que su disciplina estaba casi cerrada. El mundo estaba com-
puesto por protones, neutrones, electrones y sus antiparticulas. Ademds, mis o menos a regafiadientes se aceptaba al muén
y su neutrino. En diciembre de ese afio, sin embargo, la fotografia mostrada en la figura 1.4 acaba de nuevo con la tregua.
El andlisis muestra la existencia de una particula neutra que se desintegra en un par de piones cargados y de signo opuesto

K'—at+n (1.4)
En 1949, Powell descubri6 el kadén cargado a partir de la desintegracion
Kt —nat+at+n (1.5)

y a partir de entonces empezaron a proliferar este tipo de particulas (mesones) hasta tal punto que W. Lamb, Nobel de
fisica en 1953, llegé a afirmar (supuestamente en broma) que “Hace poco tiempo, al descubridor de una nueva particula
se le daba un premio Nobel... jjHoy en dia se le tendria que poner una multa!!”

En 1950, Anderson y colaboradores encontraron otra particula pesada y neutra, la lambda, a partir de la desintegracion
A—=pt+n (1.6)

particula que esta vez pertenece a la familia de los bariones, de la cual el protén es la mas ligera. Al igual que ocurrié con
los mesones, la proliferacion incontrolada de este tipo de particulas no se hizo esperar.

Hacia 1952, cuando entr6 en funcionamiento el primer acelerador de particulas (figura 1.3) se observé que las particu-
las antes mencionadas, a las que entonces se les llamé particulas extrarias debido a la confusién reinante sobre su natura-
leza, se producian copiosamente entre los productos resultantes de las colisiones. Otro aspecto extrafio era su “larga” vida
media (10719 s, a comparar con los 1023 s necesarios para producirlas). A. Pais y otros sugirieron que esa discrepancia
s6lo podia explicarse si el mecanismo de produccién y desintegracion eran completamente diferentes, como mds tarde
se comprobd. Se observé ademds que estas particulas extrafias se producian en pares. En 1953, Gell-Mann y Nishima
introdujeron un nuevo nimero cudntico, la extrarieza, con la peculiaridad de que se conserva en las interacciones fuertes
pero se viola en las débiles.

En la década de los 60 los fisicos sabian producir innumerables particulas “elementales”, pero nadie sabia coémo
extraer orden del aparente caos que se observaba en los datos.

Caltech Archives www. archives caltech.edu

Figura 1.1: Anderson junto al instrumental empleado en sus Figura 1.2: EI Sol, visto en “el rango del neutrino”.
experimentos.
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Figura 1.3: El primer acelerador de particulas de la historia,  Figura 1.4: Descubrimiento del kaén neutral, en el vértice
el Cosmotron de Brookhaven, capaz de acelerar protones de la “V” invertida, correspondiente a las trazas de los pio-
hasta energias de unos pocos GeV (Para el LHC hablamos  nes cargados.

de unos pocos TeV).

1.2.5. Los quarks

El primer paso que llevarfa a Gell-Mann? al modelo quark y la explicacién de la estructura interna de los hadrones
consistié en organizar a los bariones y mesones en términos de su carga y su extrafieza, dindose cuenta de las curiosas
figuras geométricas que aparecian al hacerlo. El descubrimiento de la particula 27 a partir de la prediccién obtenida de
la figura 1.6 supuso la evidencia incontrovertible de que existia una estructura en los hadrones similar a la estructura de
los elementos en la tabla periddica.

(Cudl es esta estructura? La respuesta que dio Gell-Mann® postulando que los hadrones estan compuestos por quarks,
dos ligeros, u (up) y d (down) a los que asigno extrafieza S = 0 y un quark mds pesado, extrafio s (strange), con S = —1.
La carga eléctrica de d y s seria de —1/3 mientras que la de u seria 2/3. Los antiquarks tienen valores opuestos. La
combinacién de estos quarks forman cada una de las particulas conocidas.

Inicialmente el modelo quark fue aceptado con enorme entusiasmo, pero pronto se plantearia un serio problema desde
el punto de vista experimental, ya que tras casi 50 afios de experimentos nadie a conseguido ver nunca un quark libre.
Esta circunstancia, junto a que el modelo parecia violar el principio de exclusién de Pauli relegé a un segundo plano la
idea hasta tal punto que cuando diversos experimentos realizados en SLAC y el CERN mostraron la evidencia de que el
proton poseia una subestructura, los fisicos denominaron a estos constituyentes partones, resistiéndose en un principio a
asociarlos a los quarks de Gell-Mann.

Sin embargo hoy en dia el modelo vuelve a gozar de buena salud. El comienzo de su resurreccion fue en 1974, con el
descubrimiento de la particula J/y de manera mas o menos simultdnea en Brookhaven por S. Ting (/) y en SLAC por B.
Richter (), mesén pesado eléctricamente neutro cuya largo tiempo de vida medio puede explicarse recurriendo de nuevo
al modelo quark con un nuevo tipo de particula elemental: el ¢ (charm). Al descubrimiento del “charmonio” le sigui6 el
de otras particulas con encanto.

En 1977 se descubri6 la particula 1°, que resultd ser el estado ligado de un quinto quark b (beauty). Finalmente, en
1995 y tras una larga bisqueda, se encontr6 el dltimo quark ¢ (fop) en Fermilab.

1.3. El modelo estandar

En su teorfa de la desintegracidn beta, Fermi no considerd la mediacioén de ninguna particula intermediaria de la fuerza
débil, lo que provocaba que a altas energias el resultado divergiese. La prediccién de las masas de los bosones W+, W™

2Ne’eman propuso un esquema similar de manera independiente
3También en este caso, Zweig propuso un esquema similar de manera independiente
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A+
s=10 n p
qg=2
s=-1 3 ot
q=1
q=1
§=-2
g~ g0
g=—1 qg=20

Figura 1.5: El octeto de bariones. Los ocho bariones més li-  Figura 1.6: El decuplete de bariones. Diez bariones pesados
geros pueden organizarse en un hexagono con dos particulas ~ se organizan en un tridngulo.
en su centro.

S=-1

Q=-1 Q=0 Q=+1

Figura 1.7: El “nonete” de mesones. Los nueve mesones  Figura 1.8: El descubrimiento de la particula 2~ en 1964.
més ligeros pueden disponerse en un hexdgono con tres
particulas en el centro.

Figura 1.9: Vista aérea del Fermilab. El anillo en primer  Figura 1.10: E1 SLAC, ubicado al sur de San Francisco, ace-

plano es el Inyector Principal y el anillo posterior es el Te-  lera electrones y positrones a lo largo de algo mds de tres

vatrén, acelerador donde se descubrid el quark fop. kilémetros hacia varios blancos, anillos y detectores ubica-
dos en su finalizacion. Este acelerador hace colisionar elec-
trones y positrones, estudiando las particulas resultantes de
estas colisiones.
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y Z la proporcioné la teorfa electrodébil de Glashow, Weimberg y Salam, constituyendo a partir de entonces uno de los
pilares del denominado modelo estdndar, el cual define nuestra visiéon mds actual de las particulas elementales y de las
interacciones que las rigen.

1.3.- El modelo estandar

El modelo estandar presenta una descripcion bastante elegante y simple de las interacciones: estas aparecen de manera
natural como consecuencia de la simetria de los sistemas frente a un conjunto de transformaciones. Las propiedades de
la interaccion quedan completamente determinadas por el grupo de simetria y su intensidad viene dada por una o dos
constantes.

También hay que tener presente que presenta una serie de limitaciones:

= No incluye la interaccion gravitatoria.
= Continda siendo de actualidad el problema de la masa de los neutrinos.

= El modelo contiene 17 pardmetros arbitrarios, lo que hace que no alcance el estatus de teoria.

Modelo Estandar
u (up) — d (down) 12 generacion, con tres colores para cada particula
Quarks s (strange) — c (charm) 2* generacion, con tres colores para cada particula
b (beauty) — t (top) 3? generacion, con tres colores para cada particula
e~ (electrén) — v, (neutrino electrénico) 1* generacion
Elementos ( ) ) = Vel . - ) a £ .
Leptones U (mudn) — vy (neutrino mudnico) 2% generacion
T (tauon) — Vv, (neutrino tauonico) 32 generacion
Bosén de Higgs  (todavia no descubierto)
Interacci6n electrodébil  {y, W, w~, Z°
Interacciones Interaccién de color {octete de gluones

Interaccion gravitatoria

Marco tedrico Teorias gauge locales

Leptons Bosons

TPE

INTENSITY OF FORCES
( DECREASING ORDER )

BINDING PARTICLE
( FIELD QUANTUM )

OCCURS IN :

STRONG NUCLEAR FORCE

GLUONS (NOMASS)

ATOMIC NUCLEUS

e 1
7

= ) photon
electron 2

- L ELECTRO -MAGNETIC FORCE

neufrino e

PHOTONS (NO MASS)

ATOMIC SHELL
ELECTROTECHNIQUE

WEAK NUCLEAR FORCE

BOSONS Z°, W+, W-
(HEAVY)

RADIOACTIVE BETA
DESINTEGRATION

GRAVITATION

@

muon neutfrino p

GRAVITONS (?)

HEAVENLY BODIES

THE EXCHANGE OF PARTICLES IS RESPONSIBLE FOR THE FORCE

Figura 1.11: Representacion algo informal de las particulas e interacciones del modelo estandar
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Capitulo 2

Propiedades de las Particulas Elementales

2.1. Generalidades

Actualmente se piensa que el universo estd compuesto por dos familias de particulas elementales:

= Bosones, particulas con espin entero portadoras de las interacciones fundamentales, es decir, son los cuantos de la
interaccion.

= Fermiones, particulas con espin semientero sujetas al principio de exclusién de Pauli que componen la materia.

La fuerza entre dos particulas (fermiones) es el resultado del intercambio de particulas mediadoras (bosones).

Los fermiones se dividen a su vez en otras dos familias

= Leptones, caracterizados fundamentalmente por no sentir la interaccién nuclear fuerte.

= Quarks, caracterizados fundamentalmente por sentir la interaccién nuclear fuerte y porque hasta el momento jamas
se han observado en un estado libre, sino formando hadrones.

Los hadrones, formados por quarks y gluones, se dividen, a su vez, en dos familias atendiendo a su espin total

= Mesones, con espin total entero (bosones).

= Bariones, con espin total semientero (fermiones).

2.2. Numeros cuanticos

2.2.1. Leptones

El estudio de las desintegraciones de los leptones it y T (el e~ es estable por conservacién de la carga ya que es el
leptén mds ligero sin contar los neutrinos) ha llevado a introducir unos nimeros cudnticos, llamados nimeros leptonicos,
que se conservan en las interacciones débiles, a saber:

1 paraele yv,
Niimero leptonico electronico (L,) —1 paraelet y v,
0 para el resto

1 parael u= y vy
Niimero leptonico mudnico (Ly) —1 parael uty vy,
0 para el resto

13
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1 paraelt” yv;
Niimero leptonico taudnico (L) —1 parael Tty V;
0 para el resto

2.2.2. Hadrones

Para su descripcion se usan los siguientes niimeros cuanticos:

= Niimero baridnico: Se introduce para justificar el hecho experimental de que el protén es estable y que otras particu-
las (A, X, ...) decaen a él.

1 para el protén y todas aquellas particulas que decaigan en él
Niimero barionico (B) —1 para sus antiparticulas
0 parael resto

Hasta ahora no hay ninguna evidencia de que se viole la conservacioén del nimero bariénico y la vida media del
protén es superior a 10°! afios (no se ha observado ninguna desintegracién esponténea desde su estudio). No obs-
tante las teorias GUT predicen una vida finita para el proton.

= Extrafieza: Se introduce para justificar el hecho experimental de que algunos hadrones (K, A, X, ...) tengan vidas
relativamente largas, lo cual implica que no decaen a otros hadrones mas ligeros (p, &) por la interaccién fuerte o la
electromagnética, sino por la débil. Por otro lado, los experimentos también indican que estas particulas se produ-
cen con secciones eficaces consistentes con la fuerza nuclear fuerte, lo cual fue una aparente paradoja ya que estas

Particulas |1 m Fermiones
(12, 22 32 generacion)

l I Y I B

" Fotén ' Quarks _ Boson W ' Bosdn Z . Glugn l Leptones '

_sl _nl -L. é
[ up
Componan
Neut:lms. " Electrén ' L $

" Hadrones '
Bariones | Mesones l‘i l
MNeutrino
n Kaon ' _Elect.rdnicu l

e s

Figura 2.1: Clasificacién de las particulas elementales.
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CARGA -1 SIN CARGA
O e
- neutrino electrdnico —
electrin e Ve u Vu T Ve
o O (carga eléctrica) 10 -1 0 0 0
— nentring mudnico L, (N° leptoénico electrénico) +1 +1 0 0 0 0
e Ly, (N° lept6nico muénico) 0 0 +1 +1 0 0
L (N° leptdnico tauénico) 0 0 0 0 +1  +1
€
neutrinn taudnico
taudn
CARGCA -1/3 CARGA 213

D u d S c b t

abajo artiba
: O (carga eléctrica)y 2/3 —-1/3 —-1/3 2/3 —-1/3 2/3

O I (Isospin) /2 1/2 0 0 0 0
I, /2 -1/2 0 0 0 0

FEIET encanto S (extrafieza) 0 0 -1 0 0 0
C (encanto) 0 0 0 1 0 0

B (“bottomness”) 0 0 0 0 —1 0

T (“topness”) 0 0 0 0 0 1

fondo cima

Figura 2.2: Representacion de los leptones y quarks respectivamente (el tamafio de las particulas esta relacionado con su
masa). A continuacion se muestra una tabla con los nimeros cudnticos de cada elemento.

particulas “extrafias” pueden sentir la fuerza fuerte cuando se producen, pero no después. La solucién surgié de la
observacidon de que las particulas extrafias aparecen por parejas.

1 paralos kaones K* y K+

—1 para los hadrones que produzcan las particulas anteriores (A, X7, ...)
2 para las cascadas Z0, 5~
0 para el resto

Extrarieza (S)

S es conservado por la interaccién fuerte y electromagnética y violado por la interaccion débil

Las antiparticulas tienen extrafieza opuesta a la de las particulas. Cuando un hadrén con extrafieza S decae, si existen
otros hadrones mas ligeros a los que pueda decaer conservando S (ademds de los otros nimeros), el fenémeno
sera rapido al producirse por la interaccion fuerte o electromagnética. En caso contrario, el decaimiento ocurrird por
la interaccion débil, que puede cambiar la extrafieza en una unidad.

» [soespin: Se introduce para dar cuenta del hecho empirico de la existencia de grupos de particulas con propiedades
muy parecidas, excepto que tienen carga eléctrica que varian de uno en uno (p*,n%), (x—, 70, 1), ...).

Para describir este hecho se definen tres operadores 3, I y I_ que cumplen las reglas de conmutacién del momento
angular. I3 estd relacionado con la carga eléctrica

_y
13=7+§ @.1)

donde Y es una constante para cada grupo llamada hipercarga. Gell-Mann y Nishijima encontraron que

Y=B+S (2.2)
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Particulas Antiparticulas
. |
|— a- II' G+ isotopic multiplet B Y I I3 Q particle
- i
I -1 -1 T, p”
I
=~ [ P 0 0 1 0 0 70, p°
1
1500 |- - 1 at,pt
B 1 1 0 Jr0
> . I = 73 " 1 -3 0 K° K
n B = ' = 2 KK 0 1 3 { 3 1 K+ K
=+ = r= ' ¥+ 30 i-
% [ i e i n,¢,w 0 0 0 0 0 7%¢%u°
= ¢ 1 :{B
- b T I e _1 0
{ ! N o1y e
1000 — H 3 1 p
H p* 0 1 7 - . B
¢ [ ! + 3 a1 oa
] _1 0 A0
K| — 3 2
5 : A bl i 1 A+
& B ; 3 2 A+t
= '_ o0 5 )
= A 1 0 0 0 0 A
] 1 E -
s00 - = E ! " - -
: -1 -1 X
B I' % 1 0 1 0 0 50
L : 1 1 >+
— J 1 1 -
L N -
- e - 5 E
I
» = -
0= - - 0 = Q 1 -2 0 0 -1 Q-

Figura 2.3: Espectro de energia y multipletes de algunas particulas. Los préximos capitulos servirdn como introduccién a
la explicacion de sus nimeros cudnticos.

Hadrones L S J P

Mesones pseudoescalares 0

Mesones vectoriales 0 -1
Bariones octete 0 172 172 +1
Bariones decuplete 0 372 32 +1

— O
[

Cuadro 2.1: Resumen de las principales familias de hadrones.
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Capitulo 3

Teoria de Grupos

Segtin el teorema de Noether, cada simetria de la naturaleza estd asociada a una cantidad conservada y viceversa. Una
operacion de simetria es aquella que deja el sistema inalterado tras su aplicacion, es decir, el estado tras la operacion es
indistinguible del anterior. Ejemplos pueden ser las rotaciones, traslaciones espacio-temporales...

El conjunto de operaciones de simetria forma un grupo.

3.1. Propiedades generales

Definicion 3.1. Un grupo (G, -) es un conjunto de elementos a,b,c, ... con una ley de composicion que cumple:

1. Interna: Va,b€ G,a-b € G

2. Asociativa: Va,b,c € G, (a-b)-c=a-(b-c)

3. Elemento neutro: de € G,Va € G,a-e=e¢-a=a

4. Inverso:Va€ G, 3a ' € G,a-a ' =a ' a=e

Esta definicion nos muestra que un grupo es una “tabla de multiplicaciéon” donde si los elementos del grupo g; € G
son discretos (definicién 3.6) puede representarse en la siguiente forma:

‘ ¢ 81 82
e |e & 82
81 | 81 8181 8182
82 | 82 8281 8282

Definicion 3.2. Se dice que un grupo es grupo abeliano cuando ademds cumple la propiedad conmutativa, es decir, que
Va,be G,a-b="b-a.

Definicion 3.3. Se dice que S es subgrupo de G si el subconjunto S € G cumple que Ya,b € S,a-b € S

Definicion 3.4. Si A y B son subgrupos de Gy todos los elementos de G pueden escribirse de forma tinica como g =
a-bacA,beBya-b=>b-a, entonces G es producto directo de Ay B, G = A ® B. Si un grupo es producto de otros
dos, todas sus propiedades pueden obtenerse a partir de la de sus factores.

Definicion 3.5. Dos grupos G = a,b,...,- y G =d',l,..., x son isomorfos si existe una correspondencia biunivoca tal
quesia—d,b— b, entonces a-b — a’' x b'. Los grupos isomorfos tienen la misma estructura.

Definicién 3.6. Un grupo es discreto si tiene un niimero discreto (finito o no) de elementos.

Definicion 3.7. Un grupo es continuo si tiene un niimero continuo de elementos.

17
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Definicion 3.8. Los grupos continuos se definen en funcion de un niimero N de pardmetros reales: es el orden del grupo.
Definicion 3.9. Un grupo continuo es compacto si sus pardmetros varian en un intervalo cerrado y acotado de valores.
3.2. Representacion de grupos

Definicion 3.10. Una representacion de dimension n de un grupo es un homomorfismo en el que a cada elemento g del
grupo se le hace corresponder una matriz n x n D(g), de forma que si a-b = c, entonces D(a) - D(b) = D(c).

Propiedades:
D(e)=1 (3.1)
D(g1)-D(g2) =D(g1-82) (3.2)

Ejemplo 3.1. Consideremos el grupo definido por la siguiente tabla de composicion

Resulta inmediato comprobar que

D(e)=1  D(a)=e™3  D(b) =™/ (3.3)
es una representacion, ya que por ejemplo

D(b)-D(b) = 8713 = ¢0%i/3 . 213 — D(e) - D(a) = D(a)

Definicion 3.11. Se llama representacion regular a aquella formada construyendo una base ortonormal con los elemen-
tos del grupo |g1),182) , ... y definiendo

D(g1)g2) = |g1-82) (34

Los elementos de matriz vendrdn dados entonces por

[D(g)]ij = (&il D(g) 1g)) (3.5)

Ejemplo 3.2. La representacion regular para nuestro ejemplo vendrd dada por las matrices

100 00 1 010
Dle)=| 0 1 0 Da=|1 0 0 D)= 0 0 1 (3.6)
00 1 01 0 100

ya que los vectores de la base serdn |g1) = |e), |g2) = |a) y |g3) = |b) y a partir de (3.5) tenemos

[D(e)]11 = (e| D(e) |e) = (e|e-e) = (e]e) =1
[D(e)]12 = (e| D(e) |a) = (e|e-a) = (e]a) =0

Definicién 3.12. Dos representaciones D(g) y D' (g) son equivalentes si existe una matriz S tal que Vg, D'(g) = S-D(g) -
S71

Definicion 3.13. Una representacion unitaria es aquella a cuyos elementos de grupo les corresponde una matriz unitaria
(preserva el producto escalar).

Teorema 3.1. Toda representacion de un grupo finito o de un grupo compacto son equivalentes a representaciones
unitarias.

18
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Definicion 3.14. Una representacion invariante es aquella cuyas operaciones del grupo no saca a los elementos del
subespacio donde estd definida.

Definicion 3.15. Una representacion invariante es irreducible cuando no puede descomponerse en la suma directa de
otros subespacios invariantes, los cuales pueden asociarse a tensores con simetria bien definida, es decir, o son simétricos,
antisimétricos o tienen simetria mixta.

Teorema 3.2. Toda representacion de un grupo finito o de un grupo compacto es completamente reducible, es decir,
puede descomponerse como suma directa de subespacios irreducibles.

Ejemplo 3.3. Siguiendo con el ejemplo anterior, si consideramos

| 1 1
S= 3 0 o 3.7)
o o
donde w = e*™/3, entonces aplicando la definicion 3.12 sobre (3.6) comprobamos que la representacion es completamente
reducible
1 00 1 0 O 1 0 O
D)= 0 1 0 D=0 o 0 Db)y=| 0 o 0 (3.8)
0 0 1 0 0 o 0 0 o

Definicion 3.16. Sean A y B dos matrices m X m 'y n X n respectivamente. Se define el producto directo de dos represen-
taciones como la matriz de dimension mn X mn

(A®B)jsu =AjBy (1<jk<m;1<s,t<n) (3.9

Teorema 3.3. Si D? € G| y D? € G; son dos representaciones unitarias irreducibles de dimensiones d, y d, respectiva-
mente, entonces las matrices definidas por

r(T)=I"(T)®I'Y VNTe€G (3.10)

forma una representacion unitaria completamente reducible de G| @ G, de dimension dyd,,.

3.2.1. El grupo de las permutaciones S(n)

Consideremos el conjunto S(n) de permutaciones de cierto nimero n de objetos. Dichas permutaciones pueden repre-
sentarse como producto de transposiciones.

Definicién 3.17. Se denota como P;j al operador que intercambia el objeto i por el objeto j

Pj=P; @3.11)
P21 (3.12)

Definicion 3.18. Denotamos una permutacion como

1 2 .. n
3.13
( by by ... by ) (3.13)
Definicion 3.19. Una permutacion par es el resultado de un niimero par de transposiciones y una permutacion impar es
el resultado de un niimero impar de transposiciones.

Ejemplo 3.4. S(4)

s, =lalb|cld] (3.14)
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Consideremos las transposiciones

Pi-S, =blalcld] (3.15)
P8, =lclblald] (3.16)
Pu-Sy=dlb|cla] (3.17)

(3.18)

La composicion es
Py -Pi-Pp3-Py-Sy=d]alc]b] (3.19)

equivalente a
1 2 3 4
( 2 3 41 ) (3.20)

3.2.2. Diagramas de Young

Hemos visto que el espacio generado por el producto directo de otros subespacios es completamente reducible, luego
nuestro interés se centra inevitablemente en hallar dichos estados. Estos se construyen simetrizando y antisimetrizando la
composicion.

Consideremos primero el estado de dos particulas idénticas, y(1,2). Este estado no tiene simetria bien definida, pero
es posible construir un estado simétrico y otro antisimétrico a partir de él de la siguiente manera

v =y(1,2) +y(2,1) (321
con
v(2,1)= P2 y(1,2) (3.23)
Pl2 Yy = Y (324)
P - Vo= —Yqy (3.25)

Ambos estados pueden representarse graficamente como

vi=l || y= H (3.26)

Definicion 3.20. La representacion (3.26) recibe el nombre de diagrama de Young.

Para tres particulas

Vs = D:‘:‘ Vo = @ Y =L (3.27)

Explicitamente
L L = (1 4P+ Pis+Ps+Pia-Pis+Pis-Pra) (3.28)
@: (1 =P —Pi3—P3+Pia-P3+Pi3-Pr2) (3.29)
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El diagrama mixto y,, representa todos los estados simétricos respecto al intercambio de dos particulas pero anti-
simétrico con respecto a la tercera. Para representarlos hemos de introducir el operador simetrizador S;; y el antisimetri-
zador A;; tales que VP,;

Sij=1+F; Ajj=1-P; (3.30)
S5 =25 AL =24 (3.31)
1 1
Definiendo ahora
Sijk = Sij-Sic-Sjx-w(1,2,3) (3.33)
Ajje =Aij-Ai-Aj-w(1,2,3) (3.34)

tenemos que
Y = SijpAirw(1,2,3) (3.35)

La forma estdndar de un diagrama de Young se define por la manera de enumerar sus cajas, obedeciendo las siguientes
reglas:

1. Los ntimeros de izquierda a derecha en una fila no decrecen

2. Los numeros de arriba a bajo en una columna siempre se incrementan

Ejemplo 3.5. Dos particulas en SU(2)

(=) (3.36)
=11) (3.37)

Las configuraciones posibles son:

L =[] [1]2]4[2]2] (3.38)

donde no se considera la combinacion para respetar la condicion (1) y
[ = 1 (3.39)
2]2]= |u (3.40)
S+ (3.41)

.4l
_[2] (3.42)

2] |2]

1]
donde no se consideran de la misma manera los estados , y L2l para no violar (2) y

1

1
= (=1 (3.43)

luego tenemos que

D@D:ED@H (3.44)

222=301 (3.45)

es decir, la composicion de dos particulas en SU(2) (dos estados) es la suma directa de un subespacio de tres estados
(triplete) y otro de uno (singlete).
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3.3. Grupos de Lie

Definicion 3.21. Los grupos de Lie son grupos continuos caracterizados por un conjunto de r de pardmetros reales
d = (ay...a,), varian de forma continua en un intervalo dado y cumplen que g(d) - g(b) = g(¢) donde ¢ puede expresarse
como funcion analitica de d y b.

Definicion 3.22. Consideremos los elementos del grupo correspondientes a pardmetros proximos a cero dd = (da, ...da,).
Los elementos g(dad) estardn préximos a la unidad y por tanto pueden escribirse como
r
g(dd)=e+i)y dayX, (3.46)
n=1

Los elementos X;, corresponden en un sentido amplio a las “derivadas” de los elementos del grupo con respecto a los
pardmetros: son los generadores del grupo.

Teorema 3.4. El conmutador de dos generadores es una combinacion lineal de los generadores.

Xy Xo] =X Xy — XXy = Y Ch' X, (3.47)
p

donde las Cg Y son las constantes de estructura, niimeros complejos en general.
Definicion 3.23. El rango del grupo viene dado por el conjunto de generadores hermiticos que conmutan entre si.

Definicién 3.24. El espacio vectorial de dimension r obtenido de todas las combinaciones lineales de los generadores
del grupo, junto a la operacion interna definida por el conmutador, forma una estructura denominada dlgebra de Lie. A
cada grupo de Lie le corresponde un dlgebra de Lie.

Teorema 3.5. Si un dlgebra de Lie de dimension r de un grupo de orden r contiene una subdlgebra de dimension s, con
s < r, entonces con s generadores independientes contenidos en el subdlgebra puede generarse un subgrupo de orden s a
partir del grupo original.

Definicion 3.25. Las constantes de estructura forman en si mismas una representacion del dlgebra llamada representa-
cion adjunta, cuyas matrices vienen dadas por

[Tpluv = =Gy (3.48)
con producto escalar
Tr(Tu . Tb) = /’L(Sl i (349)

Definicion 3.26. Se llaman dlgebras de Lie compactas a aquellas con A > 0. En esta base, las constantes de estructura
son completamente antisimétricas.

C;I;W =ifuvp (3.50)

Definicion 3.27. Aquellas dlgebras que no tienen subdlgebras invariantes no triviales se llaman dlgebras (semi)simples,
las cuales generan grupos simples (abelianos).

Teorema 3.6. La representacion adjunta de un dlgebra de Lie (semi)simple que satisfaga (3.49) es irreducible.

3.3.1. Subalgebra de Cartan. Pesos

Definicion 3.28. La subdlgebra de Cartan estd definida a partir de un dlgebra semisimple y compleja y tiene las siguientes
caracteristicas

= Es la mdxima subdlgebra abeliana, es decir, el mayor conjunto posible de generadores hermiticos que conmutan

= Su representacion adjunta es completamente reducible
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En esencia las subdlgebras de Cartan son tinicas ya que escojamos la que escojamos dard los mismos resultados.

Definicion 3.29. En cierta representacion irreducible particular, D, existirdn una serie de generadores hermiticos H;,
i=1,...,m llamados generadores de Cartan que cumplen

Hi=H'  H=YCdX, [H,H]=0 (3.51)
a

1

Estos operadores pueden diagonalizarse simultdneamente en cierta base tal que satisface
Tr(H;H;) = kpd;; parai,j=1,...m (3.52)
Definicion 3.30. El niimero m de generadores de Cartan independientes se corresponde con el rango del grupo.
Definicion 3.31. Una vez diagonalizados los generadores los estados de D podrdn escribirse como |[L,D) donde
H;|u,D) = |, D) (3.53)

Los valores propios W; son llamados pesos, y el vector fi = (U, ..., ly) vector de pesos.

3.3.2. Representacion adjunta. Raices

Definicion 3.32. Denotaremos cierto estado en la representacion adjunta correspondiente a cierto generador X, como
|X,) y definimos convenientemente el producto escalar como

(XalXp) = A7 Tr(X;X;) (3.54)
La accion de un generador sobre un estado es por tanto

Xa |Xp) = |[Xa, X)) (3.55)
Teorema 3.7. En la representacion adjunta los generadores de Cartan tienen peso 0 ya que

H;|Hj) = |[Hi,H;]) = 0 (3.56)
y el resto de los estados

Hi|Eq) = & |Eq) (3.57)
que significa que

[Hi,Eq] = 0iEq (3.58)

Definicion 3.33. A los pesos @; de la representacion adjunta se llaman raices, y al vector & = (¢t ..., O, ) vector raiz.

Los operadores E, no son hermiticos, puesto que
[Hi,E}] = —o4E, (3.59)
luego podemos tomar
E,=E 4 (3.60)

y normalizando nos damos cuenta de que

(EalEg) =A""-Tr(EGEp) = 8up
= 61
(H{|E;) :k51~Tr(HiTEj) =& A =kp (3.61)

Definicion 3.34. Los operadores E+y son llamados operadores escalera para los pesos ya que

HiEj:OC |,U.,D> = [Hiij:O!] ‘,U,D> +Ei0€Hi |‘U,,D> = (nu'ia)E:I:Ot |,U7D> (362)
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Teorema 3.8. De la definicion anterior y dado que los generadores de Cartan tienen peso nulo

Eq|E_o) = |[Eq.E_q)) = |Bi-H) = |B - H) (3.63)
se llega a
[Eo,E_o)=0-H (3.64)

Teorema 3.9. Si &', &’y &' + &2 son raices, entonces

[Eq1,Eq2] = Not g2 Eqi 42 (3.65)
Teorema 3.10. Para cada par de vectores raiz E+q, existe una subdlgebra SU(2) con j =1y generadores

E* =0 'ELq (3.66)

Es=|a|a-H (3.67)

Teorema 3.11. De manera mds general, para cada peso [l de la representacion D, el valor E3 viene dado por

-

ol
Es|u,D) = 72“\,;,0) (3.68)

El estado general |1, D) puede escribirse siempre como combinacion lineal de estados que se transforman de acuerdo a
(3.67).

Teorema 3.12. Supongamos que el estado mdximo que aparece en dicha combinacion lineal es j. Entonces existe un
entero no negativo p tal que

(ET)P|p,D)#0 (3.69)
con peso [L+ pa el cual es el mayor estado de la representacion SU (2) definida por j, por lo que

(ET)P*!|u,D) =0 (3.70)
El valor Es del estado (3.69) vendrd dado por

a-(H+pd) a-p .
(az )_ o2 TP=I (3.71)

Teorema 3.13. De la misma manera, existe un entero no negativo q tal que

(E7)?|u,D) #0 (3.72)
con peso [l — qo. el cual es el menor estado de la representacion SU(2) definida por j, por lo que

(E7)"*|u,D) =0 (3.73)

Elvalor E3 del estado (3.72) vendrd dado por

= —g=—] (3.74)
Corolario 3.14. Combinando (3.74) y (3.71) llegamos a la “férmula maestra”
a-f 1

o —5(17—61) (3.75)
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Corolario 3.15. Aplicando (3.75) sobre dos pares de raices diferentes o y B tenemos que

a-ﬁ_ 1 m
o2 ——E(P—CI)—S (3.76)
B"_‘_ L, /_m/
b= lw-i1=" a7

luego el dngulo entre dos pares cualesquiera de raices es

(@7 _(p-a)r'~4)
cos’ Opp = o e 3 (3.78)

pudiendo darse entonces solo las siguientes posibilidades

(r—9'-4) Oap
0 90°
1 60° 6 120°
2 45° 6 135°
3 30° 6 150°

3.3.3. Raices simples

Definicion 3.35. Se dice que una raiz es positiva si su primera componente no nula es positiva.
Definicion 3.36. Se dice que una raiz es negativa si su primera componente no nula es negativa.

Definicion 3.37. Se llaman raices simples a aquellas raices positivas que no pueden ser escritas como suma de otras
raices positivas

Teorema 3.16. Si ¢ y B son dos raices simples, entonces ¢ — B no es una raizy & p < 0.
Teorema 3.17. Si oy B son dos raices simples, entonces
E o|Eg) = E_g|Eq) =0 (3.79)

Teorema 3.18. El dngulo entre cualquier par de raices satisface

g <@<n (3.80)

Teorema 3.19. Cualquier raiz positiva puede escribirse como combinacion lineal de raices simples con coeficientes no
negativos

O=Y kat, k=Y ka (3.81)
o o

Teorema 3.20. Existen m raices simples, donde m es el rango del grupo. A partir de ellas puede construirse el dlgebra
completa.
3.3.4. La matriz de Cartan

Definicion 3.38. Dado que

2H-al . 2h-of

265111) = < ) = T (3.82)

I
=
I
<
|
QN
=
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y que cualquier raiz positiva ¢ puede escribirse como (3.81), la master formula (3.75) puede escribirse como

2

26 -8 ol o
= _ijW :ijAji (3.83)
J J

R

i i

q—p
donde A es la matriz de Cartan.

Aji="T—— (3.84)

El elemento de matriz Aj; es el valor p — q para la raiz simple & actuando sobre el estado |O?j ). Es inmediato ver que
todos los elementos de la diagonal son 2, y los de fuera pueden ser 0,—1,—2, -3, relacionado con el dngulo entre raices
y sus longitudes relativas. Puede usarse para encontrar todas las raices de la representacion a partir de las raices simples
Y, consecuentemente, todos los pesos de la representacion.

3.3.5. Pesos fundamentales

Teorema 3.21. Todo peso v puede ser escrito en términos de sus raices simples
mn .
v=Y x;&/ (3.85)
Jj=1

Definicion 3.39. Sean o, i = 1,...,m raices simples de cierta representacion irreducible D. Se dice que [i es el peso
mdximo de D si'y sdlo si [L + ¢ no es peso V9. Que [i + &' no sea raiz es condicion suficiente.

Definicion 3.40. La definicion anterior implica que para E i |1,D), la “formula maestra” se reduce a

— g (3.86)
Teorema 3.22. Si [l es peso mdximo

1. [ es peso simple
2. Todo peso V tiene la forma

m
v=p-Y kd’ (3.87)
j=1

Definicién 3.41. Los vectores [i' se llaman pesos fundamentales, que pueden definirse utilizando la matriz de Cartan
como

i =Y (A i (3.88)
k

Las m representaciones D' son las representaciones fundamentales.

Teorema 3.23. Cualquier peso mdximo puede escribirse de manera univoca como
fi=) q;i’ (3.89)
J
donde los q; son enteros no negativos llamados coeficientes de Dynkin, los cuales definen toda representacion del grupo.

Teorema 3.24. La relacion de los coeficientes de Dynkin con los diagramas de Young es la siguiente:

= g es el niimero de casillas de la primera fila que sobrepasan a la segunda fila

= g es el niimero de casillas de la segunda fila que sobrepasan a la tercera fila
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= g, es el nimero de casillas de la fila m que sobrepasan a la fila m + 1

Ejemplo 3.6. Consideremos
|

[ 1=(1,0) B:(O,l) o=

|

=(072) o =(17171) =(37071)

Teorema 3.25. Si V es un peso y @ una raiz cualquiera, entonces la reflexion de Weyl

Lo2(aiv)

yo A&V (3.90)
(af)?

también es un peso. Ello es debido al teorema 3.10 y al hecho de que las representaciones SU (2) son simétricas respecto

al origen. A partir del peso fundamental podemos obtener los pesos restantes mediante reflexiones de Weyl. En funcion

de la matriz de Cartan y (3.85), (3.90) puede reescribirse como

Lol 2Fad) L,
V-2 ijg-al:vijAﬁ (3.91)
= (af)?
Teorema 3.26. La dimension d de una representacion irreducible con peso mdximo [L viene dada por
(u+90)-a | R
d=||—F%—=—, d==) a 3.92
I;I 0-a 2 ; (3:52)

donde el productorio y la suma se extiende a todas las raices de la representacion.

Definicion 3.42. Uno de los convenios mds utilizados para definir las representaciones consiste en usar los coeficientes
de Dynkin y la dimension de la representacion

(q1seesqm) =d (3.93)
para las representaciones irreducibles que se transforman de manera simétrica y
(q1yerqm) =d (3.94)

para las que lo hacen de manera antisimétrica.

3.4. Elgrupo SU(n)

Definicion 3.43. SU (n): Transformaciones unitarias especiales en n dimensiones. Isomorfo a las matrices unitarias n x n
condet = 1. N = n> — 1. Compacto. El rango del grupo es m =n— 1.

3.4.1. Generadores

Vamos a escoger una base que satisfaga

1
Tr(Ta . Th) = 5 ab (395)

. . 1
Los generadores no diagonales (operadores escalera) van a tener un dnico elemento no nulo, que serd —.

V2

Los operadores diagonales (generadores de Cartan) se definen como H,, a = 1,..,m, con m valores iguales a 1 en la
diagonal y finalmente —m para hacer nula la traza (en caso de haber mas elementos serian 0’s). Finalmente normalizamos

1 m
H,))i = ——— 0ikOik — a0iui10i 4 3.96
( )/ 2a(a+l) <k§,1 kOjk — A0ja+1 j«+1> ( )
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3.4.2. Pesosy raices

Los pesos de esta representacién son los v = [(Vi)1,...,(Vi),],coni=1,..,ny
. 1 ZJ:
V)j=—F——= Ok — jOi j+1 (3.97)
2j(i+) \&

Los angulos entre los distintos pesos son los mismos

. n—1 PR 1 . X
|Vl|2 = 7 VZ'V] = —% l#] (398)

Las raices positivas asociadas a los pesos son &'/ = V' — V/ para i < j. Las raices simples son
g =vi-vitl  i=1,.n-1 (3.99)
donde i corre de manera ordenada a partir del peso maximo. Todas estas raices tienen longitud 1

oL 1 .
a -t = ~5 (a)? =1 (3.100)

=i

a-a/=0 A jAiE] (3.101)

Los pesos fundamentales [i/ son

o
T (3.102)
k=1

28



L L | Universidad
4.- Modelo SU(3) de sabor (J de La Laguna

Capitulo 4

Modelo SU(3) de sabor

4.1. Representaciones irreducibles de SU(3)

4.1.1. Generadores

Los generadores de SU(3), Ty, se definen a partir de las matrices de Gell-Mann

010 0 —i 0 1 0 O 0 0 1
M= 1 00 =i 0 0 A= 0 -1 0 Ay = 0 0
0 00 0 0 O 0 0 O 1 00
0 0 —i 0 00 0 0 O 1 1 0 O
As=|( 0 0 O A= 0 0 1 M= 0 0 —i As=—| 0 1 O 4.1)
i 0 0 0 1 0 i V3 0 0 -2
con
A
T, = 7“ 4.2)
Observemos que Ti, T> y T3 generan SU(2) dentro de SU(3).
El algebra se genera a partir de las relaciones de conmutacién
[T;,T;] = ifix Tk 4.3)

donde las f; son las constantes de estructura, cuyos valores no nulos son

ijk ‘ 123 147 156 246 257 345 367 458 678

for | 112 =1/2 172 1/2 1/2 =1/2 \/3/2 \/3]2

4.1.2. Generadores de Cartan

Resulta inmediato comprobar que 73 y Tg son diagonales, y por tanto son los generadores buscados. No obstante
también podemos obtener a partir de (3.96) que

[T 0 0 L (10 0
H=-|0 -1 0 H-—»[01 o0 (4.4)
2\ o 0 o 23\ o o -2
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JH(+1)
>
Y 1 Ja
172 J () 12

Figura 4.1: Esquema de la accién de los operadores J™ y J~  Figura 4.2: Esquema de la accién de los operadores escalera
en SU(2). en SU(3). Cada pareja de operadores genera un subespacio
SU(2) andlogo al representado en la figura 4.1.

4.1.3. Operadores Escalera

Podemos definirlos a partir de las matrices de Gell-Mann de la siguiente manera

T+ = %(Tl +iT») (4.5)
vE= %(n +iT5) (4.6)
Ut = %(Tﬁim) 4.7

mostrando con un poco de dlgebra que esta definicion es consistente con la definicién 3.34. Sus relaciones de conmutacién
con Hy y H, son

[H,T*] = +T* [Hy, T¥] =0 (4.8)
1 3

[, U] = 550~ [H, U] = i%ui (4.9)

[H,VE] = i%vi [Hy,VE] = i?\/i (4.10)

a partir de las cuales es inmediato encontrar su accion, representada en la figura 4.2.

4.1.4. Raices simples

A partir de (3.99) y recordando que el indice corre ordenadamente a partir del peso maximo, es inmediato llegar a

1 1
a' :\5,§> a’? V3 4.11)

4.1.5. Matriz de Cartan

Desarrollando (3.84) se obtiene

2 -1
(_1 2) 4.12)
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4.1.6. Pesos fundamentales

Aplicando (3.86), se plantean las ecuaciones

2wl @ 2a B

GO (ol

2&2.‘&1 2&2_‘72

NGO =0 N =1 (4.13)

cuya resolucién nos dan los pesos fundamentales

N B
- 4.14
i 2,2\/§> (4.14)
I |
=|z,——— 4.1
|2’ 2\/§> (4.15)

A partir de ellos es posible generar todas las representaciones de SU (3) mediante las reflexiones de Weyl. El desarrollo
de (3.90) para las dos raices simples y teniendo presente (3.100) y que

. 2, 1, 1, 2, L= =
V=qifil + @it =q (38 + 38 +ga(38' + 387 = i —ial - ja? (4.16)
nos da
. 2, 1, 1., 2, .
L = 2{a' g (505 +§ )+f12(§0¢ gaz)—la —jor)}-a!
—iol —jo? — @) =
f+(i—j—q"a' - ja (4.17)
y
2, 1, 1, 2, - - ~
L L e n(3a ‘+§a2)+q2(§al+§a2)—zal—Jocz}}uz
f—iol — jo? - AL =
h—ic'+(j—i—q*)a? (4.18)

donde, para calcular las primeras reflexiones se hace correr i = 1,....,q1 y j = 1,...,42, y luego se reflejan los pesos
obtenidos hasta completar el set de d componentes.

Teorema 4.1. En SU(3) se verifica en general que la representacion conjugada (q2,q1) es equivalente a (q1,q2)

4.1.7. Dimension de la representacion (q;,q>)

d= (g1 +1)(g+1) (W) (4.19)
4.2. SU(3) ylos quarksu,d ys
4.2.1. Representacion (1,0) =3
Se obtiene planteando, a partir de (3.86)
28! i! 2w,
ORI Co L -
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\ A(Hz)
5=0 1
salA=gp¢an, JA=s(/3,)
=-ia+ia, o G LF:
A (Hy)
S5=-1
) SQZSa' A - é (0,'2)
=-ya-%ap

Figura 4.3: Los tres quarks de Gell-Mann forman un Figura 4.4: Pesos de la representacion (1,0) correspondien-
tridngulo invertido cuando ordenamos en términos de su te a los tres quarks u, d y s.
carga y extrafieza.

cuyo peso maximo viene dado por fi = fi'.

Recordando que
Eqlfi+pd) =0  E_q|ii—qd)=0 @21

completamos el conjunto basico de pesos, ya que es inmediato ver que (fi' — &') es también peso. Los restantes se
obtienen a partir de las reflexiones de Weyl (3.90), obteniendo, en resumen, los pesos

it (4.22)
p'-a (4.23)
ﬁl —_al_g? 4.24)

Por tanto, podemos asociar a cada peso un quark. Con

H =1 (4.25)
15:%§Y (4.26)
Y=B+S 4.27)
0=Hi+3 (4.28)

reproducimos la figura 4.3 e identificamos los estados con las particulas de la manera mostrada en el cuadro 4.1.

4.2.2. Representacion (0,1) =3

Se obtiene esta vez planteando, a partir de (3.86)

AR Wi
(@) =q =0 (@) =q =1 (4.29)

correspondiente al peso fundamental fi2.
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1 1 1 1
__,1: L 7_,27 L
1 1
-1 -1 _ -2 )
sy=p'—a' =10,—— SH=p—a>=10,—
) =" ~a' =0, ) 9 =F-a =0, —)
__,17_,17_;2_71L —__,27_;27_,1_71 7L
d) =i -t —a" =[-5, —=) d) =p"—a"—a =|-3, )
223 27 23

Cuadro 4.1: Identificacién de los quarks de Gell-Mann con  Cuadro 4.2: Identificacién de los antiquarks de Gell-Mann
la representacion (1,0) = 3. con la representacion (0,1) = 3.

De manera andloga completamos el conjunto basico de pesos y realizamos las reflexiones de Weyl obteniendo

i? (4.30)
b’ —a? (4.31)
pr—a*—a' (4.32)

Por tanto, podemos asociar a cada peso un antiquark, reproduciendo andlogamente la figura 4.5 e identificando los estados
tal y como se muestra en el cuadro 4.2.

4.3. Mesones

Definicion 4.1. Los mesones son aquellos hadrones constituidos por un quark y un antiquark. Dado que ambas particulas
son distinguibles la definicion es sensible al orden de las particulas y no estdn sujetas al principio de exclusion de Pauli.

A A(H2)
" A=} (0,2)
$=1 s =%a|+§a2
“A(H))
$5=0 I q . )
\ \ Sa; SapAsttv3, 1) Sap A5 (/31
--2a-Lla :la-la
0=-2/3 Q=173 3iT3te 331-392

Figura 4.5: Los tres antiquarks de Gell-Mann forman un  Figura 4.6: Pesos de la representacion (0, 1) correspondien-
tridgngulo cuando ordenamos en términos de su carga y ex-  te a los tres quarks i, d y §.
trafieza.
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4.3.1. Representaciones irreducibles en SU(3) para un quark y un antiquark

Hemos llegado a que la representacién de los quarks es (1,0) = 3 y para los antiquarks (0, 1) = 3. La composicién de
ambas particulas da como resultado.

|
D@Hzﬁ@ (4.33)
con

_ (4.34)

y

(] [a2] [1]3] [al1] [1]3] [1]3] [2]2] [2]3]
L =12] +120 +2] +13) +131 +3] +13) +13] (4.35)

Por tanto la composicidn se reduce a la suma directa de un octete y un singlete

33=8®1 (4.36)

4.3.2. Representacion (1,1) =8

Se obtiene planteando, a partir de (3.86)

20' -t 207,
=1 I 4.37)
(a!)? (a2)?
2a'-pg* 26°-1*

correspondiente al peso maximo i = fi' + ji’.

El conjunto basico de pesos viene dado por

P (4.39)
ﬁl—i—ﬁz—&' (4.40)
ﬁlJrﬁziaz 441
p'+p*-a'-a? (4.42)
il -a?-a! (4.43)

donde notamos que el dltimo y pentltimo peso forman un estado degenerado, provocado por el hecho de que existen dos
vias para llegar a él. Las reflexiones de Weyl se obtienen reflejando en primera instancia usando directamente (4.17) y
(4.18)

il p-2a - (4.44)

al+p?—a! —2a2 (4.45)
y en segunda reflejando nuevamente cualquiera de los dos nuevos pesos

il 42 —2a! —2a2 (4.46)

Por tanto, reproducimos la figura 1.7 (considerando también el singlete) e identificamos a cada peso del octeto con el
mesoén indicado en el cuadro 4.3.2. Puede comprobarse como se reproducen los nimeros cudnticos de cada particula
usando las relaciones 4.28 y sumando los nimeros cudnticos correspondiente a cada quark.
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Y Y
K*O Ki\‘f
ke | O asE . | 892
(d3) (us) (ds) (us)
(uG,dd_) P~ m Po (U\_.l,dld) Pt 270
-1 T -—é— o) mo 'E | Tt 137 _l 2 9@ 2 | :
= ~ du @ (u0,dd,ss d 3
(do) 70 (WG08,s8)  0d) gy 3 (am) (u,dd,s8) - (ud) 783
K* K*0
- KO . -1 . 89
X N K 458 (s3) (sd) 2
(sd) (sd)

Figura 4.7: Correspondencia entre los mesones pseudoesca-
lares (J = 0) y el octete (1,1) =8.

Figura 4.8: Correspondencia entre los mesones vectoriales
(J=1)yeloctete (1,1) =8.

4.3.3. Representacion (0,0) =1
El singlete es

n'=10,0) = \%(uﬁ—&-dd_—kss"» (4.47)

4.4. Bariones

Definicién 4.2. Los bariones son aquellos hadrones constituidos por tres quarks. Dado que las particulas son indistin-
guibles la definicion no es sensible al orden de las particulas y estdn sujetas al principio de exclusion de Pauli.

4.4.1. Representaciones irreducibles en SU(3) para tres particulas

Operando sobre el producto directo de los estados de tres particulas se obtiene

HelJel - (Lel) (4.48)
S H@D] (4.49)
:D@E@D@H (4.50)

Consideremos primero el término
q.H.F
el l=Llel] (4.51)
con
— (4.52)
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1,
ds us
dit ud
su sd

Figura 4.9: Construccién grafica de los mesones a partir de las representaciones de los quarks y antiquarks.

at =g+ 0 =11,0) = |ud)
- 1 V3 _ 1
_plyom2 =1 — ° e
KO_” +lJ’ —a _|§7_7>_‘Sd> p-dal—20t  ° y-2e
. R . 1 3 05
K= = L) <
2 2 04
. . N . 1 3 02
K0:u1+uz_2al_azz‘_§7_§>:‘d§> p-2a'-2e8 p—a' e’ I
— - — - 1 3 02
K_:u1+u27a172a2:|—7,£):|sﬁ>
272
=i+ —2a' —26% = |-1,0) = |di)
- — - — 1 — - -08
7[0:”14-“2_051_(x2:|0,0>:|ﬁ(uu—dd)> JI ) J‘
p=2e o ’ e
Sy ol = 1 -
n=p'+p’>-a' —a*>=10,0)= %(uﬁ+dd72ss‘)>

Cuadro 4.3: Identificacién de los mesones pseudoescalares con la representacién (1, 1) = 8. Los mesones vectoriales tienen
los mismos nimeros cudnticos y composicion, luego pueden entenderse como estados excitados de los pseudoescalares.
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15 y
L] A_ L] Ao ‘ L] A’ L] o |232
1
N . N N (ddd) (udd) (uud) (uuu)
p-3a' =30 u=2a =208 o' =’ U
05
- ° +
-2 R L
2 s 2 05 e 05 b 1 B (dds) (uds) (uus) I3
u=3ca' =20 u—2u'—o’ -
05
= =]
|
° : (ds) (uss) 1530
p=3o —e ! p-2a
a-
-2 1672
(sss)

Figura 4.11: Correspondencia entre el decuplete de bariones

Figura 4.10: Representacion grafica de los pesos para
(3,0) = 10. y (3,0) = 10.
y
| [a]r] [af2] [1[3] [1]1] [1][3] [1]3] [2]2] [2]3]
L =12) +120 +2] +3) 4+ +B3] +3) +13] (4.53)
(4.54)

Ahora el restante

el TI1=[ 1T Jol]

con
LD =D fafaf2f(afuf3fyr]2]a)[1[2[3]4[1]3[3]+[2]2]2]4[2]2]3][2]3]3]4+[3]3]3]
(4.55)
Por tanto la descomposicién viene dada por
30323=3203%3)=320306)=323)®(Bx6)=80101038 (4.56)
4.4.2. Representacion (3,0) = 10
(4.57)

Se obtiene planteando, a partir de (3.86)
20 gt 207,
q (a2)? q

correspondiente al peso méaximo i = 3.
En esta ocasion vamos a calcular cada uno de los pesos de la representacion haciendo uso de la matriz de Cartan y las
(4.58)

relaciones (3.75) y (3.85)

ﬁ:3ﬁ1:2&1+562 x1=2,x=1

=
(4.59)

por tanto

m
qg=p+ ijAji
j=1
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g(on) =0+[2-2+1-(-1)] =3 (4.60)

q()=0+2-(-1)+1-(2)]=0 (4.61)
De (4.60) y recordando (4.21) obtenemos los pesos

3t —a! (4.62)

3 —2a! (4.63)

3! —3a! (4.64)
Realizando el mismo procedimiento sobre (4.62), esta vez con x; = 1, xp =1

g(a)=1+[1-2+1-(-1)] =2 (4.65)

q(0)=0+[1-(-1)+1-(2)]=1 (4.66)
De (4.66) surge el peso

3 —a! —a? (4.67)
Otra vez sobre (4.63), con x; =0, x; =1

q(G1) =2+[0-2+1-(-1)] =1 (4.68)

q(0)=0+[0-(-1)+1-(2)]=2 (4.69)
De (4.66) aparecen

3t —2a! —a? (4.70)

3V3
t+ _apl 2 VI
At =30 =2, ) = )
21 =1 = 1 V3 1
AT =3p—al-a*= \5, %> = —3(|uud> + |udu) + |duu))
1 V3 1
AO— —’1_2—’1_2*2:_77 -
3n a a ) ) \5(|ddu) + |dud) + |udd))
- S - 3 V3
A =33 350 — |2 Y3 lada)
272
T = 3 = & = [1,0) = — ((uaas) + [usu) + |suar))
V3

_ 6
V3
_ L

(|luds) + |dus) + |usd))

o =3n! -3a' —26% =|-1,0) (|dds) + |dsd) + |sdd))

V3
1 V3, 1
E 3n —2a \27 3 ) \/§(|ssu>+|sus>—|—\uss>)
- 21 = 1 3 1
e =3i'-3a' -a’= |—§,—§> = —3(|ssd> + [sds) + |dss))

X
|

3! —3a! =10, —v/3) = |sss)

Cuadro 4.4: Identificacion de los estados del decuplete de bariones.
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1 1

3t —2a! — 2@

Por ltimo, usando (4.64), ahoraconx; =1, x; =1
q(0n) =3+[(=1)-2+1-(=1)]=0
q(0) =0+[(=1)-(-1)+1-(2)] =3
De (4.66) brotan los ultimos pesos
3t —3a! —a?
3! —3a! —2a!
3! —3a! —3a!

@71

4.72)

4.73)

4.74)

(4.75)
(4.76)

Por tanto, reproducimos la figura 1.6 e identificamos a cada peso del decuplete el baridn correspondiente tabulado en el

cuadro 4.4.

4.4.3. Representacion (1,1) =8

De manera andloga a la realizada con los mesones llegamos a las identificaciones representadas en la figura y tabuladas
en el cuadro 4.5. Se considera que 8 & 8 representa el mismo octete de particulas.

4.4.4. Representacion (0,0) =1

El singlete es

A" =10,0) = uds

o 1 3
EOZH1+H2_(X1:|§’_7>_M”
I 1 V3
p+:‘u1_|_u2_a2:|§’%>:uud
L L 1 V3
nozu]+u2—2a]—a2=|—2=%>:”dd
o 1 3
E—:u1+“2—a1—2a2:\*5,*§>:d”
£ =p'+p*-2a' —26° = |-1,0) = dds
2 =ji'+@*—a' -’ =10,0) = uds
A’ =p'+ B —a' —a® =10,0) = uds

“4.77)
Y

n | p

(udd) (uud) 939

s %0 (uds) | z*
-1 % 0 z | 1193
(dds) A9 (uds) (uus) 115 £

R 5O

(dss) T s 1318

Cuadro 4.5: Identificacion del octete de bariones. En este caso no se incluyen los estados, sino los quarks constituyentes
ya que el octete es el tensor de simetria mixta de la descomposicién del producto tensorial de las tres particulas. En el
caso del decuplete fue mas facil debido a que el tensor de la representacion es completamente simétrico.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se ha mostrado, pues, la plausibilidad de la asociacién de los hadrones a la composicion de quarks que forman
aproximadamente (seria una simetria perfecta si todos los quarks tuviesen la misma masa) una simetria de sabor SU (n),
donde n representa el nimero de estados en los que puede encontrarse la particula quark. Se ha desarrollado SU (3) por
motivos histéricos, bibliograficos y por mantener cierto equilibrio entre sencillez y cantidad de particulas explicadas. En
cualquier caso con las herramientas mostradas en este documento es posible construir cualquier representacion con un
poco de cuidado y paciencia. Ello ha sido la prioridad para este trabajo, es decir, se ha preferido ser mds exhaustivo a
la hora de profundizar en los conceptos y herramientas necesarios para “construir” hadrones que a la hora de enumerar
de manera cualitativa las sorprendentes consecuencias que tiene la simple aceptacion de teorema de Noether y el uso del
marco tedrico proporcionado por las teorias de gauge locales (modelo estandar).

Algunas de esas consecuencias importantes dejadas en el tintero pueden ser la introduccion de la simetria perfecta
SU(3) de color de los bariones bajo la fuerza fuerte que asegura una funcién de onda antisimétrica, se podia haber
mencionado cémo se construyen la cromodindmica cudntica o la teoria electrodébil, cudl es la importancia del hipotético
descubrimiento del bosén de Higgs, etc. Sin duda la fisica puede estar viviendo uno de sus periodos mds apasionantes de
su historia no tanto por los descubrimientos que se estin produciendo como por los que tienen que venir.

41



Universidad
de La Laguna

42



LL | Universidad
BIBLIOGRAFIA ‘ J de La Laguna

Bibliografia

[Cor97] J. F. Cornwell. Group Theory in Physics: An Introduction. Techniques of Physics. Academic Press, 1997.

[FS06] Antonio Ferrer-Soria. Fisica Nuclear y de Particulas. Number 62 in Educacié. Materials. Publicacions de la
Universitat de Valéncia, 22 edition, 2006.

[GCO1] Joaquin Gémez-Camacho. Particulas elementales. Apuntes de la asignatura Particulas Elementales de la Uni-
versidad de Sevilla, Junio 2001.

[Geo99] Howard Georgi. Lie Algebras in Particle Physics: From Isospin to Unified Theories. Frontiers in Physics.
Westview Press, 22 edition, 1999.

43



