1 Introduccion

1.1 Ecuacién de Schroedinger

Ecuacién de Schroedinger dependiente del tiempo

—’—.iaq/(x’t) = _I P, + V(z,t) U(z,t)

kO
ot 2m  Ox?

S 4+ H|U=0
iot } <

Ecuacién de Schréedinger independiente del tiempo

: B ()
HY = FEV -
< 2m  dx?

Condicién de normalizacion

/ 0 (q. 1) 2dr = 1

1.2 Problema de la particula en una caja

ot [(3)Y?sin(22)n=1,2,3... 0<a<lI
~ 8mi2 |0 z<06z>1

1.3 Particula en un pozo rectangular

Cexp|(2m/h*)V2(Vy — E)'/ %] <0
Y =< Acos[(2m/h?)Y/2EY2x) + Bsin[2m/h?)V2EY2z] 0< <1
G exp[(2m/h?)Y2(Vy — E)/ 2] x>

2 Operadores

2.1 Algebra de operadores

Suma y diferencia (A + B) = Af(x) + Bf(x)
Producto ABf(z) = A[B]f(ir)]

Propiedad asociativa: A(BC) = (AB)C A+ (B+C)=(A+B)+C

2.2 Identidades

[A, B] = —[B, A] [A,A"] =0, n=1,2,3...
[kA, B] = [A, kB] = k[A, B] [A,B+C)=[A,B]+[A,C]
[A+ B,C)=[A,C] + |B, [A, BC] = [A, B]C + B[A, ()]
[

+ V(@) ¥(x) = Bv(x), U(x,t)=e T/ Mp(x)



2.3 Operadores de la mecanica cuantica

Para una particula

R 2
Hamiltoniano : —H = Zh—V2 + V(z)
m
Coordenada : ¢=gq-
h o 0
M lineal : =—-— = —ih—
omento linea Pg =7 34 ih 34
82
Momento lineal cuadrado : ]33 =— 2—2
dq
Potencial : V(z)=V(z)-
. h2
Energfa cinética : T = ——V?
2m

Para varias particulas

cZn)

Z

2.4 Valores medios
<B>=— Zb = anb:ZPbb <x>:/ o0 (x, t)|*dx
b b -

<F+GE>=<F>+<G> <FG>#<F><G>

3 El oscilador armonico
2

1
V——kx = 27212 ma? :—m<d—x)

- n? d? n? [ d?
H= %ﬁ—i—%r 2% ma® = %(——oﬁxz), a =2nvm/h

) )

—ax? —aa? 2a(n —v

w — Ae— 9% /2 § c2l+1x2l+l 4+ Be o® /2 § c2lx2l Cnqo = ( )
1=0 =0

1
E=(v+§)hy, v=0,1,2,...

4 Momento angular

4.1 Medida simultanea de varias propiedades

Varianza:

(AA? =0% =< (A- < A>)? >= /\I/*(A— <ASPVdr =< A?> - < A>

n+n+2)"

2



Dos propiedades:
AAAB > % }/\1/*[21,1%]\1:617

4.2 Momento angular de un sistema de una particula

. H? 0 1 H? A 0
2 2 .
L =—h (—92 +cot0—9 + —si 29—2) L, =—ih

L.Y(0,0) =bY (6, ) B
Solucién:
— |m)1?
o) = e Sunl0) = [ B o

Polimonios de Legendre:

1 d

_ 2 l _

Bi(w)

Pow) =1, Pi(w)=w, Py(w)= %(3@02 —1), Py(w) = %(5103 ~ 3uw)

Polinomios asociados de Legendre:

Py = L —ymiz X e e g
! 20! dw!+Iml ’ T
P(w) = 1 P(w) = (3u?-1)
P(w) = w Pl(w) = 3wl —w?)/?
Plw) = (1—-w?)Y? P}w) = 3-3w?
Polinomios de Laguerre:
L _z d? —z.q
o(z)=ce @(e z7)

Lo(2) =1, Li(2) = —2+1, Lo(2) =22—424+2, L3(2) = —2°+92°—182+6

Polinomios asociados de Laguerre:

d*Lq(2)

Ly(z) = T

L%z2) = Ly(2) Li(2) = -1 Li(z)=2z—4 L3(z) =2
LG = —3:2 418218 I2(z) = —62 418 L3(z) = —6



5 El atomo de hidrégeno

Ecuacién de Schrodringer en coordenadas esféricas:

0 290 1 - . K2 /82 290 1 .
2L 29— jrop- (L 29 i?
v or? + rOr r2h? = 2m <87‘2 + r 87“) + 2mr? +Vi(r)

Problema de dos particulas:

1 1
, M =my+my, —=—+—
12 mia mo

2
Py
PR

2
Py
H ===
+ 5

2M

El rotor rigido de dos particulas:

. 2 2
V:O,H:—h—v2:>E:M

_ _ _ 2
o 57— =012 v=2(J+1)B,B = h/sx’

El 4tomo de hidrégeno:

~ h? Ze?
H:_ZVQ_T’ Y(r,0,0) = R (1) Y™(0,9),1 =0,1,2...,|m| <1
_ l*Z'r/nanilil ; _2Z (j+l+1-n) _ 2, 2
Ry (r)=r'e jgo bir? bji1 = %(j+1)(j+2l+2)bj’a_h /e
Z2 et 1

1 1 e?
T 2m2R2’ X_RH (n_%_n_%) R = 2ahc



Si hacemos p =~ m. = a ~ ag = %262 = 0,5292A (radio de Bohr)
Funciones de onda hidrogenoides reales:

b = o (2) e
o a
o = (8) o )
120172 \ a a
Vop, = W (g) " re”%7/%% cos
Vop, = W <§> " re~2"/2% gin 6 cos ¢
Y2p, = W <§> " re”27/2% 5in @ sin
i =Y 377 81(3m)1/2 ( N <27 - 18% * 2ch’:2> e
Y3p, = %/12/2 (%) o <6 - —> re=47/3% cos 0
Vap, = 81%/12/2 (%)5/2 <6 — %) re=Z"/3% gin 6 cos ¢
VYap, = 81%/12/2 (%)5/2 <6 - %) re”27/3% sin @ sin
V3d,, = W;)UQ (g " r2e=2r/39(3 cos? ) — 1)
VY3d,, = % (%) " r2e=27/3% 5in ) cos O sin ¢
V34a,. = 8?71:12/2 (%) " r2e=27/3% 5in  cos O cos
Usd,o = W (% " r2e=41/3 sin%  cos 2
V3d,, = 81%/12/2 (g) v r2e=27/3% 5in?  cos O sin 2

6 Teoremas y principios de la mecanica cuantica

6.1 Definiciones y teoremas
6.1.1 Notacion bracket

Definiciéon 1 notacion bracket:

0%, Apndr = (om|Aln) = (pm|Alpn) = (m|Aln) = Apn

/ npndT = (Pmlpn) = (mln)



Identidades:

*

[ / so:;gondf} = [ romr = ) = Galm)

6.1.2 Operadores hermiticos

Definicién 2
/f*/lng:/g(Af)*dT
Teorema 1 Los valores propios de un operador hermitico son numeros reales.
/\IJ*A\IJdT = /\IJ(A\IJ)*dT =< A>=< A>"
Teorema 2 Las funciones propias de un operador hermitico son, o pueden es-

cogerse, de modo que sean mituamente ortogonales. BF = sF, BG = tG
siendo F' y G funciones propias independientes de B

/F*Gdr =(F|G)=0

Corolario 1 Si las funciones propias de un operador hermitico no son ortogo-
nales, se pueden hacer ortogonales con las siguientes transformaciones: pg =
G+cF, 1 =F donde c se calcula como sigue (ortogonalizacion de Schmidt):

c= —/F*Gdr//F*FdT de modo que | @} Byp;dr = by

6.1.3 Desarrollo en términos de funciones propias

Definiciéon 3 Consideremos un conjunto de funciones @1, @2, @s, ... ¢i,... De-
cimos que las @; forman un conjunto completo si es posible desarrollar cualquier
funcion f, que se comporta bien y que obedece las mismas condiciones limite que
i, como combinacion lineal de las @;, de acuerdo con

F=Y aip (1)
i
donde las a; son constantes y se calculan asi:

a; = / o fdr (2)

Corolario 2 El desarrollo de (1) se convierte en:
=5 etsir| o= Stwdnen 3)

Teorema 3 El conjunto de todas las funciones propias de un operador hermitico
forman un conjunto completo cuyos valores propios son reales.



Teorema 4 Sea ¢; el conjunto completo de funciones propias del operador
hermitico A; sea f una funcion que es funcion propia de A; Af = kf. Si
f se expresa como combinacién lineal de p; de acuerdo con (1), entonces los
unicos coeficientes no nulos del desarrollo, a;, son aquellos para los que @; tiene
el valor propio k. (pueden ser varias @; las que tengan valor propio k debido a
la degeneracién.)

Definicién 4 Notacion ket: ecuacion (3)

=2 ledteilf) =141

6.1.4 Funciones propias de operadores que conmutan

Teorema 5 Si existe un conjunto completo comun de funciones propias para
dos operadores lineales, entonces los operadores conmutan y viceversa.

Teorema 6 Sea A un operador hermitico con funciones propias p; : Ap; = s;0;
Y sea B un operador que conmuta con A. Afirmamos que

B;; = /@fétpde =0 para s; #s;

6.1.5 Paridad
Definiciéon 5 Operador paridad: ﬁf(:c,y, z) = f(—z,—y,—2)
Corolario 3 II2 = 1

Teorema 7 Los valores propios de Il son +1 y —1 y sus funciones propias son
todas las funciones pares e impares que se comporten bien.

Corolario 4 Si el potencial V(q) es una funcion par, el hamiltoniano H con-
muta con I y por lo tanto la funcion de estado debe ser una funcion par o
immpar

6.1.6 Medida y superposiciéon de estados

Teorema 8 Sea G un operador que representa un observable fisico y sean @;
y g; el conjunto de sus funciones propias y valores propios tal que Gyp; = g;p;.
Sean ¢;(t) los coeficientes del desarrollo

U(g,t) =Y ci(t)pi(q)

i

G) = Z lci*gi = ZP .9i

ef? = '/ swdr| = ({02

representa la probabilidad de obtener el valor g; en una medida de la propiedad

G.

Corolario 5

se cumple que

donde

> laf -

%



6.1.7 Funciones propias de posicion

Definicién 6 Se define la funcion etapa de Heaviside como:

1, x>0
H(z)=1<0, <0
1/2, z=0

Definicién 7 Se define la funcion delta de Dirac como

5(z) = agf)

Teorema 9 Los valores propios del operador posicion & son cualquier nimero
real a y sus funciones propias §(x — a)

6.2 postulados de la mecanica cuantica

Postulado 1 El estado de un sistema estd descrito por una funcion ¥ de las
coordenadas y el tiempo. Esta funcion, llamada funcion de estado (o funcion de
onda), contiene toda la informacion que puede determinarse acerca del sistema.
Ademds, postulamos que ¥ toma valores simples y es continua y cuadrdticamente
integrable. (Para los estados del continuo el requerimiento de integrabilidad se
omite.)

Postulado 2 A todo observable fisico le corresponde un operador hermitico li-
neal. Para encontrar este operador, escribimos la expresion mecano-cldsica para
el observable en términos de las coordenadas cartesianas y las componentes del
momento lineal correspondiente, y entonces sustituimos cada coordenada x por
el operador x- y cada componente del momento p, por el operador —ihd/0zx.

Postulado 3 Los unicos valores posibles que pueden resultar de una medida del
observable fisico G son los valores propios g; de la ecuacion G’goi = g;; donde
G es el operador correspondiente a la propiedad G. FEs preciso que las funciones
propias p; se comporten bien.

Postulado 4 Si G es cualquier operador hermitico lineal que representa un
observable fisico, entonces las funciones propias @; de la ecuacion de autovalores
Gp; = gip; forman un conjunto completo.

Postulado 5 Si ¥(q,t) es la funcidn de estado normalizada de un sistema al
tiempo t, entonces el valor promedio de un observable fisico G en el instante t
es

(@) = / U*GUdr
Postulado 6 La evolucion con el tiempo del estado de un sistema no perturbado
estd dada por la ecuacion de Schridinger dependiente del tiempo

hov .
_I —HU
i ot

donde H es el operador hamiltoniano (es decir, de energia) del sistema.



7 El método de variaciones

Teorema 10 Dado un sistema con un operador hamiltoniano H, entonces si
@ es cualquier funcion normalizada que se comporta bien y que satisface las
condiciones limite del problema es cierto que

/gp*ﬁgpdr > Ey

donde Ey es el valor verdadero del valor propio de energia mds bajo de H. Si %)
no esta normalizada se tiene

Ik (p*H(pdT

> E
[erpdr =7°

7.1 Funciones variacionales lineales

La funcién de prueba es del tipo:
S
p=cfitcafot+...+csfs :chfj
j=1

Definimos la integral de solapamiento como:

Sik Z/fffde

Hjy, Z/fffde

entonces (ecuacién secular)

Hyy —SuW  Hypp— SpeW -+ Hyy — S1aW
Hyy — Sy W Hag — SooW -+ Hyp — So, W
det(Hij—Si’W) =0= . . . =0
Hnl - SnIW Hn2 - Sn2W e Hnn - SnnW
que tiene n soluciones que son Fg < Wy, By < Wi,...,E, 1 <W,_1

8 Teoria de perturbaciones

8.1 Teoria de perturbaciones para estados no degenerados

ecuacién conocida: H-O%(ZO) = Eff)w,@, ecuacion desconocida: ﬁwn = (ﬁo +

MY = Entn = 90 + 200 420202 .4 A B, = B + AEM +

NED 4 AN E (HO+ N ) (= i+ M + 220 4 ampl)) =

(EQ +AEW + X2EP 4+ AmED) @ + 2 + 4208 44 )
Primera correccion:

nn

B = [0 B e — i) —



(0)*Hl nO)d H/
-3 f¢ & J¥m Hn dT o) _ 3 o>¢

(0) 0) _
n#m Em m#n E”
Segunda correccién:
- |H,; o @ E )
= E(O = ED _EO

8.2 Teoria de perturbaciones para estados degenerados

ecuacién sin perturbar: ﬁ0¢§0) = EJ(-O)@/J](O) con E%O) = Eéo) = ... = E,(ZO)
ecuacién perturbada: H'wj = (ﬁo + /\H")wj = Ej1;
limites:

_ 0 (0) Cc i<
)1\11%E E hm% ch¢ 1<j<n

Funciones correctas de orden cero para la perturbamon:
(0) Z CJ’QZJ(O) i<j<n

Ecuacion secular:

Hil_EyL) H{Q ( Hin
H! g. gL .. H},
det(HY; — 6, EM) =0 = # 2o > —0
: : : -
i e i - B

que tiene n soluciones que son Eél) , Egl), .

nan con el sistema

. Eg) Los coeficiente ¢; se determi-

(Hyp — EJ(‘l))Cl + Hisco+ -+ Hj,cn=0

Hyjer + (Hby — EM)es + -+ Hyen = 0

Hlye1 + Hipea + -+ (HL, — B )e, = 0

y se normaliza:
n
2
> lenl* =
k=1

y correccién de la funciéon de onda perturbada de primer orden:

00 0)y 7y, (0
1 0 <1/)k |H'|p57) .
@ZJJ('):ZCLM/J;(C); ak:W7 k>n, 1<j<n
k=1 n = M

y de la energia de segundo orden:

5 -

k>n

) 7yr,,(0)
(| H |05 )2

E<o> E<o> lsjsn

3 f—

10



