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1. Integrales indefinidas

1.1. Funciones racionales e irracionales

1.1.1. Contienen ax + b
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1.2. Funciones trigonomeétricas

1.2.1. Contienen senax
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1.2.3. Contienen tanaxz o cotax
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1.2.4. Contienen secax o cscax
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1.2.6. funciones trigonométricas inversas
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1.3. Funciones exponenciales y/o logaritmicas
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1.4. Funciones hiperbdlicas
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2. Integrales definidas
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3. Meétodos de integracién

3.1. Integracién por partes:

/u-dvzu-v—/v-du

3.2. Integracién por sustitucion:

si x = ¢g(t) es un funcién que admite derivada continua no nula y funcién
inversa t = h(x) y F(t) es una primitiva de f(g(t))g’(t) se tiene que:

/f(;v)dac =F(h(z))+C

3.3. Integracién de funciones racionales:

Queremos hallar [ gggdgc siendo F(z) y Q(x) polinomios de coeficientes

reales. Si el grado de F' es mayor que el de @ se hace la divisién para obtener

I ggjg dv = [C(x)dz + [ Sgi; dz. La primera integral es inmediata. Para la

segunda se admite que Q(x) se puede descomponer de la siguiente manera:
Q(z) =ap(x —a)P...(z —a)l(z —c)> +d*]"...[(x —€)® + f?]° y es tnica. En
tal caso, el integrando del segundo término se puede descomponer como sigue:
O = Gkt AT Tt i e Gl e e g

Q(z) = (z—a)P T—a) T—a z—b
Miz+N M, z+N,. Hiz+ K H.o+K.

7((1_55”2;%1 + ...+ 7@_52”2 + .+ _((z_leg§2+f_12)s + .+ 7(z_§)2+f2. Todas

las constantes se obtienen identificando coeficientes. Al resolver los sumando se

obtienen integrales del siguiente tipo:

1L [ =Injz—a|+C
dz _ 1
2. Jwtor = mpemapr tC
3. f %dm =Y n|(z—c)? + &? + M arctan Z¢ + C
4. 7[(1ﬁ4c”)”;"£2]rdx = Llamemos I, = [ 7[(1ﬁ46“)”j£2r dryJ, = [ 7{(mfc()i§+d2]*d$
operando se obtiene
M 1
" IT = 2(1—r) ’ ((x—c)24d2)" 1 + (MC+ N) : JT’
_ 1 Tr—cC 1
s J.= ﬁJrfl + d22(1—r)((z—c)2+d2)" 1 ~ d22(1-r) Jr =1
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3.4. Meétodo de Hermite
SiQx)=(x—a)™...(x—b)" [(x —c)*+d?]... [(x—e)? + f?] entonces

R(z) U(z)
Q(x) dr = (x—a)™ .. (x—b)" 1. . [(x—c)?+ d2]p71 o —e)2+ f2]q71 *

dx dx Cx+ D FEx+ F
K/x_a++L/$_b+/(x_c)2+d2d$+—‘r/mdx

donde U(z) es un polinomio de un grado menos que su denominador. Todas las
constantes se determinan derivando la expresion e identificando coeficientes.

3.5. Integracién de funciones irracionales algebraicas

= Integrales del tipo

mi mg
b\ ™ b\ ™=
/R x, ar+ 1,..., ar + dzr | a,b,c,d € Rym;,m; € Zsn; #0
cx +d cx +d

y ¢y d no se anulan simultaneamente. Se transforma en integral racional

mediante el cambio Zjﬁ = t™ siendo m el minimo comiin multiplo de las
n;.

= Integrales del tipo [ R (z,vaz? + bx + ¢) dz se consideran los siguientes
casos:

1. a>0—-Var?+br+c=xVa-z+t
2. ¢c<0—>Var?+bz+c==x\c+a-t
3. a,c<0—+Var?+br+c=t-(r— «a)siendo « una de las raices del

polinomio.

» Método Alemén: [ R (O —— Q) - m"‘KI \/%

Vaxr?2+br+c

Donde grad@Q(z) = grad(P(x)) — 1 y K es una constante. Los coeficientes
se obtienen derivando la expresién e identificando términos.

» Series bindmicas: [2™(a + bz")Pdz | a,b € Rym,n,p € Q. Estas inte-
grales se convierten en racionales en los siguientes casos con los cambios
indicados.

1. p€Z — x=1t? donde q es el m.c.m. de los denominadores n y m.
2. % € Z — a+ bx™ = t? siendo q el denominador de p.

3. % +peZ— ‘H;# = t7 siendo ¢ el denominador de p.

En cualquier otro caso se puede expresar como funcién elemental.

3.6. Integraciéon de funciones trascendentes

Si R(u) es una funcién racional y u = f(z) es una funcién que admite funcién
inversa con derivada racional, entonces la integral de R(f(x)) se reduce a una
integral racional mediante el cambio f(x) =¢".
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3.7. Integracion de funciones trigonomeétricas

» Integracién de [ R(senx,cosx)dx: en general se hace el cambio tan & = ¢

_2dt _ 1= _ 2t
con lo que senz = 135z, COST = o, dr = el En elgunos casos se
pueden intentar otros cambios:
1. Si R(senz,cosx) = —R(senz, —cosx) se hace el cambio senz =t
2. Si R(senz,cosx) = —R(—senz,cosx) se hace el cambio cosz =t

3. Si R(senz,cosz) = R(—senz, — cosx) se hace el cambio tanx =t

» Integrales del tipo I, ,, = [ sen™ 2™ z-dx se puede reducir de las siguientes

formas:
m+1 . n—1 —1
Lo Ly =38 &4 L] ona, m#—1
sen™ ! z.cos" Tl g n—1
2. Iy, = o + o Imn—2, m+n#0
m—1  n4l 1
3. Iy =—S0 2T & ML, MFE —]
4 I _ _senm_lw-cos"'Hw + mflj m4n 7& 0
. m,n — m4+n mtnTm—2,n
m+1 nt1
. —2
5. Iy = S o e ot )
sen” ! x.cos" !z m+n—2
6. Imm = m+1 + mt1 Im+2,n+27 m 7£ -1

4. Ecuaciones diferenciales ordinarias

4.1. Ecuaciones diferenciales lineales

Y +p(a)y =qla) = y=c /" (/ q(z)e) P@dw c)

1

t
Ty +y=pt) = y=e"" <;>/ pt)e'/Tdt + yo
0

5. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales

5.1. Método de Runge-Kutta de cuarto orden
1
y' = f(@,y) = yiyr = yi + ¢ (b + 2k + 2ks + kd)h

ki = f(xi, vs) ko = f(xi + h/2,y; + k1h/2)
ks = f(xi +h/2,y; + kaoh/2) k4 = f(xi + h,y; + ksh)
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