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Reducciones. Tipos

Definicion intuitiva de reduccion

Un problema A es reducible a otro B

si un método para resolver B proporciona un método para
resolver A

Cada problema puede representarse a través de una
codificacion como un conjunto de numeros

Asi, se formulara y estudiara la reducibilidad como una relacion
entre conjuntos de nimeros

Un conjunto A es reducible al conjunto B si un método para
decidir si algo pertenece a B, proporciona un método para
decidir que algo pertenece a A.
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Primer ejemplo

Ejemplo
Los conjuntos {x|Wy es infinito} y {x|xx es total} son
reducibles entre si

PRUEBA =

Supuesto: para cualquier x, se puede probar si ¢y es total
Para probar, para un dado xg, Si Wy, es infinito, se puede
proceder asi

> Se usa Xo para obtener un x; tal que ¢y, liste los
elementos de Wy, sin repeticion

> entonces se mira si y, es total
» Si es total, Wy, es infinito
> en otro caso, no lo es
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Primer ejemplo. Parte 2

PRUEBA <
Supuesto: podemos probar para cualquier x, si Wy es infinito
Para probar para un yo dado, si ¢y, es total, se procede asi

> Se usa Y para obtener un y; tal que

(2) = 1, sipy,(w) ]| paratodow < z;
"il4) =1 1, enotro caso

» Se mira si Wy, es infinito
» Si es infinito, ¢y, es total
» En otro caso, no lo es
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Segundo ejemplo

Ejemplo
K = {x|ex(x) |} es reducible a {x|Wy es finito}
Para probar que xg € K

> Se usa Xg para obtener x; tal que

1, siPy, coninput Xy no se para
ox, (2) = en menos de z pasos;
1, enotrocaso

» Se mira si Wy, es finito
» Si es finito, entonces C = {z|py,(z) = 1} es finito

» SeaC ={zg,...,Zm} con g < ... < Zp,
entonces, para z > zn, Py, con input X converge en
menos de z pasos y, por tanto, Xg € K

El segundo no es reducible al primero
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Caracteristicas de la teoria de la reduccién

El concepto de reducibilidad se ha formulado de diferentes
formas
Procedimiento general

1. Se define A <, B de forma que <, sea reflexiva, transitiva
y recursivamente invariante
Al=A&B =B, &A1 < B = A, < By

2. Sedefine: A= BsiysblosiA<,ByB <; A

3. Se demuestra que la relacién =; es de equivalencia

4. Las clases de equivalencia de =, son los grados de
insolubilidad relativos a <;

5. El grado de insolubilidad de A respecto a <,, dg,(A):
dgr(A) = {B|B = A}

6. Se cumple A=, B <= dg,(A) = dg,(B)

7. Particion de P(N) en subconjuntos de N
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Caracteristicas de la teoria de la reduccion Il

8. Se define un orden entre los grados: si ay b son grados,
a = b siy solo si, para algin Ay B, a = dg;(A),
b=dg(B)yA</B

9. Se establece una estructura de orden entre las clases de
equivalencia =, en P(N)

10. Se define: A es completo respecto a <; siy s6lo si
» Aesre.y
» paratodo Br.e., setieneB <; A
11. Se define: A es C-completo respecto a <;, donde C es una
clase de conjuntos, siy solo si

» AcCy
» paratodoB €C,B <; A
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La 1-reduccion y la m-reduccién

Definicion
a) A es 1-reducible a B, en simbolos A <; B,
si existe una funcion f recursiva e inyectiva tal que
Vx(x € A<= f(x) € B)
En ese caso, se dice que A <; Bviaf

b) A es m-reducible a B, en simbolos A <, B,
si existe una funcion f recursiva tal que
VX(x € A<= f(x) € B)
En ese caso, se dice que A <, Bviaf

La condicion sobre f es equivalente a
» A=f"1(B)
» f(A)CB&f(A)CB
> xa = xsf



Reducciones. Tipos

Teorema elemental de 1-reduccion y m-reduccion

Teorema

a) <1y <m son reflexivas y transitivas

b) <;y <m son recursivamente invariantes

c) AK1B=A<yB

dA<;B=A<;B

e) A<y B=A<,B

f) Si A < By B es recursivo, entonces A es recursivo
g) SiA<yByBesr.e., entonces Aesr.e.
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Suma directa

Definicion
La operacién suma directa de dos conjuntos Cy D, C & D

CoD = {y|Xy=2x&xeC)}u{y|Ix(y=2x+1&x D)}
= {2x|[x e C}u{2x +1|x € D}.
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1-reduccion y m-reduccion no son conexas

Teorema

a) Existen dos conjuntos no recursivos que son incomparables
respecto a <p, Y, asi, respecto a <;
b) VABIC(A<n C&B <y C &
VD(A <n D &B < D = C <p D))
Ademas, si Ay B sonr.e., entonces C es r.e.

Demostracion.

a) KyK porg)y e) del
b) C = A® B es el conjunto deseado, ya que
» A <, A® B viala funcion Ax[2x]
» B<nA®Bviax[2x +1]y
» para cualquier C,siA <, CviafyB <, Cviag,
entonces A @ B <, C via la funcién h
h(2x) =f(x) y h(2x + 1) = g(x)
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A =; B, A =, B y grados de insolubilidad

Definicién
a) A= BsiysblosiA<;ByB <; A
b) A=, BsiysllosiA<aByB < A

» Las relaciones =; y =, son de equivalencia

» Sus clases de equivalencia se denominan
1-grados y m-grados de insolubilidad

» Escribiremos dg;(A) y dgm(A) para el 1-grado y m-grado
al que pertenece A

» Para referirnos a los grados usaremos las letras negritas
a, b, c, etc.
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1-grado, m-grado, <1y <m

Definicion
a) El 1-grado del conjunto A, dg;(A), es el conjunto
dgy(A) = {B|A =, B}
b) El m-grado del conjunto A, dgm(A), es el conjunto
dgm(A) = {BJA =m B}
c) Siayb son l-grados, a <1b siy sélo si existen conjuntos A
y B tales que dg;(A) = a,dg1(B)=byA<; B
d) Siayb son m-grados, a <,,b siy sélo si existen conjuntos
Ay B tales que dgm(A) = a,dgm(B) =byA <, B
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Propiedades de <; y <,

Teorema
a) =<1 Y =m son reflexivas, transitivas y antisimétricas
son ordenes parciales entre los grados respectivos

b) Siaesun l-gradoy b un m-grado,
entoncesaChboanb =10

c) Siun grado contiene un conjunto recursivo,
entonces consta Unicamente de conjuntos recursivos

d) Siun grado contiene un conjunto r.e.,
entonces consta Unicamente de conjuntos r.e.
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Complemento y suma directa de grados

Definicion

a) Siaesunl-gradoy a = dg;i(A), entonces a = dg;(A)

b) Siaesun m-gradoy a = dgm(A), entonces a = dgm(A)

c) La suma directa de dos 1-gradosay b, a®b, es dg1(A® B),
donde Ay B son tales que dg;(A) =aydg;(B) =Db

d) La suma directa de dos m-grados a y b, en simbolos a ¢ b,

es dgm(A @ B), donde Ay B son tales que dgm(A) =ay

Se puede establecer la definicién de complemento por d) y €)

de A=A A= B<—=A=B,yA=,B<<= A=,B

La definicion de la suma directa de dos grados por
A=3B&C=,D=ApC=1Ba&D
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Automorfismo de la complementacion

Teorema

a) Para cualesquiera 1-grados ay b,
a =<1b siysolo sia=<b

b) Para cualesquiera m-grados ay b,
a <pb siysélo sia=<b
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Orden no total

Teorema

a) Existen 1-grados incompatibles respecto a <,
b) Existen m-grados incompatibles respecto a <,

c) Cualesquiera dos m-grados tienen una Unica menor cota
superior
La menor cota superior de dos m-grados r.e. esr.e.

Demostracion.
c) ad® b es la menor cota superior de los m-grados ay b O]
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Teorema de Myhill

Teorema
A=BsiysblosiA=; B

Demostracion.

(=) Si A = B, entonces existe una g € G* tal que g(A) =B
Entonces A <; BviagyB <; Aviag™?!

g es hiyectiva y recursiva
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Demostracion de < del teorema de Myhil: A=B siysolosiA=1B

SeaA <;BviafyB <; Aviag
Vamos a definir una sucesion de funciones parciales hg, tal que

1) Vx(x € Dom(hs) = hs;1(x) = hs(X))
hOghlg"'ghsgherlg'”

1) h =Js hs €s una permutacion recursiva y
1) h(A)=B
hs es la porcion de h definida al terminar el paso s
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Conjunto completo

Definicion

a) A es completo con respecto a <; (A es 1-completo) si
» Aesre.,y
» VB(Besre.=— B <; A)

b) A es completo con respecto a <, (A es m-completo) si

» Aesre.,y
» VB(Besre.— B <n A)
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Ko es 1-Completo

Teorema
Ko = {(X,y) [x € Wy} es 1-completo

Demostracion.

i) Kg esr.e.

ii) Sea B un conjunto r.e., entonces B = W,, para algun e

Asi, B <3 Kq via la funcion Ax[(x, e)] O
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K es 1-Completo

Teorema
K = {x|x € Wy} es 1-completo

Demostracion.

Es suficiente mostrar que Ko <; K

Primero mostramos que Ky <m K

Por el teorema s-m-n, podemos encontrar una funcion f
recursiva tal que

1 sign(m(x)) L
Prx)(2) = { I, en otrocaso

Entonces x = (m1(x), m2(X)) € Ko <= f(x) € K
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Demostracion que K es 1-completo
Si f no es inyectiva, se construye una inyectiva f* tal que
Ko <1 K via f*
Por el lema del relleno, sea t’ una funcién recursiva tal que

Cr(xy) = x YY1 # Y2 = t'(X,y1) # U'(X,Y2)
Se define por recursion la funcién t

» t(0,0) =t'(0,0)
» sit(x’,y’) esta definida para toda (x’,y’) tal que
XLy < (% y),
t(x,y) =t'(x,z), donde
z = pw (Y (X', y") < (xy)E(xw) # t(x',y")]
De esta forma, se tiene

Pr(xy) =  Px
X1 #Xo VY1 #Y2 = t(X1,y1) # t(X2,¥2)

Ahora se define f* = Ax[t(f(x), x)] que es inyectiva
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K =1 Ko

Corolario
K =1 KO
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Lema

Lema
SiK < Ay Aesr.e., entonces existe una funcién recursiva g

tal que para todo x,

Dy # 0&Dy CA=g(x) € A—Dx
D« # 0 &Dy C A= g(x)c A—Dy

donde Dy es el conjunto finito cuyo indice canodnico es x
el indice candnico del conjunto vacio es 0
el indice candnico del conjunto finito {xy,...,Xn} €S
2% 4 2% 4 2%
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Prueba del lema

Seaftalque K < Aviaf

X € K«<=f(x)eA,
X ¢ K<<=1f(x)¢A.

Se elige un procedimiento efectivo para listar K
Este produce un procedimiento para listar f(K ), que es infinito
Al ser A r.e., hay una funcién recursiva h tal que

Weror — N, siDy NA #10,
h) = f-1(Dy), en otro caso.

g se computa de acuerdo con las instrucciones
» Sifh(x) ¢ Dy, g(x) = fh(x)
» Sifh(x) € Dy, g(x) = primer miembro de f(K) que no
pertenece a Dy

Como f(K) es infinito, g(x) converge para todo x
g cumple las propiedades del lema
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g cumple las propiedades. Wy = { FI siDcNA#D,

~1(Dx), enotro caso
» Sifh(x) ¢ Dy, g(x) = fh(x)
» Sifh(x) € Dy, g(x) = primero de f(K) ¢ Dy
Por definicion, g(x) ¢ Dy
Dx #0&Dx CA = W) =N

= ()EWh
= h(x) e
= (x)eA

La dltima =: fh(x) € A (casoi) 0 g(x) € f(K) C A (caso ii)
D #0&Dy CA = Wy =f7(Dy)
h(x) ¢ f~(Dy)
h(x) & Wh(x) & fh(x) ¢ Dx
h(x) € K &fh( ) ¢ Dy
(x) €

g(X

I
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m-completo siy sélo si 1-completo

Teorema
A es m-completo si y sélo si es 1-completo.

Demostracion.

—) Si A es m-completo, Aesr.e. yK <p Aviaunaf recursiva
Veamos que K <; Ay, como K es 1-completo, A es 1-completo
Sea g la funcién del lema:

» Sifh(x) ¢ Dy, g(x) = fh(x)
» Sifh(x) € Dy, g(x) = primero de f(K) ¢ Dy
Definimos f* como sigue
» f*(0) =f(0)
Asi,0 e K <= f*(0) € A
» Para computar f*(n + 1) se sigue el
La funcion f* es inyectiva y cumple, para todo x,

x e K <= f*(x) e A
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Ejercicio 2.3.21

Aplicar el procedimiento de la demostracion del Teorema de
Myhill cuando se tiene que A <; B viaf y B <, Avia g, donde

A = {x|x es multiplo de 3}

B = {x|x+1esmdltiplo de 3}
f(x) = x+2
g(x) = x+1
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Algoritmo del primer ejemplo

1. A partir de X se hallan los quintuplos de la maquina Py, .
2. A partir de Py, se hallan los quintuplos de una méaquina P
tal que P con x e y como input se para

a) En el estado acepta con output y, si Py, con inputy se para
en X 0 menos pasos

b) En el estado rechaza, si Py, con inputy no se para en x o
menos pasos

3. A partir de P se hallan los quintuplos de una maquina Q tal
gue Q con input s computa el siguiente programa

4. A partir de los quintuplos de Q se halla el indice x; de la
maquina Q
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Programa del primer ejemplo

Pila = ()
z=0
y=0
while longitud(Pila) < s+ 1 do
P(z,y)
if P(z,y) se para en acepta &y ¢ Pila
then Pila = Pilau {y}
y=y+1
ify>ztheny=0,z=z+1
endwhile
output s
Para cada s, Q enumera (pone en la pila) s elementos de Wy,
sin repetir ninguno
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Procedimiento para el Teorema de Myhill

» Paso 0:hg =10
» ho es inyectiva y su dominio es finito
» Cumple: paratodoy € Dom(hg),y € A<= hp(y) € B
» Pasos+1=2x+1
» Suponemos que hg es inyectiva, Dom(hs) es finito y
paratodoy € Dom(hs),y € Asiihs(y) € B
» Para cada z € Dom(hs), hacemos que hg;1(z) = hs(2)
» Si hg(x) esta definido, no hacemos nada més
» En otro caso: si x ¢ Dom(hg), se enumera el conjunto
X = {f(x),fthg*f(x), ..., f(hg*)"(x), ...}
hasta que aparezca uno y que no este en el rango de hg
» Definimos hsy1 = hs U {(X,y)}, es decir, hs11(X) =y
Este y debe existir puesto que f y hg son inyectivas y
x ¢ Dom(hg)
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Procedimiento para el Teorema de Myhill Il

» Pasos+1=2x +2

>

Suponemos que hg es inyectiva, Dom(hs) es finito y
paratodoy € Dom(hs),y € Asiihs(y) € B

» Para cada z € Dom(hs), hacemos que hs1(z) = hs(2)
» Sihs!(x) esta definido, no hacemos nada mas
» En otro caso: si x ¢ Dom(hs), se enumera el conjunto

X ={g(x), ghsg(x)),...,g(hsg)"(x), ...}
hasta que aparezca uno y que no este en el dominio de hs

Definimos h_ % (x) =y

Este y debe existir puesto que g y hs'! son inyectivas y
x ¢ Rg(hs)
Ademas x € Asiiy € B, ya que se tienen las equivalencias:
xeA «— f(x)eB
— hilf(x)cA
— fhy'f(x)eB
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Demostracion de la existencia de y. X = {f(x), fhg *f(x),--- ,f(hs*f)"(x), - -}

Rg(hs) es finito
si no existe ese y, X C Rg(hs), X seria finito y
habria dos elementos repetidos en la sucesion

F(x), f(hs1)0(x), F(hg 1)1 (x), - L f(hg )N (x), -
Sean f(hg*f) (x) y f(hg1f)!(x) los primeros repetidos con i < t
Como X C Rg(hs), se tiene que, para cada j,

f(hs ') (x) € Rg(hs)

(hs*f)it1(x) € Dom(hs)
de lo que se sigue que, paratodoj € N,

x # (hs ) *1(x) ya que x ¢ Dom(hs)
Al ser f inyectiva, para todo j, f(x) # f(hg*f)it1(x) y
(hs1F)(x) # (hs X)) +2(x)
En general, para todo k y j, (hg1f)K(x) # (hgtf)kH+1(x)
Asi, no pueden haber elementos repetidos
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Programa para la demostracion del Teorema de Myhill

i=0

hi =0

h™t=0

Dom(hj) =0

Rg(hi) =0

while true do
hir1 = h;
h-l =h-t

Dom&‘iﬂ) = Dom(h;)
Rg(hiy1) = Rg(hi)
i=i+1
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Continuacion del programa

if i =2x + 1then
begin
if x ¢ Dom(h;) then
begin
y =f(x)
while y € Rg(h;) do
y =th(y)
endwhile
hi = hi U {(X7y)}
h =hU{(y, %)}
Dom(h;) = Dom(h;) U {x}
Rg(hi) = Rg(hi) U {y}
endif
endif
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Segunda continuacién del programa

if i =2x + 2 then
begin
if x ¢ Rg(h;) then
begin
y =9(x)
while y € Dom(h;) do
y = ghi(y)
endwhile
hi = hi U i(y,X)}
h7==h"U{(x,y)}
Dom(h;j) = Dom(h;) U {y}
Rg(hi) = Rg(hj) U {x}
endif
endif
endwhile
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Algoritmo para calcular f*(n + 1)

If f(n+ 1) € {f*(0),...,f*(n)}
then
begin
SeaV iguala {f(n+1)};
Sea x tal que Dy = V;
Se calcula g(x);
while g(x) € {f*(0),...,f*(n)} do
begin
Sea VigualaV u{g(x)};
Sea x tal que Dy = V;
Se calcula g(x)
end
f*(n+1) = g(x);
end
else
f*(n+1)=f(n+1)
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