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Introduccién y Motivacién

Conocer las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de los conceptos de limite
es vital para saber identificar el/los origen/es del problema y poder construir una
secuencia para que el docente mejore significativamente su instruccién en la materia. El
docente puede comenzar el estudio haciéndose dos preguntas,

m ;Cudles son las dificultades conceptuales que pueden hallar los alumnos entorno a la
nocién de limite?

m ;Es posible cuantificar estas dificultades pudiendo hallar los obstaculos didécticos en
la materia?

El concepto de limite genera muchas dificultades de aprendizaje en los estudiantes
debido al alto grado de abstraccién del propio concepto en si de limite y que los
estudiantes olvidan con facilidad (Ortega y Blazquez, 2001).

Ello conlleva a un esfuerzo suplementario por parte del docente para conocer estas
dificultades y errores, y, poder darles solucién.
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Marco Tedrico

Las definiciones de Tall y Vinner (1981) para comprender los procesos cognitivos que tienen

lugar en el estudiante cuando adquiere conceptos:

m La imagen conceptual como ese ‘algo’ que se crea en la mente del estudiante compuesto
por diversas representaciones, textos y/o imagenes que los mismos estudiantes recuerdan
como ejemplos de dicho concepto.

m La definiciéon del concepto como esa componente verbal que un estudiante tiene en la
mente y recita cuando es debido.

Los conceptos pueden estar ligadas directamente entre ellas y la informacién que las definen
deben compenetrarse una a otra para el correcto aprendizaje de los conceptos por parte del
estudiante.

An intellectual
Quiput | behaviour
(an answer)

Cancept definition

A cognitive task
(identification or
construction)

Input
Vinner (1891)
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Marco Tedrico

Los estudios e investigaciones en torno al concepto de limite de una funcién que ayudaron a
crear el cuestionario y en el que se apoya este trabajo de andlisis de las dificultades son:

m Williams (1991) nos dice que los alumnos no logran adoptar una visién mas formal del
concepto de limite y tienen dificultades con su representacién algebraica y grafica.

m Jordaan (2005) llega a la conclusién de que los estudiantes entienden el concepto de el

limite como algo inalcanzable, usando expresiones ‘tiende a' o ‘se acerca’, ya conocidas por
Tall (1991).

m Bezuidenhout (2001) concluye de sus estudios que una gran mayoria de los alumnos de
primer afio de carrera tienen dificultades en la comprensién de las relaciones entre conceptos
y ademds, se basan en gran medida en hechos y procedimientos aislados.

m Moru (2009) concluye que los alumnos tenian una concepcién limitada del nlimero entorno
al limite, la expresion ‘cerca de’ era usada con cierta ambigiiedad, los alumnos no aportaban
los simbolos correctos y necesarios para definir formalmente el limite de la funcién. Ademas,
los alumnos negaban la existencia del limite donde la funcién no estaba definida en la
representaciones graficas de la funcién.

m Bldzquez y Ortega (2000) elaboraron toda una categorizacidn de las dificultades halladas en
el aprendizaje del concepto de limite y errores que cometen los estudiantes de Bachillerato
al resolver los problemas para ayudar construir una secuencia didactica que mejore la
instruccidn.
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Marco Tedrico

m Gosku (2017), Amatangelo (2013) y Przenioslo (2004) concluyen de sus investigaciones que
los estudiantes tienen dificultades en reconocer y saber interpretar los puntos de tendencia
del limite de la funcidn en las representaciones graficas.

Muchos trabajos incorporan el uso de las nuevas Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacién (TIC) para la resolucién de problemas y evaluacién de los mismos en situaciones
reales de aula, donde GeoGebra es recurso muy Util que se apoyan en la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas (Hohenwarter y Jones, 2007). Los trabajos son:

m Sari (2017) nos dice que las representaciones geométricas sobre el concepto de limite son
importantes para aclarar ideas y mejorar el aprendizaje en los estudiantes.

m Aydos (2018) concluye de sus investigaciones que las puntuaciones promedio de un grupo
de estudiantes talentosos aumenté significativamente y que el aprendizaje de las
matematicas mejord a través de la tecnologia, GeoGebra.
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Metodologia

La intervencién del estudiante en practicas fue realizada sobre el tema de indeterminaciones y
las intervenciones de la tutora del centro sobre los conceptos de funciones reales de variable real,
recorrido de la funcién, dominio de la funcién, concepto de limite de una funcién en un punto y
en el infinito, cdlculo de limites y limites laterales. Todos estos son recogidos en el curriculo de
matemdticas segun el Decreto 87,/2015.

El experimento abarca los siguientes conceptos bésicos del limite de una funcién:

m Definicidn de Iimite de una funcién f(x) de una variable x.

m Diferencias entre conceptos como, tendencia de la funcién f(x) acercdndose a un punto o
+o0o y el valor de la funcién en el punto.

m Estudio de limites en un punto, limites laterales, continuidad y discontinuidad de la funcién.

m La aplicacién del dominio de una funcién Dy al cdlculo de limites, concepto de imagen de la
funcién en un punto y célculo del limite de la funcién en el punto.

m Resolucién de problemas con indeterminaciones de tipo co/co, 00 — 00 y %.
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Metodologia

El
]

E

disefio del experimento:
Cuestionario de actividades y problemas.

28 participantes (16-18 afios) de 12 Bachillerato Cientifico de un centro de Educacién Secundaria de la
C. Valenciana.

Participantes sentados en mesas separadas de 1 a 2 metros entre si y repartidos por el aula segin una
disposicién en cuadricula.

Experimento realizado tras acabar el temario de limites por parte de la tutora del centro y tras la
intervencién del estudiante en précticas con los tipos de indeterminaciones co/co y 0o — co.

El cuestionario fue entregado a cada uno de los estudiantes boca abajo, sin posibilidad de leer las
cuestiones hasta comenzar el experimento.

Los participantes tuvieron un total de 35 a 40 minutos para responder a las preguntas del cuestionario.

El experimento fue realizado el dia 3 de marzo del afio 2022, en horario de mafiana.

cuestionario consta de 6 preguntas y/o problemas de tres tipos:
Tipo tedrico (2): Las preguntas son abiertas y el alumno debe de explicar y argumentar la respuesta con
sus propias palabras.

Tipo grafico (1): Las respuestas a las preguntas sobre representaciones gréficas de una funcién f(x) son
de respuesta a opcién multiple. También deberdn de explicar y argumentar con sus propias palabras
algunos apartados.

Tipo practico (3): El alumno deberd contestar a las preguntas por medio de operaciones y célculos hasta
hallar la solucién al problema.
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Cuestiones Tedricas

Cuestién 1.- Define el limite de una funcién, para ello puede usar un lenguaje escrito y/o
algebraico, incluido simbolos, gréficas y/o tablas.

La cuestién es extraida de los trabajos de estudio de Beynon y Zodman (2015), basado en el
trabajo de Williams (1991) y mencionados en Jordaan (2005). Con los resultados, es posible
saber como comprenden los alumnos la definicién de limite de una funcién interpretado con sus
propias palabras.

Resultados de los participantes
Numero
Calculo

Otro B
Sin respuesta

78.6%

BOEO
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Cuestiones Tedricas

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 1
Los estudiantes responden a la cuestién usando un lenguaje sencillo e informal.
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El alumno argumenta que el limite es la
tendencia a un ndmero o infinito. El resultado

esta clasificado como Ndmero en el diagrama.

El alumno argumenta que el limite es una
operacién matematica utilizada para definir a
que valor tiende la y cuando la x tienden a un
cierto valor. El resultado esta clasificado como
Calculo en el diagrama.
El alumno argumenta que el limite se basa en el
ndmero de una funcién que define a la grafica
por donde la funcién tiende. Este participante
argumenta el resultado entorno a la gréfica. El
resultado esta clasificado como Otro en el

diagrama.

Y. FONTENLA (UV)

Presentacién TFM

Miércoles 13 de Ju



Cuestiones Tedricas

Cuestion 2.- Dados 'l'," f(x) y f(x0). Explica el significado de estos dos conceptos.
x—rxg

Cuestién basada en Bezuidenhout (2001), proporciona informacién sobre limite, funcién en el
punto y continuidad de la funcién en el punto. Los resultados de los 28 participantes son:

m 39/3% no respondieron a la cuestién.

m 60’7% usan expresiones (tendencia o comportamiento) para explicar el limite de la funcién
en el punto y la funcién en xp, conllevando a un barrera conceptual entre las nociones.

m 3'6% usé valores numéricos en la definicién de los conceptos.

Ninguno logré relacionar los dos conceptos para introducir o explicar la idea de continuidad de la

funcién en xp.
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El estudiante aporta un método para resolver
un problema de limite por medio de un ejemplo
numérico descriptivo.

El alumno intenta definir los dos conceptos,
expone que el limy_,,; es la x del limite tiende
a ser un nlimero en concreto y f(x = 0) es la
funcién sobre el niimero en concreto.
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Cuestion Grafica

Cuestién 3.- Indica la solucién correcta en cada uno de los apartados a partir de la grafica de la funcién
f(x) (Moru, 2009, Gosku, 2017, Amatangelo, 2013, Przenioslo, 2004, y Jordaan, 2005).

Respuestas de alumno
Apartados Frecuencia absoluta Porcentaje [%]
Correcta Incorrecta Correcta Incorrecta

limy_y oo f(X) 13 15 4674 5376
lim, _, - F(») 14 14 5070 5070
lim _ + f(x) 18 10 67’3 3577
lim,_ - f(x) 21 7 75'0 25"0
lim .+ F(x) 18 10 67'3 35’7
limy—s oo f(X) 7 21 2570 75’0
f(x =-1) 6 22 2174 78’6
f(x=1) 11 17 39’3 60’7
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Cuestion Grafica

Los resultados, en tanto por ciento, sobre el tipo de error que cometen los estudiantes en sus
respuestas incorrectas para cada uno de los apartados del problema.

limy_y oo f(x):
lim,_, ;- f(x):
lim _ .+ f(x):
lim,_ - f(x):
lim _ .+ f(x):

limy_ 0o F(x):

f(x =-1):
f(x=1):

El 86’'7% eligid -0o, el 6'6% eligié 0y 6'6% eligié 05.

El 35'7% eligié -1, el 35'7% eligié 0 y el 28'6% el 1.

El 50% eligié -1, el 20% eligié 0, el 20% eligié 0’5 y el resto no contestd.
El 71'4% eligi6 2 y el resto eligieron 1’1.

El 60% de eligié 1 y el 40% eligié -1.

El 52'4% eligié +oo, el 23/8% escogid -0o, el 14'3% contesté 1 y el resto no
contestd.

El 59% contestd -1, el 27'3% eligié 0’5 y el 13’7 % no contestd.
El 82'4% eligi6 1, el 5’9% contesté 0 y el 11’8% no contestd.

La gran mayoria de los errores que comenten los alumnos se origina al identificar tender en
una direccién con moverse en el eje x en esa misma direccién Blizquez y Ortega (2000),
contestando erréneamente, y generando confusién al elegir la respuesta correcta en los demas

apartados.
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Comenta brevemente y razonadamente. ; Qué sucede en el punto x=-1? Para ello explica
el comportamiento de la funcién en los limites laterales (apartados (b), (c)). Ademads, ;Qué
sucede con la imagen en este punto? (apartado (g)). Finalmente, ; Qué comportamiento

tiene la funcién en el apartado (f)?

Esta cuestién permite al estudiante argumentar el comportamiento discontinuo de la funcién en
xo=-1, la tendencias de los limites laterales y la imagen en este punto y, el comportamiento
asintdtico de la funcién en el limite cuando x tiende a +oo.

Comenta:
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Cuestiones Practicas

Cuestién 4.- Dada la siguiente expresién: f(x) = 7\”2;16*4,
(a) iCual es el dominio de la funcién (Dom¢)?

(b) ;Cual es la imagen de la funcién f(x) en x = 0?
(c) Resuelve el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y argumenta cada uno de los pasos

que realizas.

La cuestién esta basada en el trabajo de Moru (2009) y proporciona informacién sobre limite,
funcién en el punto y continuidad de la funcién en el punto.

Respuestas de los participantes al Ap.(a) Respuestas de los participantes al Ap.(b)

B Corecta E Correcta

B |ncorrecta B Incomracta
W Sin respuesta

57.1%
W Sin respuesta /J-—'_*
21.4%
46.4% -

“14.3%

28.6%
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Cuestiones Practicas

Respuestas de los participantes al Ap.(c)
3 Correcta
B Incorrecta
W Sin respuesta

75%

3.6%
" 21.4%
Solncion:
(@) »':e gx=o  kTalbzo @ xTa-16 e osante 0= A ~42)
w giw el g

e =
0
A - SR
Eme 5

Presentacién TFM

Dificultades de los participantes al Ap.(c)

B Smpiicaitn por monslizasiin
B Smpiscasiin ce 4+ 16

B Susthupenda xed

W Moo indte
[

sl
AT.8%

35 T%

Apartado (c): El alumno usa el método de
simplificacion por racionalizacién de radicales
para resolver el problema, segiin la clasificacién
Moru (2009), y resuelve correctamente el
problema.
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Cuestiones Practicas

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 4

Apartado (c): El alumno intenta simplificar

V/x% + 16, segiin la clasificacién Moru (2009),

Sokochén:
f) IR = desn = 6 . . .
@ IR = don hoS y comete errores de calculo algebraico sencillo
b) go  wrogen e : Tt o] . .
e G -4 (Y en el paso segundo de la igualdad, segin la
e EE ) o .
L T Ko categorizacién de Blazquez y Ortega (2000).
-A 1 i L 3
(AFe Y -8 g
o e | X
e
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b
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N “‘/x“
I
a 7
) Apartado (c): El alumno usa un método
| Solucion; individual en la resolucién de problema, segtin
| ) ™= - ) la clasificacién Moru (2009), dado que divide
| ) oy =D por el término de mayor grado de la funcién
() 2 (e 7 @oetdieects X =0 = tanto en el numerador como en el denominador
! e O T 1o e —4 M- G o T cromss A . "
| S < sin antes simplificar el numerador.
- ASTS < 3
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..
Q=0
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Cuestiones Practicas

Cuestion 5.- Resuelve el siguiente limite —I:T (\/x +1—+v2x+ 4) y argumenta cada uno
X (==}
de los pasos que realizas.

La cuestién plantea la resolucién del limite de una funcién compuesta por la resta de tramas
raiz cuadradas y polindmicas. Las respuestas de los estudiantes aportan informacién sobre las
dificultades de los mismos frente al concepto y célculo de limites, pudiendo categorizarlas por los
niveles propuestos por Blazquez y Ortega (2000).

Respuestas de los participantes Dificultades de los participantes
B Ertores de cloul illey

[ Corecta e ks

B |ncorrects 42.9% W Mitodo indwidual 7%

B Sinrespuesta - Bl Sin respussta
W Sin armoras

21.4%
25%

“ T A%
7.1% ~

50%
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Cuestiones Practicas

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 5

Zoluekin:
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El problema fue resuelto correctamente por el
alumno no obstante, no hallé el resultado final
del problema ya que confunde limites finitos de
infinitos, seglin la categorizacién de Blazquez y
Ortega (2000), es decir, no logra identificar que
el limite de la funcién es -co cuando x tiende a

o0.

El alumno usa un método individual segtin la
categorizacién de Blazquez y Ortega (2000),
elevando al cuadrado la funcién sin mas.
Ademas, el alumno comete errores de célculo
sencillo en la resolucién del problema,

desarrollando el cuadrado de la diferencia.
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Cuestiones Practicas

|

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 5

Soluzism;
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El alumno usa un método individual para
resolver el problema, segin la categorizacién de
Blazquez y Ortega (2000), multiplicando y
dividiendo la funcién por el mismo término, y
halla el resultado al problema, -co. Aunque, no

describe todos lo pasos.
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Cuestiones Practicas

.. - P . 2 —x2
Cuestidon 6.- Resuelve el siguiente limite lim (3: *1'2 - lx+’; ) y argumenta cada uno de
X—>-00 -

los pasos que realizas.

La cuestién plantea la resolucién del limite de una funcién compuesta por la resta de tramas
racionales. Las respuestas de los estudiantes aportan informacién sobre las dificultades de los

mismos frente al concepto y calculo de limites, pudiendo categorizarlas por los niveles propuestos
por Blazquez y Ortega (2000).

Respuestas de los participantes Dificultades de los participantes
B Correcta B Erores de caicoulo senciio
O N identifican sl sgre enlormo al limits
B Incorecta | Wtado individual 39.3%
W Sinrespuesta B Sin respuesta - <
W Sinerores

17.9%
7.1% -

71.4%
10.7%

28.6%

10.7%

Y. FONTENLA (UV) Presentacién TFM

Miércoles 13 de Julio



Cuestiones Practicas

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 6

Solucidn:
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El alumno no haya el comiin denominador de
las dos tramas de la funcién y no aplica
correctamente el signo al numerador de la
segunda trama. Segun la categorizacién de
Blazquez y Ortega (2000), el alumno comete
errores de calculo algebraico sencillo. Ademads,
confunde limites finitos de infinitos con

limy_ o % es 1.
X

El alumno no identifica el signo entorno al

_limite, segin la categorizacién de Blazquez y
Ortega (2000), y no usa la propiedad operativa

de la funcién que permite deshacerse del signo
menos que acompafia al infinito al que tiende la
x en el limite (-oo — 00 entonces

f(x) — f(-x)).
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Cuestiones Practicas

Resultados escritos de los participantes a la Cuestion 5

j Salusisn: 1..'\«\ 21"1 _XI' . o .“3.-{1.*1:_ T .
o t ,-ﬁu E:::.,l.[:;r i:”: J 1 El alumno comete un errores de calculo

b v =00 Cam \'“" B 42K ~LX g R AL

algebraico sencillo al resolver el problema,

XA e AT seglin la categorizacién de Blizquez y Ortega
Vo ~2x3 FE4IX S o ;‘A)ff%‘;;;g;, (2000). Este, aplica la propiedad operativa
Yt W“ xow B (-0 — 400 entonces f(x) — f(-x))
‘ﬁ_ = =90 5 W \/%’l .'ﬁ erréneamente y aun asi, halla el resultado del
< . problema (-00).
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Conclusiones

Como bien dice Ortega y Blazquez (2001), el concepto de limite de una funcién
conlleva dificultades de ensefianza para el docente y de aprendizaje por parte de los
estudiantes debido al alto grado de abstraccién del mismo concepto.

Los resultados de este trabajo dicen que las dificultades de los alumnos se halla sobre

todo en:

m Comprender el concepto de limite de una funcién.

m Comprender la continuidad de la funcién en el punto y relacionar conceptos.

m Comportamiento discontinuo de las funciones, limites laterales, tendencias
asintdticas con un 75% de respuestas incorrectas y la propia funcién en el punto con
respuestas incorrectas de hasta el 78'6%.

m Identificar la imagen de la funcién en un punto donde no existe solucién alguna.

m Resolucién de problemas indeterminados. Los errores por simplificacién de v/x2 + 16

y el uso de métodos individuales de resolucién del problema son los mas elevados en
el apartado (c) de la cuestién 4, con 21'% y 35'7% respectivamente. Resaltan los
errores de calculo sencillo, 21’4% para la cuestién 5y 39'3% de la cuestién 6, y el
uso métodos individuales de resolucién del problema, 25% para la cuestién 5y
28'6% para la cuestién 6.
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Propuesta de mejora al experimento

Este trabajo practico tiene deficiencias o limitaciones a nivel de recursos, como por
ejemplo:
m Informaticos para mejorar el aprendizaje de los conceptos.

m Participativos incrementando el nimero de estudiantes que complete el cuestionario
de problemas y asi incrementar la estadistica de los datos.

m Temporales para ampliar el nimero de actividades del cuestionario e incluso tener la
posibilidad de realizar un pre-test y post-test después de un semestre de docencia.

m A nivel de organizacién para una mejor planificacién y reparto de las actividades
entre los alumnos de clase y los diferentes cursos académicos.

Una solucién podria ser el programa GeoGebra, creando cuestiones y problemas de limites
de una funcidn por medio de su applet e interfaz web. Segiin Sari (2017) y Bustos
Gonzilez (2013) GeoGebra mejora significativamente el nivel de aprendizaje de los
alumnos y el nivel de instruccién y evaluacién de los docentes. Segtin Cheng y Leung
(2015) es posible realizar una propuesta didactica mejorando la instruccién y aprendizaje
sobre el concepto de limite por medio de representaciones gréficas y visuales.
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