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RESUMEN

Para estudiar las propiedades elasticas de urbedarmometido a un par de fuerzas,
hemos realizado un experimento mediante el monajen péndulo de torsion de doble hilo.
El objetivo de este experimento es:

« el célculo del médulo de rigidez del material (atme). Este es un valor caracteristico
de cada material, independientemente de sus dioressiy se puede comparar con el
valor que aparece tabulado para estimar aproximagiende qué materiales se podria
tratar nuestra muestra.

Para ello debemos tener en cuenta y estudiaatisrés que determinan el periodo de
oscilacion de dicho péndulo para verificar si exigha dependencia lineal entre el periodo y
los factores que determinemos en nuestro experameondicion necesaria para obtener la
constante que caracterice nuestro material. Eldoéoe seguiremos es la medida de periodos
de oscilacion del péndulo variando el momento decia mediante unas masas moviles.

Ademas, se aprovecha para contrastar los valgmsimentales del momento de iner-
cia del péndulo con los predichos por las formtdasicas. Para ello se emplea la constante de
torsion, obtenida anteriormente para el calculantiadiulo de cizalla.

INTRODUCCION HISTORICA (resefia sobre el péndulo de torsion)

En 1777, un fisico e ingeniero militar francésn&do Charles-Augustin de Coulomb
(1736-1806) crea el primer péndulo o balanza d&dorcon el objetivo de medir fuerzas débi-
les. Coulomb buscaba mejorar la brujula de losmoary, por ello, empezd a experimentar con
cargas eléctricas utilizando el péndulo de torsjiga cred. De las conclusiones de sus experi-

mentos surgio la Ley de CoqunElF =K Bqld%j , segun la cual la fuerza con la que se atraen

0 se repelen dos particulas puntuales cargadasessachente proporcional al producto del
valor de las dos cargas e inversamente proporcetaldistancia al cuadrado que las separa.
Esta ley se ha convertido en unas de las leyesifnedtales de la Fisica.

-Figura 1- -Figura 2-
Charles-Augustin de Coulomb Péndulo de torsion que utilizd6 Coulomb



Henry Cavendish (1731-1810), fisico y quimicodnito, al igual que Coulomb, tam-
bién empled el péndulo de torsion, para realizaxperimento conocido como el experimento
de Cavendish o experimento de la balanza de tores@nel que ademas de demostrar la Ley

de la Gravitacién Universal de Newto{rF =G M

g ) calculd la constante de gravitacion
universal G, (G = 667x10™N [n’/Kg?), con un error menor del 1% con respecto al valor
aceptado actual.

La balanza de torsién que utilizd consistia en vwardla horizontal de 1,8m de longi-
tud, en cuyos extremos se encontraban dos esfatasicas. Esta vara colgaba suspendida de
un hilo. Junto a las esferas, Cavendish situ6 dfesas de plomo de unos 175 kg, cuya accion
gravitatoria debia atraer las masas de la balarmbupiendo un pequefio giro sobre ésta. Para
evitar posibles perturbaciones causadas por ctesae aire, realizé el experimento en una
habitacion aislada del viento y midié la pequefisiém de la balanza utilizando un telescopio.

A partir de las fuerzas de torsion en el hilog/i@asas de las esferas, Cavendish calculd
el valor de la constante de gravitacion univef@aldo que la fuerza de la gravedad de la Tierra
sobre cualquier objeto en su superficie puede selida directamente, la medida de la cons-
tante de gravitacion permitié determinar la mas#adEerra por primera vez. Igualmente fue
posible determinar las masas del Sol, de la Luoa giferentes cuerpos del Sistema Solar.

|

"-'Fig'uré 3- ' -igur 4-
Henry Cavendish Péndulo de torsion utilizado por Cavendish

Otra aplicacion semejante de la balanza de totai@mcontramos en los experimentos
de Lorand Eo6tvos (1848-1919) en 1890. Sus resudtpdubaron la equivalencia entre las ma-
sas inercialesy y gravitacionalms de los objetos. La masa inercial es la medida dedisten-
cia que presenta un cuerpo al cambio en su esadwdimiento, mientras que la masa gravi-
tacional es considerada como una medida de lacairagravitatoria.

El principio utilizado en los experimentos eraleluna masa que se encuentra sobre la
superficie de la Tierra, sujeta a dos fuerzasradaitacional, dirigida hacia el centro de la Tie-
rra, y la fuerza centrifuga, dirigida hacia afudfata Gltima fuerza es una consecuencia de la
rotacion terrestre. En el experimento de Eotvodaanza de la que pendian las dos masas
estaba en equilibrio con respecto al observadoreytada de Este a Oeste. Cualquier pequefia
diferencia en la proporcionalidad entre las fuegravitacional e inercial se traduciria en una
rotacion de la balanza. Es decir, como la reladetas fuerzas depende de la razén de las ma-
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sas gravitacionahg a inercialm, la apariciéon de una rotacion implicaria qagno seria igual
am. E6tvos demostrd que, hasta una parte en mil nelgnpara todos los materiales usados,
se cumplia ques= m;, es decir, si las masas fueran diferentes, las&dmo maximo en una
milmillonésima parte.

Los resultados obtenidos en los experimentos té@E&on la base de la Teoria Gene-
ral de la Relatividad formula por Einstein en 1915.

e

Hle
otk

-Figura 5- -Figura 6-
El fisico hungaro Lorand EO6tvos Péndulo utilizado por E6tvos

Estos son unos de los muchos ejemplos en losrgaparato tan simple como es un
péndulo de torsidon puede ser de gran utilidad lpaltar grandes fundamentos fisicos.

Asi pues, se puede observar que desde que Couledlel primer péndulo de torsion,
éste ha sido elegido por muchos de los grandesdigiara lograr sus objetivos, y es destacable
gue un sistema tan simple haya dado tanto queenfyeen tantas ramas diferentes de la fisica.
Por ello sigue siendo unos de los principalesunséntos de laboratorio, compitiendo con los
instrumentos de ultima tecnologia, con un montapple y gran eficacia.

El péndulo de torsion no solo ha servido parasfitientificos sino que también se em-
plea por ejemplo en los relojes de péndulo dednrsmpleando gomas de torsion, o para dar
soporte a los componentes de suspension del lomauiles, con las denominadas barras de
torsion.

Asi pues, se puede ver que el péndulo de torsi@mplea en un amplio campo de
aplicaciones. Es por ello, y debido a que no sesim grandes medios tecnoldgicos, por lo
gue lo hemos escogido el “péndulo de torsion” paestro experimento en la determinacién
del modulo de rigidez de un alambre sometido adoypara lo cual nos basaremos en sus
fundamentos teoricos.

Fuentes consultadas:
@ http://es.wikipedia.org/wiki/Experimento_de_Cavehdi
@iy http://bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/ciencialumenl/ciencia2/41/htm/sec_18.html




FUNDAMENTOS TEORICOS
Para estudiar las propiedades elasticas de urbedagne se somete a un par de fuerzas
tensoras, debemos tener en cuenta algunos condeptisos relativos a la oscilacion (que
implica deformacion del solido), como la Ley de Keoel movimiento arménico simple
(M.A.S.) y la elasticidad por deslizamiento (ciaafitorsion).

Segun la ley experimental de Hogkela deformacion de un cuerpo es proporcional a
la fuerza aplicada sobre él. Si se trata de ude@iastico, aparecera una fuerza recuperadora
gue hara que vuelva a su estado inicial, mientnas €n un material plastico, éste no recupera-
ra dicha posicion y las distancias originales elaisenoléculas habran cambiado.

Esta ley se puede expresar de la siguiente manera:

F=-kx[N] [1]

El signo negativo se debe a que la fuerza F defdona tiene sentido contrario a la
deformacion (x). ‘K’ representa el coeficiente g@sque determina la proporcionalidad entre
la fuerza y la deformacién.

Expresado de otra forma:

X= —% F , siendo 1/k la constante elastica. [2]

Hay que sefalar que la ley de Hooke es sélo vahda pequefias deformaciones dentro
del limite elastico del material.

-Figura 7-,
Proporcionalidad entre la tension (F/S) y la defoauion relativa hasta el punto A.
Limite elastico B (ya no vuelve a su posicion i@ibiy punto de ruptura del material (C).
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Cuando un sistema pierde su posicion de equilésiable, se producen oscilaciones.
En los casos ideales, la oscilacion serd un mownitmiarménico simple (no se toma en cuenta
la amortiguacion, como en los casos reales). Elimento de un punto del sistema en dicha
oscilacion, partiendo desde la posicién de equljls una funcién sinusoidal periddica:
y(t) = Asin(ai +5) [3], donde y es la posicidon (unidades de longitte$pecto del equili-
brio, A la amplitud (constante) de dicha oscilac{distancia maxima respecto del punto de
equilibrio), o la velocidad angular, t el tiempo desde el ina&la oscilaciéon y d la posicidn
inicial (Si d es 0, en t=0 estaremos en la punteqiglibrio y=0).

La velocidad del punto estudiado segun el tiengoé & derivada con respecto al tiem-
po de la funcién anterior.

d

v(t) 4 Awcosat+0) [4]

Deformacion



La aceleracion del cuerpo seréa la segunda derdaga(t) respecto a t.

d’y _ :
e A o sin(at + ) [5]
Por otra parte, se cumple la ley de Hooke paradasaciones, en la que F=-kx, donde

X es ahora la posicién y (equivale a la deformadercuerpo). Por tanto:
F =-kAsin(at + ) [6]

Si ahora recordamos la 22 ley de Newiprfuerza es igual a la masa por la aceleracion.
Por tanto, en la oscilacion arménica simple:
F=ma= —kAsin(a1+5) [7], donde m es la masa del cuerpo que oscilasy aceleracion,
gue viene dada por la formula [5]. Se obtiene ez@sn

a(t) =

F=-mAda’sin(at +3)=-kAsin(at + ) [8]
Simplificando nos queda:
k = ma® [9]

Como a):z_l_—n [10], entonces:

T? :4772% [11], expresion general para el periodo de oséiteen un ‘M.A.S.".

-Figura 8-(
Elasticidad por deslizamiento.
La fuerza F, tangente a la superficie que produceautension de cizalladura.

E,

*Nota: La base esta fija
También se puede dar el caso de elasticidad @hzaiento, en la que el cuerpo se

comporta de forma elastica al aplicarse una presitgencialmente sobre su superficie, de
forma que su geometria varia (el volumen es cotetgraparece una fuerza recuperadora que
provoca la vuelta al estado original. Si se traaleformaciones pequefigsal tratarse de un
par de fuerzas aplicadas sobre las caras opuedtasaipo y en sentidos contrarios, la relacion
lineal de la ley de Hooke [2] se expresa de laisiga manera:

:lg [11], donde F es la fuerza que actla externagetatialmente sobre la superficie S 'y
u es el coeficiente o modulo elastico. Este modatobién recibe el nombre de médulo de
rigidez, o de cizalla. El signo negativo desaparpuaes ahora se trata de un par de fuerzas con
sentidos opuestos.es el angulo de deformacion, y el valor sera @otot adimensional, por lo

que las unidad del modulo de rigidez s%&alg = Pa}
m

La deformacion por torsion se puede contemplarocam caso concreto de deforma-
cion por cizalla (deslizamiento). En el caso dealambre, se puede considerar como un cilin-
dro (ideal) de radio R y longitud L. Si suponemiges tino de las dos bases y aplicamos un par
de fuerzas tangentes a la superficie lateral, es,deormal al eje del cilindro, se cumplirda la
ley de Hooke, siempre que la deformacion sea pequediley de Hooke para la torsion se
puede expresar:
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:%M [12], donde M es el momento del par de fuerzasaghb, la deformacion (adimen-

sional, pues viene dada por el angulo) y R la @mstrecuperadora o de torsion, (unidad:
[Nm]). R dependera en cada caso de la geometrialalbre, con lo que no obtenemos un
resultado que caracterice un material en concreto.

-Figura 9-gn
Representacién de un péndulo de torsién tedrico

I |
s ﬂ

—pj—2r

Sin embargo, si relacionamos la cizalla con laiéor, podemos hallar una dependencia
entre el médulo de rigidez y la constante de torsiRara ello, suponemos que el cilindro esta
formado por infinitas laminas concéntricas y supegbas de anchura dx (como si se cortase
longitudinalmente un rollo de papel hasta el eje extendiese en el plan&igura 10-).

Si aplicamos la férmula para el deslizamientoeteos que:

a :ld—F =ld—F [13], siendo 2x el “perimetro” y x el radio de cualquier lamina.
M dS  p 2mxdx
-Figura 10 -Figura 11~

Cilindro ideal fijo en una base y al que se le Descomposicion del cilindro en laminas.
aplica un par de fuerzas en el extremo supe- Corteza cilindrica infinitesimal de radio x
rior. y anchura dx desarrollada en el plano.

_ = B
e Y
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L
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En lugar de considerar F, podemos tomar el monmamidicha fuerza (al tratarse de un
par aplicado a una distancia x), con lo que, desiej de [13]:

dM =xdF = ga2mx’dx  [14]
Sustituir la fuerza por su momento tiene el obgetie alcanzar una expresion donde se
vea involucrado el momento de inercia (como se wedd adelante, hara posible la toma de
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medidas de una manera simple empleando la relaaidlamental de la dinAmica de rotacion y
el teorema de Steiner).

Para relaciongs y o podemos observar que, en cada lamina que se deform
X . . .
tana=T'8 , donde & es el arco de laFigura 10-para un radio x de cualquier lamina, arco

gue se corresponde con la deformacion si proyeddaidmina en el planeKigura 11) y L
(constante) es la altura del cilindro.

Ahora bien, como hemos supuesto que las deformeigan a ser pequefias, para que
la Ley de Hooke se cumpla, podemos realizar laxapaxcion para angulos paraxiales:
tana =sina = a , por lo que:
xB =La [15]. Cuanto mayor sea la x de la lAmina que ctaremos, mayor sera el ards, ¥
al ser L constante, mayor sera por tanto (el andgejda deformacion.
Sustituyenda en [14], la expresion es:

dm =# ’i_ 27 \3dlx [16]

Si sumamos los infinitos diferenciales entre 0 nadio del cilindro r:

M = [dM :IMTZ’TXMX:V'B—Z”X“} _HPT g
0 0

4L 2L
0
Si recuperamos la ecuacion [12] de la ley de Hos&@btiene la constante R:
R :% :%r4 [Nm] [18], con lo que desaparece la dependencia del@fig

Si se despeja obtendremos el modulo de cizalla, que es una aotesindependiente
de las dimensiones geométricas del cilindro y qureégnto sera caracteristico de cada material.

A continuacién, podemos suponer que en la torsidste una rotacion en torno al eje
central fijo del alambre. Segun la relacion fundarakede la dinamica de rotacion (22 Ley de
Newton para la rotaciony), el momento de las fuerzas exteriores respeclict®o eje es el
momento de inercia por la aceleracién angular. Egstmo caso, la aceleracion angular sera la
segunda derivada del angulo de deformacién corcéspl tiempo.

M=la-= ?;t’f [19]. Esto equivale 8 =R [12], con lo que:

RB =1 O(l:t'f [20]. Al tratarse de un movimiento armonico simpieal haber tomado en lugar
de la deformacién, el angulo de deformacion, esta&on tiene la misma estructura que [8]:
F=-ky= md;ty. Siguiendo el mismo razonamiento, por analogif lpobtendremos que:

T2=472 L 21
R

Por tanto, podemos hallar R si medimos el peritgloscilacion para un momento de
inercia determinado. Para poder cuantificar el nrameée inercia al que queremos someter el
péndulo para obtener R, colocamos una barra maeiggendicular al eje, con lo que el mo-
mento de inercia lo podremos calcular a partiradtmula teérica para sélidos de geometria
sencillagy.



MONTAJE EXPERIMENTAL

Dadas estas condiciones, diseflamosantaje experimentalmediante el cual nos sea
posible tomar varias medidas para determinar cgargad la constante de torsion y poste-
riormente el médulo de rigidez.

En el péndulo tedrico, podriamos medir el periddascilacion para un momento de
inercia determinado, obteniendo un solo valor (outando la media si se toman varias medi-
das). Para ajustar mejor este valor, podemos ian@o el momento de inercia y midiendo su
periodo correspondiente. Para que el sistema alalleremos desviar un angaloespecto de
la posicion de equilibrio. Como la ley de Hookecsenple sdlo para deformaciones pequefias
(véase Figura 1), este angulo debera ser pargxg@empre el mismo (aproximadamente) en
caso de que se tomen varias medidas.

A continuacion se puede hallar R a partir de taprcionalidad entre?fe F.

Para poder variar el momento de inercia de foramstante y cuantificada, disefiamos
un sistema formado por una varilla con dos masasl@esddénticas dispuestas simétricamente
respecto del eje central y perpendicularmente Riého eje esta constituido por un doble hilo:
dos alambres de dimensiones iguales, situados oaotauacion del otro y unidos en el punto
donde se introduce la varilla. Los alambres estiggt@s a un soporte superior e inferiormente
y deben ser tensados. Estos alambres seran dudradliideales iguales al descrito anterior-
mente, suponiendo que una de sus bases est&fia gsta sometido a un momento de torsion.
Al tratarse de dos cilindros, la ecuacion [18] s#rdoble, por lo que:

Rdoblehilo :Iu_Lnr“[Nm] [22]
-Figura 12-
Disefio del montaje experimental del pén- La expresion del momento de iner-
dulo de torsion de doble hilo. cia de las masas moviles vendra dada por el
teorema de Steingry, segun el cual el mo-
= O mento de inercia de un cuerpo es el m. de
in. respecto al eje que pasa por su centro de
@fi masas mas la masa por la distancia a dicho
L, eje al cuadrado:l =1_,+md* [23]. En
d nuestro experimento, la distancia d sera la
A 1 A distancia desde el eje del alambre (que co-
‘ — incide con la mitad de la varilla) hasta el eje
gue pasa por el centro de masas de la masa
C C’ movil. Como hay dos masas moviles y es-
tan dispuestas simétricamente, el momento
I de inercia sera el dobld:=2 (Ic,, +md?)
[24].
o O Por tanto, el momento de inercia del

sistema barra-masas sera:
| =1, +2(l,, +md?) [25]

Se observa que se puede variar el momento ddaramcel péndulo que hemos com-
puesto con variar la distancia de las masas méaileg. | serd proporcional a la distancia al
cuadrado. Con lo cual, se consigue de forma siwvgaliar de forma regular y medida el mo-
mento de inercia.

Sustituyendo [25] en [21] obtenemos la ecuacionrerecta que representa la depen-
dencia lineal entre®ly

T2:4n2(lb+2Im+2md2):8n2m
R

R
T2 = f(d)?

d? b +2Im) [26], que es la ecuacién de una recta:

+4n2 (
R
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PROCEDIMIENTO

El experimento que llevaremos a cabo sera el sitglie

* Medida de las dimensiones de los objetos paradlasilos.

* Medidas del periodo de oscilacion desviando el pinde la posicion de equilibrio un
pequefio angulo. Se ira variando la distancia dislenlasas méviles al eje central regu-
larmente.

Por tanto, los datos que tomemos, elevados atadaddeberan ajustarse a una recta
tal y como aparece en [26F €s la variable independiente §1& dependiente. Ajustando estos
datos por el método de minimos cuadrados podrebteser la pendiente y la ordenada en el
origen. A partir de esos valores podremos caldalaonstante de torsion R y el momento de
inercia del sistema barra-masas movije .

A partir de la constante de torsion y de las dsiares del alambre calcularemos el
valor del modulo de cizalla (mediante la ecuacid)], objetivo principal del experimento.

Con este resultado podremos hacer una estimacidnaderial del que estaria formado el
alambre metélico que sufre la torsiébn, comparamdaler obtenido con el tabulado en los
libros y manuales.

En todos los casos debemos calcular los errorasspher qué precision tienen nuestros
resultados, teniendo en cuenta la imperfecciomsl@paratos y el fallo del experimentador.
Para obtener datos fiables emplearemos una cékaleléctrica de gran precision para la me-
dida del periodo y un pie de rey para las mediéddasidimensiones. Para longitudes mas
grandes emplearemos la cinta métrica milimetrada.rhasas moviles deberan ser idénticas (lo
méaximo posible), y se pesaran con la bascula éldct. Para facilitar las medidas de la dis-
tancia emplearemos en nuestro experimento una tamrenarcas cada centimetro para no te-
ner que medir cada vez la posicion de las masésniebdo intervalos regulares. También
conviene que la altura de éstas sea una medida elgeentimetros, para saber la distancia a
su centro de masas de forma simple.

El alambre empleado en nuestro experimento esatal corriente. Hay que tener en
cuenta el momento de torsién al que se le sometegeamanecer dentro del limite elastico del
material. Los dos hilos deben estar tensos para@uesponda lo maximo posible con el ci-
lindro ideal, cuyo eje central esté fijo. El pesb @ambre y de la sujecion central es despre-
ciable. Se supone, ademas, que el radio no véwilego del alambre y que los dos alambres
son idénticos como si de dos cilindros idealesatage. El hecho de que eso no se corresponda
con la realidad, pero que si es una aproximacifiday&e vera reflejado en el margen de in-
certidumbre (error) de las medidas.

Las dimensiones del péndulo de torsidén son arl@iraEs conveniente que no sea muy
pequefio para que sea manejable y sea facil tomarddidas, por lo que tampoco conviene
gue sea muy aparatoso. Las masas se escogeraunfica@nte peso para que la variacion del
periodo al cambiar la distancia sea apreciablenugstro experimento concreto, las dimensio-
nes y pesos aparecen descritos posteriormente.

Ademas, para verificar que en el experimento hewmado las medidas adecuada-
mente dentro de un margen de incertidumbre detaduoirpodemos comparar el valor del
momento de inercia obtenido experimentalmente toaleulado mediante las formulas teori-
cas segun las dimensiones de los objgiogAparecen detalladamente en el apartado donde se
calculan y se comparan los valores obtenidos).

Bibliografia consultada:
o Apuntes de Fisica General |, José A. Martinez LoZa006), Cap. VII.2 y VII.6
ay Tipler-Mosca, Volumen 1A (Mecanica), Cap. 12.8, 8.8y 9.3
any Guion de Practicas (Laboratorio de Fisica Generdigcnicas Experimentales; Fernan-
do Tena y Facundo Ballester. Préactica 4 - El péodig torsion.

-11 -



DIMENSIONES DE LOS OBJETOS
En primer lugar, medimos las dimensiones y el gistas masas moviles, de la barra
metalica y del alambre, que seran datos necegarasposteriores céalculos.

Masa movil:

* Mnw=323,320,1¢

e @ =0,615 = 0,005 cm (diametro interior)
e D¢y =5,000 £ 0,005 cm (diametro exterior)
e h=2,000 % 0,005 cm (altura)

Para calcular el peso de una sola masa, las pesaimia bascula electronica primero
por separado, obteniendo m 323,0 + 0,1 g; m= 323,7 £ 0,1 g y después conjuntamente y
dividiendo entre dos. Aunque las pesas no erantaxaote iguales, decidimos suponer que
eran iguales (tomando el valor medio) y asignarer de sensibilidad. De la misma forma en
las dimensiones no consideraremos las dos masas elementos distintos sino como objetos
idénticos.

Las dimensiones de la masa movil se han medideaekpie de rey, por lo que estable-
cemos que el error sera el de la sensibilidadided@rey (0,005 cm).

Barra:

e my=976+0,1g

e @,=0,610 + 0,005 cm (didametro)
* a=451+0,1cm (longitud)

La longitud a se ha medido con la cinta métricknmetrada.

Noétese que la barra metélica estaba fija por str@g que habia marcas dispuestas a lo
largo de toda su longitud a intervalos regulare4,@et 0,1 cm (sensibilidad de la cinta métri-
ca), que seran las guias para situar las masasesméviina determinada distancia del eje cen-
tral.

Alambre:
e 2r=0,135+ 0,005 cm (diametro)
e L=27,5%0,3 cm (longitud)

L es la distancia desde el centro hasta el puatsugecion en el soporte. Por tanto, la
distancia total del doble hilo sera el doble.

Es conveniente sefialar que esta medida tiene nrasentidumbre, pues era complica-
do escoger el punto de referencia donde empezadir ;m donde acabar. Decidimos que el
punto donde habia una marca de fundido podria seigen del hilo. No obstante, debido a la
incertidumbre de si esa zona sufria torsion o adiatalmente adherida al soporte fijo que unia
el doble hilo con la varilla, decidimos asignarsa enedida un mayor error, de 0,3 cm, que era
aproximadamente la (mitad de la) distancia que lolai@s si afladir o despreciar.

El error relativo del diametro es grande en coig@én con las otras medidas, pues se
trata de una longitud mas pequesiér) = 3,7%

m +0,1 (g) | Longitud (cm) | D. ext.+ 0,005 (cm Didnint. (cm)
M. movil 323,3 2,000 + 0,005 5,000 0,615 + 0,005
Barra 97,6 45,1+0,1 0,610
Alambre / 27,5+0,3 0,135
Dimensiones y peso de los objetos que componegrago de torsion.
-Tabla 1-
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CONSTANTE DE TORSION Y MOMENTO DE INERCIA

Para determinar la constante de torsion del dohde(ddambre) utilizamos el péndulo
de torsion. Al girar la varilla metalica un pequeditgulo, aparece un par tensor debido a la
torsion del alambre que hace oscilar la varilladistido su periodo de oscilacion es posible
hallar la constante de torsion del hilo y el moroes¢ inercia de unas masas moviles que se
irdn desplazando a intervalos regulares.

Empezamos colocando las dos masas cilindricaa garilla lo mas juntas posible y
gue queden simétricas respecto del alambre. Hacgirasla varilla un angulo paraxial res-
pecto de su posicion de equilibrio y la dejamoslasiibremente, midiendo el periodo de osci-
lacion con una célula fotoeléctrica. Este procesuasrepitiendo para cada posicion que reco-
rren las masas cilindricas a intervalos regulaee dm (siguiendo las marcas de la barra) has-
ta llegar a sus extremos.

Para cada posicion de las masas tomamos tres asetbti periodo. Como la dispersion

X o =X .
D =Mx100>/o es menor del 2% en todos los casos, bastan esasédidas.
X

_ |Xmax min |

Se asignara el error de dispersidn(x) , 0 bien el error de la sensibili-

dad, si es mayor que el error de dispersion.

La sensibilidad de la célula fotoeléctrica es deris en las medidas del periodo, ex-
cepto en los dltimos cuatro valores, donde el derguperaba el valor maximo de la escala,
con lo que teniamos que pasar a una mayor, dorsgéamsibilidad era de 1 ms.

En la siguiente tabla aparecen detallados lodtags de los célculos para las 12 me-
didas ordenadas (corresponden a las distancias edsas al eje desde 1,5 cm hasta 23,5 cm a
intervalos regulares crecientes de 2 cm:

-Tabla 2-
Periodos de oscilacion, valor medio, dispersionrsoees para cada distancia.

T(s) Timed (S) D Osens(S) | Odisp (S)
0,6768| 0,6762| 0,6756| 0,6762 | 0,18% 0,0003
0,7846| 0,7856| 0,7851| 0,7851 | 0,13% 0,0003
0,941 | 0,9409 0,9414| 0,9411 | 0,05% 0,00013
1,1382| 1,1373| 1,1372| 1,1376 | 0,09% 0.0001 0,0003
1,3491| 1,3487| 1,3484| 1,34873| 0,05%| ' 0,00018
1,5182|1,5176| 1,5161| 1,5173 | 0,14% 0,0005
1,7356| 1,7333| 1,7353| 1,7347 | 0,13% 0,0006
1,9607| 1,9625| 1,9601| 1,9611 | 0,12% 0,0006
2,152 | 2,15| 2,152 2,151 | 0,09% 0,0005
2,396 | 2,397 2,396 2,396 | 0,04% 0.001 0,0003
2,634 | 2,633 2,632 2,633 | 0,08%| 0,0005
2,878 | 2,877 2,874 2,876 |0,14% 0,001

Por tanto, debemos seleccionar los errores mayaa@sstar los datos. En negrita estan
resaltados los valores de T finales, ajustadosiyeterror correspondiente, que se muestran de
nuevo en la ‘Tabla 3'.

El error de la distancia d al cuadrado vendra gemto
J(d?) =2dd(d) =d 06 cm

Asimismo, el error de lsera:

J(T?)=2To(T)

-13 -



La distancia d desde el centro de la masa mosthhel eje central vertical, y el periodo
de oscilacion T correspondiente se muestran eigl@este tabla, junto con los valores al cua-
drado y sus respectivos errores, que se repredernitago en una grafica:

-Tabla 3-
Valores de @y T con sus correspondientes errordgcha.)
Medidas del periodo de oscilacion T para cada disfa d con sus erroregizqda.)

d+0,1 (cm)| T (s) 3(T) (s) | d*(cm?)  &(d) (cm) | TXS) 3(T) (5)
1,5 0,6762 + 0,0003 23+ 03 0,4573 + 0,0004
3,5 0,7851 + 0,0003 123+ 07 0,6164 + 0,0004
5,5 0,94110 + 0,00013 30,3 + 1,1 0,8857 + 0,0002
7,5 1,1376 + 0,0003 56,3+ 1,5 1,2941 + 0,0006
9,5 1,34873 + 0,00018] 90,3 + 1,9 1,8190 + 0,0005
11,5 1,5173 + 0,0005 132 + 2 2,3022 + 0,0016
13,5 1,7347 + 0,0006 182 + 3 3,009 + 0,002
15,5 1,9611 = 0,0006 240 + 3 3,846 + 0,002
17,5 2,151 + 0,0001 306 + 4 4,628 + 0,004
19,5 2,396 + 0,0001 380 + 4 5,742 + 0,005
21,5 2,633 + 0,0001 462 + 4 6,933 + 0,005
23,5 2,876 + 0,0001 552 + 5 8,271 + 0,006

En la dltima medida, el final de la varilla coidi@ con el centro de masas de las masas,
por lo que cabria la posibilidad de que oscilasse ynfa medida no se ajustase al comporta-
miento lineal, aunque se constatara que la medigaesse ajusta a la recta en la siguiente gra-
fica, en la que se representa el periodo al cuadradte a la distancia al cuadradd.= f(d?)

-Figura 13-
Péndulo de torsion de doble hilo con dos masas iedvi
Periodo de oscilacion al cuadrado frente a la distéa de las masas al eje al cuadrado.

10

- T2=(0,0140 + 0,0001)-d? + (0,46 + 0,03) [s?]
g | r=0,9998

T2 (SZ)

0 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N ]
0 100 200 300 400 500 600

d? (cm?)

Nota: En la grafica aparece la ecuacion de la re@pmstada y el coeficiente de correlacion lineal. ‘r
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Visualmente se comprueba que existe una deperadimeal entre Ty o, con lo que
se verifica las hipoétesis tedricas previas a naestperimento, descritas en el aparto de fun-
damentos tedricos, lo cual nos permite extraecdastantes elasticas que buscamos. A partir
de la pendiente (ajustada en Kyplot por el métaméhimos cuadrados) podremos calcular la
constante de torsion, mientras que el momento eleiadel sistema barra-masas moviles se
extrae a partir del valor de la ordenada en ekorigla constante de torsion calculada.

Se puede observar que las barras de errores apeidstinguen; esto es debido a que
el error es muy pequefio, lo cual se debe en pdateensibilidad de los aparatos utilizados, en
especial a la célula fotoeléctrica, que es un apanaly preciso y favorece que el error de las
medidas sea pequefio. Ademas, al ser un sistentaatido, desaparece el error humano en la
medida, manteniéndose solo el error debida a lesaei@ imperfeccion del aparato de medida.
Se concluye que las medidas obtenidas son muydispersas y se ajustan a una linea recta.

Debido a que la incertidumbre es muy pequefiagesiioio en la variable dependiente,
podria darse el caso de que la recta no pasaseente por todos los puntos, con lo que la
distancia entre el valor medido y el de la rectstajda seria demasiado grande. Sin embargo,
puede comprobarse visualmente que la recta cruzagas los puntos. Esta apreciacion visual
se apoya con el coeficiente de correlacion linehlaguste, r=0,9998, que esta muy cerca de 1
(que significaria correlacion total).

La formula para calcular la constante de torsmanipulando la expresion [26], que
aparece en la parte de fundamentos teoricos, es:

——8772:]’““ , donde A es la pendiente de la recta,saparece en la ‘Tabla 1.

El error de R sera:

5<R>=RJ(6<%>] S
m, A

oV

Sustituyendo los valores se obtiene que la cotestintorsion R es:
R =0,1823+0,0013 Nm

Para calcular el momento de inercia, empleameparta de [26]):

I, +2l, =E, donde B es la ordenada en el origen y R, la aotesde torsion.

A

El error sera:

5(Ib+2lm):(|b+2|m)\/(5(5)j2+(5(R)j2

B R

El resultado experimental para el momento de ia&s, sustituyendo:
lp+21m = (213 + 12) x 10 kg m?

MODULO DE RIGIDEZ O CIZALLADURA

Calculada la constante de torsion, se puede teliaodulo de cizalla o de rigidez del
doble hilo, lo cual sera representativo del malteigadicho alambre y de todos los del mismo
material, independientemente de sus dimensiones:

,u:%, donde R es la constante de torsién, L la longieicalambre y r el radio.
Y su error es:
2 2 2
P LY NECINEEY)
]
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Al sustituir los valores se obtiene que:
p=77+11GPa [GPa=18N/m?

Investigando en las fuentes sefaladas a pie degpsg puede constatar que su médulo
de cizalla coincide aproximadamente con el del@ageke 80GPags) (el valor oscila segun
la fuente consultada y segun el tipo). Por tanfgardir de este resultado podemos afirmar que
el alambre del péndulo de torsién podria ser adéoosabemos si la estimacion es acertada,
aunque si es probable, pues el hilo parece sarale gque es un metal corriente). No obstante,
pese a observar de qué material es el alambrepaenms concluir nada con seguridad, pues
el error es grande y puede englobar otros metafaateriales distintos, como el hierro, cuyo
modulo de cizalla eSfinierro L 70 GPay). El resultado que obtenemos es poco prediso (
(w)=15%), por lo que no podemos afirmar que sea wenmhen concreto, pero si podriamos
verificar el experimento a la inversa, si supiéseme qué material es de antemano, compro-
bando que el mddulo de cizalla del acero o derdiestd comprendido en el intervalo de in-
certidumbre y que probablemente sea uno de diclatsri@es (sin precisar en el tipo).

Si analizamos la formula del modulo de rigideanes que depende con la inversa del
radio elevado a la cuarta. Por tanto, una pequafiacion en la medida del radio del alambre
causaria una gran variacion en el resultado delutn6®e la misma manera, la contribucion
en el error del radio es la predominante (se pqguhéacindir de los otros dos sumandos y el
resultado seria el mismo). Al derivar, se obtiene gl error serd 4 veces el error relativo del
radio, que ya de por si, (al ser una distancia gfgues elevado.
or(r)=3,7%

45, (r) = 15% =5, (n)

Por tanto, si quisiésemos saber qué material ®$né&s precision y seguridad, deberia-
mos medir el diametro con un aparato mas precisiefoun pie de rey con mayor sensibilidad
(50 divisiones en lugar de 20) o con el Palmer]jové la precision de R o L no serviria para
reducir el margen de incertidumbre.

Para comprobar que hemos medido el didmetro ¢camente, realizamos dos medidas
mas para el diametro con el fin de calcular el valedio y tener un mejor estimador, ahora
gue sabemos que su contribucion en el valor fiaairdbdulo es tan influyente.
r.=0,140 + 0,005 cm ; 2F 0,130 £ 0,005 cm

La media junto con el valog (Tabla 1') y su error es 0,135 + 0,005 cm, comlee el
nuevo valor no difiere del empleado para calculan@ulo de cizalla.

En resumen, la dependencia del valor éorpndiciona la precisién del resultado, y el
error en la medida de una longitud tan pequenaliddia la dificultad de medirlo “en el aire”,

y cuyo grosor podria ser variable a lo largo detaitud del alambre, tendrd mucha influencia
en el error final del moédulo de cizalla y sera nmfjuyente en la incertidumbre del método
experimental.

Segun se sefala en las fuentes consultadas, lm®yglueden variar en una muestra
concreta, y habrd méas factores que condicionerselitado obtenido, como la temperatura
ambiente, por lo que los valores que obtenemog tiersen que ajustar a una constante exacta.
De hecho, se puede constatar que los valoresatife¥gun la fuente consultada, por lo que en
este experimento el objetivo no es acercarse cordldma precision a un valor aceptado (que
no existe pese a que hay aparatos muy precisas)p ppie van a depender de cada muestra
real y sera suficiente con que el valor y su madgmcertidumbre comprenda algunos valo-
res que otros investigadores han obtenido en sudedyio.

Fuentes consultadagpara la comparacion del modulo de cizalla)

@ Tipler, Volumen 1A, pag. 352

@ Handbook of Chemistry and Physics, (Modulus ofiitg)

@ http:/iwww.sc.ehu.es/sbwebl/fisica/solido/din_ratadiorsion/torsion.htm

@ http://portaleso.homelinux.com/portaleso/trabajestiologia/estructuras/ELASTICIDAD.doc
®)

(6)

1

http://en.wikipedia.org/wiki/Shear_modulus
http://www.engineeringtoolbox.com/modulus-rigidity946.html

5
6
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MOMENTO DE INERCIA TEORICO

Segun las férmulas tedricas para cuerpos de gei@ncéindricay, se tiene que:

¢ a’ . )
| =m| =+ |=1654610°kgn
barra (16 12 1' g

2
l,=m ﬁ+ﬁ+h— =6,206[10°kg [n®
16 16 12

21,=124110"kg [’

Y sus correspondientes errores (mediante la forahellaropagacion):

a(lbm)=J(um%f{m@jﬂ(m%ﬁf
5(|m):J@mMji(mMT+(mm@)j1(mzm(h)jz

m, 16 16 12
5(' barra) = \/J(I barra)2 + [ZJ(I m)]2

Empleando los datos de la ‘Tabla 1’ se obtiensrsiguientes resultados:
lb= (165,46 +0,17) x T0kg m*
2lm= (12,41 +0,02) x IOkg m*
lp+21m = (177,87 £ 0,17) x I0kg m?

Como se observa, el momento de inercia cuandodasyiisas moviles estan (ideal-
mente) en el eje vertical (d=0), tienen mucha menftigencia que el momento de inercia de la
barra. Al ir aumentando la distancia de éstasealetjmomento de inercia total sera mayor, y la
contribucién de las masas también, pues se le afademino md segun el teorema de Stei-
ner, que se verifica experimentalmente observaadiodalidad en la ‘Figura 6.
ltotar = |b+2(|m+md2)

A continuacion se muestra una tabla comparativa:

-Tabla 4-
Comparacion de los momentos de inercia experimesgga) tedricos.
lp+2Im
Valor experimental 213 +12 5
Valor tedrico 177,87 £ 0,17 x 10° kg nt

Los valores son cercanos, pero el error del vataico es muy pequefio, por lo que

tedricamente no podemos considerar compatiblegloses. El valor teorico esté a 2,8 veges

Iteo =1 exp ]
Iteo
Si el error del valor teérico fuese mayor, si gadriamos concluir que los valores son

compatibles. De todas maneras, el valor experirheatpodria considerar como aceptable,
teniendo en cuenta que los momentos de inerciaelerscoincidir exactamente con los predi-
chos tedricamente y si tenemos en cuenta la ingidaciiel método experimental debida, entre
otras cosas, al leve “balanceo” vertical del sistérarra-masas en la oscilaciéon. Si calculamos
el error relativo entre los extremos de las bateasrror mas cercanos entre si e invirtiendo el

tedrico por el experimental, éste es del 11%, gymr&cticamente el 10%, limite para conside-
rar aceptable la medida experimental con respeletdegrica.

(lexp), y error relativo es del 20%oa{,, =
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CONCLUSION

Las conclusiones globales que podemos extraeuelgtno experimento es que el obje-
tivo de la determinacion del modulo de cizalla aealcanzado mediante un montaje experi-
mental relativamente sencillo y que puede ser temido en cualquier laboratorio, pues los
instrumentos empleados son comunes. Por tantoanmteda sencilla medida de los periodos
podemos obtener una aproximacion relativamenteabaehre el modulo de rigidez del alam-
bre estudiado, dentro de un margen de incertidungjoiea algo alto, del 14%.

La causa de este error reside predominantemernige reedida del diametro del alam-
bre, cuyo error relativo era mas elevado que eestb de dimensiones medidas, unido a que al
calcular el modulo de cizalla estaba elevado aidata, con lo que la contribucion al error era
cuédruple. (El resto de errores en las medicionggrgximaciones teéricas son despreciables
frente al error del diametro). Por tanto, basta wmdir el diAmetro con un instrumento mas
preciso para obtener unos resultados mas precidosugas repeticiones del experimento.

No obstante, como hemos podido observar en lssiigaeion en los libros sobre los
modulos de rigidez, no hay valores aceptados come sonstantes se tratasen, sino que existe
una pequeifia variacion pues los materiales son seeimperfectos y al estudiarse sus propie-
dades y extrapolarlas al resto de materiales dahmtipo, se esta suponiendo que éstos son de
las mismas caracteristicas exactamente, lo cuakrmda en la realidad, ni las condiciones at-
mosféricas de las que dependen. Por tanto, aungjoeasemos el experimento y lo repitiése-
mos varias veces, el resultado no seria siempraseho y nos daria un valor aproximado del
modulo de cizalla, a partir del cual podemos afirm&ué materiales es probable que corres-
ponda.

En cuanto a la inercia, que hemos calculado camngpoobacién adicional del método
experimental (aunque era prescindible), los valol#enidos no son compatibles. No obstante,
se debe tener en cuenta que es dificil que el loattal momento de inercia coincida con los
valores experimentales. En nuestro caso se deha guin error en la medida, a haber despre-
ciado algun efecto no despreciable (como la amatign del péndulo o la oscilacion lateral
del alambre, por ejemplo), o a algun error sisteraato detectado del método experimental ni
tenido en cuenta en el calculo de errores. No otestasta desviacion no desacredita los valo-
res obtenidos, la dependencia lineal efiFlgura 135 comprobada tanto visualmente como por
el coeficiente de correlacion lineal, ni los vakdel modulo de cizalla obtenidos para nuestro
alambre.

Enresumen si se desconoce la naturaleza del material preange, los resultados no
pueden ser concluyentes en el sentido de que nenpmxlasegurar el material que es consul-
tando las tablas; siempre tendremos varias opcianes que podria corresponder debido a la
imprecision experimental y a que, como ya hemosladi, los valores son validos para una
muestra concreta pero pueden variar algo parst de materiales del mismo tipo. Conviene
sefalar, por tanto, las limitaciones del métodoegrmental, a partir del cual se extraen unos
valores para las masas empleadas, el alambre tmeonpleado y todos los factores que inter-
vienen en el montaje del péndulo empleado en rueaso. Por tanto, a la hora de valorar los
resultados, debemos tener en cuenta que sélocaeéfaproximadamente el médulo de rigi-
dez, y que aunque el valor sea exactamente elgarece en alguna tabla, no podemos con-
cluir gue sea ese material, pudiéndose tratarrdecetcano a éste, comprendido en el intervalo
de error.

Si el experimento se hace a la inversa, conocieedgué tipo es el material estudiado,
se puede comprobar que los resultados del expewneemciden con los que aparecen en las
tablas respecto a ese material. En ese sentideppaxiconcluir que los resultados de nuestro
experimento han sido acertados, pues el alambrélioceejue hemos utilizado podria corres-
ponder perfectamente al hierro o al acero.
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