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FEstructuras cristalinas.

1. ESTRUCTURAS CRISTALINAS.

1. 1. Considera la red bidimensional rectangular de la figura. En ella se han representado
los vectores base de cuatro celdas unidad diferentes.

a) /Cuédntos puntos de la red contiene en total cada una?
b) jCudles son primitivas?
¢) (Cudles son no primitivas?

d) Determina la celda de Wigner-Seitz correspondiente.

1. 2. Demostrar que la relacién ¢/a en una estructura hexagonal compacta ideal es \/g .

1. 3. Demostrar que la fraccién de empaquetamiento de las siguientes estructuras es la
que se indica:
a) Cubica simple: 7/6 ~ 52 %.
b) Ciibica centrada en el cuerpo: 7v/3/8 ~ 68 %.
c¢) Ctbica centrada en las caras: 71/2/6 ~ 74 %.
d) Hexagonal compacta: 7/2/6 ~ 74 %.
1. 4. El sodio se transforma de bcc en hep a una temperatura de 23 K. Supongamos que
durante esta transformacion la densidad del cristal permanece constante, y que la
relacién ¢/a se corresponde con la ideal de la estructura hep. Calcula el pardmetro

de red ay,p de la celda hep sabiendo que el parametro de red de la celda convencional
para la fase ctbica es ap.. = 4.23A.

1. 5. En la siguiente red bidimensional, determina la celda unidad de Bravais y su base.
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1. 6. El siguiente mosaico ha sido realizado por el artista japonés Makoto Nakamura.
Identifica la celda unidad de Bravais y la base.
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1. 7. Describir la estructura de la figura adjunta como red méas una base atémica, y dar
su féormula estequiométrica. ;Es compatible con el compuesto BaTiO3?

1. 8. Demuestra que los tinicos ejes de rotaciéon compatibles con la simetria de translacién
son los de orden 1, 2, 3, 4 y 6.

1. 9. Determina las matrices que determinan las suguientes operaciones de simetria:

a) Inversion.

b) Reflexién por un plano determinado por un vector unitario 7 perpendicular al
plano. Particulariza la expresiéon para un plano que contenga al eje Z y que
forme 45 grados con el eje X.

AyvuDpA: Conviene descomponer el vector que se refleja en sus componentes
paralela y perpendicular al plano.

¢) Rotacién de dangulo ¢ alrededor de un eje que contenga el vector unitario 7.
Determina en concreto la matriz de rotacion correspondiente a un angulo ¢
alrededor del eje Z asi como la rotacién de 180 grados alrededor de un eje
contenido en el plano XY y que forma 45 grados con el eje X.

1. 10. Considera la red cristalina bidimensional de la figura:

a) Encuentra los vectores primitivos de la red y describe la estructura en términos
de esos vectores.



FEstructuras cristalinas.

b) Analiza los elementos de simetria. Busca en las tablas cristalogréficas el grupo
espacial (bidimensional) apropiado para describir la estructura.

c¢) ¢, Cudles son las posiciones de Wyckoff necesarias para describir la estructura?
Comprueba que tanto la multiplicidad como la simetria puntual de las posicio-
nes de Wyckoff son las adecuadas.

1. 11. A la hora de describir la estructura de un sélido cristalino con simetria romboédrica
los cristalégrafos prefieren a menudo describir la estructura con una celda unidad
hexagonal. Sin embargo, en los calculos de primeros principios es méas util utilizar la
celda romboédrica, mas pequena, para ahorrar tiempo de calculo. La relacion entre
ambas celdas (siguiendo las convenciones de las tablas cristalogréficas) aparece en

la Fig. a).
b) ® © @

a)

P
o
o

coo

a) Encuentra la relacién entre los pardmetros de red de ambas celdas.
b) ; Cuéntas veces es mas grande la celda unidad hexagonal que la romboédrica?

c) Expresa las posiciones atémicas de la celda romboédrica en funcién de las
posiciones referidas a la celda hexagonal.

d) El éxido transparente conductor CuAlO, (Fig. b) cristaliza en el grupo espa-
cial R3m. Las posiciones de Wyckoff de la base cristalina, referidas a la celda
hexagonal, son: C'u 3(a) (0,0,0), Al 3(b) (0,0,1/2), O 6(c) (0,0, u). Calcula las
posiciones de Wyckoff referidas a la celda romboédrica. ; Cuanto vale ahora la
multiplicidad de las posiciones atémicas?.

1. 12. En el problema anterior, acerca del compuesto CuAlO,, calcula: a) las distancias
Cu—Cu, Al—Al, Cu—0, Al—0 y Cu—Al, b) el angulo Al—O—Cu. Considera que
los parametros de la celda hexagonal son a = 2.858 A, ¢ = 16.958 A y el pardmetro
interno que describe la posicién del oxigeno vale u = 0.1099.
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P 6bmm. 6mm | Hexagonal

No. 17 P 6mm Patterson symmetry p6uim

/\\//l\\\i/
-

o\ :_\\*
\
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-]

Origin at 6mm
Asymmetvicunit  0<x<Eh 0<y<y x<(14Hp)/% y<x/2
Vertices 0,0 %,O 3.5
Symmefry operations
(H1 (2) 3+ 0,0 3) 3 0,0
2 00 (5) 6 0,0 {6) 6+ 0,0
(H m x,% 8y m x,2x Yy m 2x,x
(10) m x,x (Iy m x,0 (2y m O,y
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No. 17

CONTINUED

Generators selected  (1); 7(1,0)%; #(0,1); (2% (4% {n

Positions
Multiplicity, . Coordinates
Wyckoff letter,
Site symmetry
1z 51 1 xy 2) Frx-y (3) T+nE
(4) f,f (5) J’aﬂ")’ (6) =R
My, (8) X+ny (9 x,x—y
(10) »,x (D x-xy (A2 &3+
6 e .m. 1nx x,2x 2%, ¥ ix Ik 2x,x
6 d ..m 1,0 0,x ix %0 0,x XX
3 ¢ 2Zmm 1,0 0,4 1.3
2 b 3m. I by
1 a Gmm 0,0
Maximal non-isomorphic subgroups
| [2]1 p611(p6, 16} 1: 2, 3 4 5, 6
121 p31m(15) 1; 2, 3; 10; 11; 12
[2ip3ml (14) 23789
3j p2mm(c2mm, 9y L 4, T; 10
31 p2mmicloum,9) 1; 4; 8; 11
31 p2mm{c2mm, 9 L; 4, 9; 12

IIa none
IIb  wnone

Maximal isomorphic subgroups of lowest index
e  [3]h6mm(a =3a,b = 3b) (pomm, in

Minjmal non-isomorphic supergroups
I noie
II  none

109

pomm

Refiection conditions

General:

no conditions

Speciat: no extra conditions
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A la hora de describir la estructura de un sélido cristalino con simetria
romboédrica los cristalégrafos prefieren a menudo describir la estructura con
una celda unidad hexagonal. Sin embargo, en los calculos de primeros prin-
cipios es més util utilizar la celda romboédrica, mas pequena, para ahorrar
tiempo de célculo. La relacién entre ambas celdas (siguiendo las convenciones
de las tablas cristalograficas) aparece en la Fig. a).

XXX
@6
© 0

a)

‘"; } Algo\\g\'\g ch
oo,
[ *§ "}

AL

a) Encuentra la relacién entre los parametros de red de ambas celdas.

b) ; Cuéntas veces es mas grande la celda unidad hexagonal que la rom-
boédrica?

c) Expresa las posiciones atémicas de la celda romboédrica en funcién de
las posiciones referidas a la celda hexagonal.

d) El 6xido transparente conductor CuAlO, (Fig. b) cristaliza en el grupo
espacial R3m. Las posiciones de Wyckoff de la base cristalina, referi-
das a la celda hexagonal, son: Cu 3(a) (0,0,0), Al 3(b) (0,0,1/2), O
6(c) (0,0,u). Calcula las posiciones de Wyckoff referidas a la celda
romboédrica. ; Cuénto vale ahora la multiplicidad de las posiciones
atomicas?.
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En el problema anterior, acerca del compuesto CuAlQO,, calcula: a) las

distancias Cu — Cu, Al — Al, Cu — O, Al — O y Cu — Al, b) el 4dngulo k=
Al-0-Cu.  (omidunn by roncs ekne Ao loe thdo huscamoned
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+ info CuAlO2:

* http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-
182140&filename=etd-1008107-182140.pdf (pagina 12)

* www.springer.com/cda/content/document/cda_downloaddocument/9783540447498-t1.pdf

* www.rddiaz.info/documents/Thesis - Ramon D. Diaz - Version Final.pdf

*  www.rddiaz.info/documents/PPT - Defense - RD_DIAZ.ppt

*  http://jahp.info/pdf/3.2Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de
%20CuA102%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf

*  http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas
%20delgadas%20de%20CuAl02%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf



http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-182140&filename=etd-1008107-182140.pdf
http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-182140&filename=etd-1008107-182140.pdf
http://www.rddiaz.info/documents/PPT_-_Defense_-_RD_DIAZ.ppt
http://www.rddiaz.info/documents/Thesis_-_Ramon_D._Diaz_-_Version_Final.pdf
http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
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http://www.springer.com/cda/content/document/cda_downloaddocument/9783540447498-t1.pdf
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2. DIFRACCION DE RAYOS X

2. 1. Considerar la estructura bidimensional de la figura adjunta, en la que las distancias
se dan en A.
a) Determinar el tipo de red, los vectores base y la base de atomos.
b) Dibujar la celda de Wigner-Seitz.
¢) Dibujar la red reciproca y determinar sus vectores base.

)
)

d) Dibujar la primera zona de Brillouin.
)

e) Determinar el factor de estructura y comentar posibles extinciones.
O @) O
@ @
@ @ ©
O ©
@ @ @
@ @
@ @ @
O e

—

2. 2. Hay al menos tres formas equivalentes de definir los vectores base (a*, b*) de una
red reciproca asociada a una estructura periédica bidimensional:

i) Los vectores de la red reciproca son los que cumplen:
C_L‘Z(i;kZZﬂ'(;” j:1,2

ii) Escoger un vector auxiliar ¢ con mddulo unidad y perpendicular tanto a @
como a b, para a continuacién emplear las férmulas utilizadas en la descripcion
de estructuras tridimensionales:

-

. X C
a =2r————
a-(bxc)
g*:QWCifia
a-(bxc)

iii) El vector a* se define perpendicular a b y con médulo 27/dyg, donde dyg es
la distancia interplanar (10). El vector b* es perpendicular a @ y tiene como
modulo 27/dy;. Como consecuencia, el dngulo que forman @ y b més el que

definen sus reciprocos es igual a 7.

Comprueba que las tres definiciones son equivalentes y que todas dan lugar a la
siguiente expresion:
a = s—b"a—(a-b)b
e ()7

. 2 D
b = E ><7T5|2 {— (a~5> a+a26}

Calcula los vectores base de la red reciproca asociada a una malla hexagonal plana.




Difraccién de Rayos X

2. 3. a) Calcula gréificamente la densidad superficial de nudos de la red, o, para los
planos (100), (110) y (111) de una estructura fcc.

b) Demuestra que la densidad superficial de nudos se puede calcular como o = d/v,
donde v es el volumen de la celda primitiva unidad y d es el espaciado entre
los planos de la familia.

NoTa: Por plano de la familia se entiende el conjunto de planos paralelos,
equiespaciados, que juntos contienen todos los puntos de la red.

c¢) Prueba que las familias de planos con mayor densidad superficial de nudos son
la {111} en la estructura fec y la {110} en la estructura bee.
AvUDA: Utiliza la relacion entre las familias de planos y los vectores de la red
reciproca.

2. 4. Obtén la relacién entre el espaciado de los planos (hkl) y los pardmetros de una
red hexagonal haciendo uso de la red reciproca.
En la figura de la izquierda se han representado los espectros de difraccion de la de-
lafosita CuAlO, tomados a dos presiones diferentes, utilizando radiacién sincrotrén
con longitud de onda A\ = 0.3738 A. Las experiencias de difraccién de rayos X a
alta presion permiten obtener las ecuaciones de estado de los compuestos y las com-
presibilidades de los parametros de red. Estima el valor de las compresibilidades
de los ejes (hexagonales) a y c. Para facilitar la tarea en la figura de la derecha se
muestra la indexacion de los picos de difraccién basada en la utilizacion de la celda

hexagonal.
P(GPa
40— 77— =
“ i=03738 Ap,
& 2 479
: A— ~— 411
300 & -m——ﬁ—d'\‘\—n—f ——38.5
Sx L R R R
bg %) /
22 = ﬂ 3223
& @ 25 (e
g 200 = 2 17 S ) PP | . Y Py
2 R | 7|8 ¥a ff\
‘:‘.I_.') § = 2 P 5 r[_g,_.,_,,_\__..ﬂm &f__f\__nf\.._rv«m.__ 18.2
= = i 22 =a
i ez = 38 =
100 & . =3 g J___WJLJ ULLJ_‘LJ\%W 17
9 EN o
|Pr=027 cPa =5 2 £ i JLLA_AM
i U c L | PR Arrndy 4
03 g3l2 58 FEEE
= = g8lls &ggoezesd
L o2 = I = s
2 25 ;»;:l ’/gi!‘fg
P,=134 GP W 3 iy Colh e EO .
_100 i | L 1 i i — -
4 6 8 10 12 5 10 15 20
2-Theta 26

2. 5. Demuestra que la red reciproca de una red centrada en caras de lado a es una red
centrada en cuerpo de lado 47 /a. Calcula las coordenadas de los puntos de la zona
de Brillouin L, X y W representados en la figura.
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2.

2.

2.

2.

2.

2.

2.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

Probar que existe un limite superior para el valor de la longitud de onda que un
cristal puede difractar en condiciones de maximo. ;Cudl es el sentido fisico de esta
limitacion?

Calcular los angulos de difracciéon de primer orden (n = 1) de los planos 100 y 110
de una red sc con pardametro de red de 3 A. Tener en cuenta que la longitud de
onda de la radiacién incidente es de 1 A. Si la red fuera bee, jse encontrarian haces
difractados para estos mismos angulos?

Verificar que un cristal fcc monoatémico tiene los mismos méaximos de difraccién
cuando se considera como como red fcc o como red sc con base de cuatro atomos.

En un diagrama de polvo de rayos x de una sustancia cubica, obtenido con la
radiacion K, del cobre (A = 0.1542 nm) aparecen lineas para éngulos de Bragg de
12.3°, 14.1°, 20.2°, 24.0°, 25.1°, 29.3°, 32.2°% 33.1°. Asignar indices a estas lineas.
Decidir si es cubica simple, centrada en el centro o en las caras, y calcular la
constante de red.

Considerar la estructura del diamante como una celda sc con una base de ocho
atomos.

a) Determinar la posicién de los dtomos de la base.
b) Calcular el factor de estructura.

c¢) Identificar los valores de los indices de Miller para los que no habra difraccién.

En un experimento de difraccién de rayos x llevado a cabo con radiacién de \ =
0.15406 nm se ha recogido un grafico para un elemento del sistema cibico que
muestra picos de difraccién para angulos 26 de 40.113°, 46.659°, 68.080°y 82.090°.
Determinar la estructura cristalina del elemento y su constante de red.

El grafeno es una lamina plana de atomos de carbono, dispuestos en los vértices
de hexagonos regulares, de un solo atomo de espesor, tal y como se muestra en la
figura (a). Cuando las ldminas monoatémicas se apilan, dan lugar al grafito que
se emplea, por ejemplo, en las minas de los lapices. Una estructura similar es la
del nitruro de boro [figura (b)], donde en vez de dtomos de carbono la estructura
alterna atomos de nitrégeno y boro.



Difraccién de Rayos X

(a) Grafeno en una imagen (b) Monocapa de BN (npg
de TEM (wikipedia) asia materials)

a) Describir estas estructuras como red mas base. Dar las coordenadas de los vec-
tores primitivos y de los atomos de la base con respecto a los ejes xy indicados.

b) Representa las redes reciprocas correspondientes junto con sus vectores base y
sus coordenadas, asi como la primera zona de Brillouin.

¢) Se hacen incidir sobre el grafeno rayos X de longitud de onda 31/2, donde [ es
la distancia entre primeros vecinos. Si la direccién de incidencia es segun el eje
y, i, cuantos haces difractados se observaran?, ; qué angulos formaran con el
haz incidente? ; Y si la direccién de incidencia es a lo largo del eje x?

d) Si el experimento se realizara con el nitruro de boro, ;cudles serian las diferen-
cias con el difractograma de rayos x del grafeno?

2. 13. Encuentra las ausencias sistematicas inducidas por los siguientes elementos de si-
metria:

a) Red con centrado A.
b

Red con centrado I.

c¢) Plano de deslizamiento perpendicular a a y con translacién b/2.

e

f

)
)
d) Plano de deslizamiento perpendicular a a y con translacién b/2 + ¢/2.
) Eje helicoidal 2; segun b.

)

Eje helicoidal 3; segun c.
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Calculad los édngulos de difraccién de primer orden (n = 1) de los planos
100 y 110 de una red sc con pardmetro de red de 3 A. Tener en cuenta que
la longitud de onda de la radiacién incidente es de 1 A. Si la red fuera bec,

;se encontrarian haces difractados para estos mismos dngulos?
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El grafeno es una lamina plana de 4tomos de carbono, dispuestos en los
vértices de hexdgonos regulares, de un solo atomo de espesor, tal y como
se muestra en la figura (a). Cuando las laminas monoatémicas se apilan,
dan lugar al grafito que se emplea, por ejemplo, en las minas de los lapices.
Una estructura similar es la del pitruro de boro [figura (b)], donde en vez de
atomos de carbono la estructura alterna atomos de nitrégeno y boro.

(a) Grafeno en una imagen (b) Monocapa de BN (npg
de TEM (wikipedia) asia materials)

a) Describir estas estructuras como red més base. Dar las coordenadas de
los vectores primitivos y de los dtomos de la base con respecto a los
ejes zy indicados. 2

b) Representa las redes reciprocas correspondientes junto con sus vectores
base y sus coordenadas, asi como la primera zona de Brillouin. ;

c¢) Se hacen incidir sobre el grafeno rayos X de longitud de onda 31/2,
donde [ es la distancia entre primeros vecinos. Si la direccién de inci-
dencia es segun el eje y, ; cudntos haces difractados se observaran?,
i, qué angulos formardn con el haz incidente? ; Y si la direccién de
incidencia es a lo largo del eje 7

d) Si el experimento se realizara con el nitruro de boro, jcuéles serian las
diferencias con el difractograma de rayos x del grafeno?
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3. 1.

3. 2.

3. 3.

3. 4.

3. DINAMICA DE RED

Considerad una cadena lineal en la cual todos los dtomos tienen la misma masa,
pero las constantes de fuerza entre los atomos mas proximos son alternativamente
C y 10C, como se indica en la figura.

¢/\\@ /e e /e e
- !

a) Deducid la relacién de dispersiéon w(k) para los modos actsticos y 6pticos.

b) Encontrad las amplitudes relativas para el desplazamiento de los dtomos en
cada una de las ramas.

c¢) Obtened el valor de las frecuencias de oscilacién cuando k& — 0 (centro de la
zona de Brillouin), describiendo el movimiento relativo de los dtomos dentro
de la celda unidad y en celdas contiguas.

d) Obtened el valor de las frecuencias de oscilacién cuando k = £7/a (borde de la
zona de Brillouin). Describir el movimiento relativo de los dtomos en la celda
unidad y en celdas contiguas en este caso.

Comprobad que en el limite M; — M, la relaciéon de dispersién de una cadena
diatéomica con atomos equidistantes coincide con el de una cadena monoatémica.
AYUDA: tened en cuenta el cambio de parametro de red entre las dos estructuras,
asi como el cambio en la extension de la primera zona de Brillouin.

En un experimento de difraccién de neutrones, neutrones de una determinada
energia interaccionan con los fonones de un cristal, perdiendo energia. Las lon-
gitudes de onda del haz de neutrones son de 3.14 A y 5.00 A antes y después de
la dispersién. El vector de ondas de los neutrones dispersados, k' forma un angulo
de 45° con el vector k de los neutrones incidentes. Teniendo en cuenta estos da-
tos, calcula la longitud de onda de los fonones que intervienen en este proceso de
dispersion.

Una experiencia Brillouin se puede realizar con diferentes geometrias experimenta-
les, segiin muestra la parte superior de la figura [J. Raman Spectrosc. 34, 633-637
(2003)]. En los esquemas se aprecia que un fotén con vector de onda k; (en el vacio)
incide sobre un medio transparente con indice de refraccién n, es dispersado por
un fonon con vector de onda ¢ y finalmente la radiacién con vector de onda k, es
detectada.

N V4
y q{ N i
I
kg
(cl

HaOr liquid
P=3 GPa, T=6533 K

__-Rayleigh

£ B E

:

1L

2
|
]
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3. 5.

3. 6.

3. 7.

3. 8.

Dindmica de red

a) Calcula el vector de onda del fonén que interviene en cada proceso de dispersion.

b) En una experiencia Brillouin llevada a cabo con agua a alta presién y tempe-
ratura, en la configuracién de retrodispersion, se ha obtenido el espectro de la
parte de bajo de la figura [Ultrasonics 44, e1495-e1498 (2006)]. La raya central
se corresponde con la difusién elastica de la radiacién incidente (A = 514.5 nm).
La lineas B; y B, estan asociadas a la difusion inelastica de la radiacion in-
cidente con la creaciéon o aniquilacién de un fonén. Sabiendo que el indice de
refraccion en las condiciones del experimento tiene un valor de 1.42, calcula la
velocidad del sonido en el agua.

Considerad el cristal bidimensional con un solo tipo de atomos dispuestos como se
indica en la figura adjunta.

a) Calculad la menor longitud de onda que puede tener una onda actstica que se
propague en el cristal.

b) Calculad el nimero de modos normales que puede haber en un cristal de este
tipo que mida 1 cm?.

Considerad un cristal tridimensional con un eje de rotaciéon de orden 4. Demostrad
que si la direccién del vector de ondas del fonén, /5, coincide con este eje, uno de los
modos normales esta polarizado paralelamente a k y los otros dos son degenerados
y polarizados perpendicularmente a k.

La velocidad de propagacién del sonido en una barra cilindrica es un 5% mayor
cuando se la somete a un esfuerzo en la direccion longitudinal. Suponiendo que la
deformacién es uniforme:

a) Discutid si el esfuerzo es de traccién o compresion.
b) Sabiendo que el médulo de Young de la barra es de 2 x 10! Pa, estimar el valor

del esfuerzo aplicado.

En este problema vamos a estimar la velocidad del sonido en el Na liquido. Para
ello:

a) Calcula la fuerza restauradora que aparece cuando se desplaza un i6n de Na de
su posicion de equilibrio una distancia r, considerando que la fuerza es debida
a la nube de carga electrénica de radio r centrada en la posicion de equilibrio.

b) Estima el médulo de compresibilidad B mediante su definiciéon P = —B %.
c¢) Calcula la velocidad del sonido.
Para resolver el problema se puede considerar que la coordinacion de los atomos de
Na en el liquido es muy parecido al del Na en la estructura bee, con una constante

de red de 4.23 A.
DATO: Densidad del Na liquido: 920 kg/m?
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3. 9. El objetivo del problema es estudiar los modos de vibracién de la delafosita CuAlO,
(problema 1.11) a partir de un modelo de muelles. Para simplificar el calculo apro-
vecharemos al maximo la simetria de la estructura.

¢ O

‘Cu

%o
~@

a) Consideramos que el vector de ondas de los fonones estudiados tienen la di-
reccién del enlace C'u — O, correspondiente a un eje de simetria de orden 3.
Analizamos tinicamente los modos de vibracion polarizados segin el eje de si-
metria (problema 3.6). Escribe la lagrangiana del sistema en esas condiciones.

b) Deduce las ecuaciones del movimiento.

¢) Tanto el dtomo de Cu como el de Al estdn situados en sendos centros de
inversién. § Qué restricciones impone este hecho a su movimiento en los modos
de vibracién con simetria par? ; Cémo ha de ser el movimiento de los oxigenos?

d) Calcula la frecuencia de vibracién del modo par en centro de zona.
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El objetivo del probiema es estudiar los modos de vibracién de la delafos-
ita CuAlO, (problema ?7?) a partir de un modelo de muelles. Para simplificar
el calculo aprovecharemos al méximo la simetria de la estructura.

0
Cu

& O

i )

a) Consideramos que el vector de ondas de los fonones estudiados tienen
la, direccién del enlace Cu — O, correspondiente a un eje de simetria
de orden 3. Analizamos tinicamente los modos de vibracién polariza-
dos segtin el eje de simetria (problema ??). Escribe la lagrangiana del
sistema en esas condiciones.

b) Deduce las ecuaciones del movimiento.

¢) Tanto el 4tomo de Cu como el de Al estén situados en sendos centros de
inversién. ; Qué restricciones impone este hecho a su movimiento en los
modos de vibracién con simetria par? ; Cémo ha de ser el movimiento
de los oxigenos?

d) Calcula la frecuencia de vibracién del modo par en centro de zona.
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4. 1.

4. 2.

4. 3.

4. 4.

4. 5.

4. 6.

4. 7.

4. 8.

Propiedades térmicas de los sélidos

4. PROPIEDADES TERMICAS DE LOS SOLIDOS

Considerar una cadena monoatémica lineal de constante de red a, cuya relaciéon de

dispersién viene dada por w?(k) = & C[1 — cos(ka)]. Calcular:

a) La velocidad del sonido en ese medio.
b) La densidad de estados de fonén.
c¢) La densidad de estados en la aproximacién de Debye.

d) Comparar graficamente las densidades de estados de los apartados b) y ¢).

Considera un soélido tridimensional isétropo a temperatura T'. Utilizando la aproxi-
macion de Debye, calcula la probabilidad de encontrar un fonén con frecuencia w,
sabiendo que viene dada por el producto de la probabilidad de ocupaciéon < n > a
esa frecuencia y el nimero de estados con esa frecuencia. ;Cudl serd la frecuencia
mas probable de los fonones?

Calcula la energia de vibracién por dtomo del punto cero (7' — 0) de un cristal
tridimensional en la aproximacién de Debye. Estima dicho valor para el helio sélido
(©p =24 K) y para el diamante (©p =2250 K)

Determina la densidad de estados de un cristal tridimensional, uno bidimensional
y otro unidimensional en la aproximacion de Debye. Utilizando estos resultados,
encuentra la dependencia con la temperatura del calor especifico de los tres tipos
de cristales en el limite de muy bajas temperaturas.

Consideremos un sdélido cristalino monoatémico con red cibica simple de constante
dered a = 5 A. Supondremos que la velocidad de propagacién del sonido es isétropa,
igual a 7000 m/s a una temperatura de 300 K.

a) En la aproximacién de Debye, estima cudl serd la frecuencia maxima de vibra-
cién de los atomos. jDepende esta frecuencia de la temperatura? Justifica la
respuesta.

b) Calcula la temperatura de Debye de este material.

¢) Estima la capacidad calorifica por mol de este sélido.

Consideremos un cristal bidimensional en el que los fonones longitudinales tienen
una relacién de dispersién w(k) = Avk, donde A es una constante.

a) Determina la densidad de estados de fonén.

b) En el limite 77 — 0, la contribucién de los fonones longitudinales al calor
especifico es proporcional a T%. Encontrad el valor de s.

Una varilla de zafiro cristalino tiene 3 mm de diametro. La velocidad del sonido
en el zafiro es aproximadamente 5 x 10® m/s, considerandola isétropa e igual en
todas las ramas fonénicas. La densidad del zafiro es 4 x 10% kg/m?, su temperatura
de Debye de 1000 K y su peso molecular de 102 g/mol. Calcula la conductividad
térmica de la varilla a 1 K.

NoTA: Tened en cuenta que a esta temperatura tan baja el recorrido libre medio
de los fonones queda determinado por el tamano del cristal.

El criterio de Lindemann sugiere que los metales se funden cuando la amplitud
cuadratica media de vibracién, medida en unidades de distancia interatémica, ex-
cede un valor critico. Determina la temperatura de fusion utilizando el modelo de
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4.

4.

4. 9.

10.

11.

Debye y considerando que la fusién se produce cuando la amplitud de vibracion
alcanza el 9% de la distancia a primeros vecinos.

Calcula la temperatura de fusion del C'u utilizando el criterio de Lindemann. Con-
sidera que el C'u adopta una estructura fee con pardmetro de red de 3.615 A. Su
temperatura de Debye es de 343 K. La masa de un atomo de C'u es de 63.546 wu.

La expansién térmica se puede comprender desde un punto de vista clasico con-
siderando la asimetria que introduce la parte anarmoénica del potencial en el des-
plazamiento de los atomos alrededor de la posicion de equilibrio. Como ejemplo
cualitativo, considera que la energia potencial de un atomo cuando se le desplaza
una distancia x de su posicion de equilibrio viene dada por:

U(z) = ca* — g2° — fa*

con ¢, gy f positivos. Utiliza la estadistica de Maxwell-Boltzmann para calcular el
valor medio del desplazamiento < x >.

Sabiendo que el valor del coeficiente de dilatacion térmica del Cu es de 1.7 x
107% K1, estima el orden de magnitud del término ciibico respecto del cuadratico
para el C'u a temperatura ambiente y a la temperatura de fusién (1360 K). Utiliza
los datos necesarios del problema 4.8.

Considera una cadena lineal de atomos, de longitud L y pardmetro de red a, some-
tida a un potencial con un término anarménico:

1
Ux) = akxz — ga®

donde x = d — a, siendo d la distancia entre dos atomos vecinos.

a) ;, Cémo cambia la constante del muelle cuando la distancia de equilibrio entre
atomos cambia en una cantidad Ax?

b) Calcula el pardmetro de Griineisen v = —0Inw/IndL.

Partiendo de las relaciones termodinamicas entre el calor especifico a presion cons-
tante y el calor especifico a volumen constante:

oP ov
weer=r(3), ()
ar ), \ar ),

e (5%)s
G (),

a) Demuestra que Cp = (14 3ayT)Cy, donde « es el coeficiente lineal de expan-
sion térmica y v es el pardmetro de Griineisen.

b) Estima la diferencia relativa entre los dos calores especificos en el Si sabiendo
que a = 2.92 x 107 K~! que el médulo de compresibilidad isotermo vale
99 GPa y estimando el parametro de Griineisen a partir del comportamiento
del modo TO bajo presién (wro = 519.5 em™, dwro/dP = 5.2 em™'/GPa).
Justifica fisicamente la magnitud del resultado obtenido.

c¢) Estima el cociente entre el médulo de compresibilidad isotérmico y el isoentrépi-
co en el Si.
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4.12. a)

Propiedades térmicas de los sélidos

Muestra que la ecuacion de movimiento de un oscilador anarménico:
mi + 2cx — 3gz* =0

admite una solucion del tipo:

© .
T = Z anemwot
n=1

con wy \/2¢/m. Discute el resultado en términos creacién, destruccién y
dispersiéon de fonones.

En la grafica se muestran las curvas de dispersion de los fonones de la delafosita
CuAlO,. T indica el centro de la zona de Brillouin. 7', X y L son puntos de
borde de zona, segiin se ha representado en la figura de la esquina superior
izquierda. Sugiere posibles decaimientos del modo Eg de centro de zona.

e 900 = z |
D /I'I o %u (L:O)'Am_
i g P s
X ." "lll
00

2 8

=

Wavenumber (cm™)
= 3
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Determina la densidad de estados de un cristal tridimensional, uno bidi-
mensional y otro unidimensional en la aproximacién de Debye. Utilizando
estos resultados, encuentra la dependencia con la temperatura del calor es-
pecifico de los tres tipos de cristales en el limite de muy bajas temperaturas.
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5. ESTRUCTURA ELECTRONICA: BANDAS Y ENLACES

5. 1. En la figura se representan las curvas de dispersion electrénicas correspondientes a
una estructura cubica simple en el limite de potencial de interacciéon nulo. Identifica
el origen de cada banda y calcula las energias I'y, I'y, I's v X1,X5, X3.

5. 2. Considérese un cristal unidimensional. Dentro del modelo de electrones cuasi-libres,
el potencial cristalino puede describirse de acuerdo con el potencial unidimensional
de la figura, donde Uy = 1 eV y a=5 A.

-a 0 a/4 3a/4 a 2a
Determinar:

a) El pardmetro de red del cristal y el de la red reciproca.
b) La primera zona de Brillouin.

¢) Determinar los coeficientes de Fourier del potencial. ;Para qué vectores de la
red reciproca los coeficientes son no nulos?

d) Determinar para qué vectores de la red reciproca tienen lugar los tres primeros
intervalos de energia prohibida, asi como la anchura de estos intervalos.

e) Compara la anchura de los intervalos prohibidos con la energia de la banda en
el punto de la zona de Brillouin donde aparece el intervalo.

f) Si cada atomo del cristal aporta un electrén, ; ante qué tipo de compues-
to estamos (aislante, conductor...) ;Y si cada dtomo aportara dos electrones
libres?

5. 3. Comenta de forma razonada si las siguientes afirmaciones sobre el efecto de un
potencial periédico débil sobre los estados electrénicos son verdaderas o falsas:

a) El potencial s6lo actiia de forma significativa sobre los estados electrénicos cuyo
vector de onda coincide con un vector de la red reciproca.
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b) El potencial cambia fuertemente aquellos estados electrénicos que tienen una
energia que coincide con la de otros estados.

c¢) El gap aparece para las fronteras de zona (planos Bragg).

5. 4. Razona si son ciertas las siguientes afirmaciones sobre el cardcter conductor o ais-
lante de un cristal:
a) Un cristal con un nimero impar de electrones de valencia por dtomo siempre
serd un conductor.
b) Un cristal con un ntmero par de electrones de valencia por celda primitiva
siempre sera un aislante.
5. 5. Considera un cristal con estructura cibica simple de pardmetro de red @ = 1 A, tres
de cuyos electrones tienen como vectores de onda ky = (1072,0,0) A—1, ko = (1,1,0)
A=Y ky = (m,7/3,0) y k4 = (27,0,0) A=, En la aproximacién de electrones
cuasilibres, ; cuales de ellos son los mas afectados por el potencial periddico en
comparacién con lo que obtendriamos para electrones libres?

5. 6. Considera una red bidimensional en la que los iones ejercen un potencial periédico
débil sobre los electrones de la forma

2 2
U(z,y) = —4U cos <%:c) cos (%y) .

a) Describe los pardametros de la red bidimensional con la periodicidad de este
potencial.

b) Dibuja la red reciproca correspondiente, asi como la primera zona de Brillouin.
¢) Considera un electrén con vector de ondas k = (7/a, 7 /a). {Corresponde al

borde de zona? Su energia, ;se vera afectada por el potencial U? Dibuja este
punto en la red reciproca.

d) Determina los coeficientes de Fourier del potencial.

e) Encuentra los vectores G; de la red reciproca que cumplen

By

eo(k) = 60(/;— Cji) )

donde q(k) = h?k%/(2m), y k = (7/a,7/a). Dibtjalos en la primera zona de
Brillouin.

f) Encuentra la anchura de la banda prohibida de energia en el punto (7/a, 7/a).

5. 7. Considera una red monoatémica hexagonal bidimensional de parametro de red a.

Su red reciproca también es hexagonal, y su pardmetro de red es 47/(av/3), tal
como aparece en la figura.

Y ky

an

a3
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a) Dibuja la primera, segunda y tercera zonas de Brillouin.

Considera que los dtomos ejercen sobre los electrones un potencial débil que viene
dado por la expresion:

U(z,y) = Us {COS l%ﬁ <$+ %)] +cos [%ﬂ <x - %)] e <3L\/y§>}

b) Calcula el gap de energia en el centro de las lados de la primera zona de
Brillouin.

c¢) Calcula el gap de energia en una esquina de la primera zona de Brillouin (basta
con plantear el sistema de tres ecuaciones lineales que conduce al resultado).

5. 8. Una estructura cristalina bidimensional, de red cuadrada y parametro de red a tiene

una base formada por dos atomos idénticos en (0,0) y (5, §)-

a) En la aproximacién de electrones cuasilibres, encuentra los planos de Bragg
para los que no se observara el gap de energia.

b) Comentar si existe alguna relacién entre los ceros del factor de estructura de
la base encontrado en la difraccion de rayos X y el apartado anterior.

c¢) Dibujar las tres primeras zonas de Brillouin, asi como los planos de Bragg para
los que no se observara el gap de energia.

5. 9. Considera un cristal unidimensional con d4tomos espaciados regularmente.

a) Calcula y representa la relacién de dispersién de la primera banda, (k) utilizan-
do la aproximacién de electrones fuertemente ligados. Considera sélo orbitales
s e interaccién con primeros vecinos.

b) Calcula y representa la densidad de estados correspondiente.

5. 10. La primera banda de conduccién de un sélido con estructura cibica se puede des-
cribir, en el contexto de la teoria del electron fuertemente ligado, y considerando
unicamente orbitales de tipo s e interacciéon a primeros vecinos, con una relacién
de dispersion:

E.(k) = Ey— B —5 Y e

donde Ey, 3 y -y son constantes, k es el vector de onda y ]%m es el vector de posicién
del m-vecino més proximo al de referencia, que tendra posicion éo = (0. Teniendo
en cuenta esta expresion, representa Ec(l;) para los puntos y direcciones de simetria
especificados de la zona de Brillouin de un cristal cuyos atomos estén dispuestos

segun:
a) Una red cibica simple (sc). Considerad el camino TRMXT'M de la figura.
b) Una red cibica centrada en caras (fcc). Estudiad el camino I'XWT L.

En los dos casos calcula cuanto vale el ancho de banda, localiza el minimo de la
banda y calcula la masa efectiva alrededor de dicho punto.
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9
|
<

5. 11. Las superficies de energia constante en el silicio son elipsoides cerca del minimo
de la banda de conduccion. Si el eje z se hace coincidir con una de las direcciones
< 001 >, la relacién de dispersion se puede escribir:

2 2

- h h
E — E 2 2 2
(k) 0+ DT (ky + k) + DT k?

donde m; y my; son las masas efectivas transversal y longitudinal, respectivamente.
La simetria del cristal hace que hayan M = 6 elipsoides equivalentes.

a) Demuestra que el nimero de estados por unidad de volumen con energia com-
prendida entre £y E + dF viene dado por:

V2 ——
g(E) = 7T2h3m3/2 E— EO

donde my = M?/3(m?m,;)'/? es una masa efectiva equivalente.
b) Calcula el nimero de estados que existen en el Si entre Ey y Ey + kT, donde
k es la constante de Boltzmann y T=300 K.

DaTos: m; = 0.19 m,, m; = 0.98 m,
SoL: myg = 1.08 My, neg = 2.1 - 101 est/cm?
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Considera una red bidimensional en la que los iones ejercen un potencial
periddico débil sobre los electrones de la forma

U(z,y) = —4U cos (27T—$> cos (27r_y> ’
@ a

Describe los parametros de la red bidimensional con la periodicidad de
este potencial.

Dibuja la red reciproca correspondiente, asi como la primera zona de
Brillouin.

Considera un electrén con vector de ondas k = (r/a, m/a). ;Corre-
sponde al borde de zona? Su energia, ;se vera afectada por el potencial
U? Dibuja este punto en la red reciproca.

Determina los coeficientes de Fourier del potencial.

Encuentra los vectores G; de la red reciproca que cumplen
eo(k) = 50(7—5 = éz) )

donde o(k) = h%k%/(2m), y k = (r/a,7/a). Dibtjalos en la primera
zona de Brillouin.

Encuentra la anchura de la banda prohibida de energia en el punto

(r/a,m/a).

O - O\(L‘ \3 - GO ‘L,/’
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Considera una red monoatomica hexagonal bidimensional de pardmetro
de red a. Su red reciproca también es hexagonal, y su parametro de red es

47 /(a+/3), tal como aparece en la figura.

K-

a) Dibuja la primera, segunda y tercera zonas de Brillouin.

Considera que los 4tomos ejercen sobre los electrones un potencial débil que
viene dado por la expresion:

-l o ) 2 )] o (23

| ode?

¢) Calcula el gap de energia en el centro de las (yfé'é"de la primera zona
de Brillouin.

d) Calcula el gap de energia en una esquina de la primera zona de Brillouin
(basta con plantear el sistema de tres ecuaciones lineales que conduce

al resultado).
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6. 1.

6. 2.

6. 3.

6. METALES

Considera la estadistica de Fermi:

1
f(BET) = 5
e wr +1
a) Prueba que la probabilidad de que un estado con la energia de Fermi esté ocu-
pado es 1/2, independientemente de la temperatura.

b) Determina la recta tangente a f para una energia igual a la de Fermi.

c¢) Prueba que la funcién f, a temperatura constante, tiene un punto de inflexién
para la energia de Fermi.

d) Determina la energia para la cual la recta cortaa f =1y f = 0. Evalua f en
estos puntos y compara el valor con los limites f =1y f = 0.

e) Demuestra que la probabilidad de ocupacién de los estados por debajo del
nivel de Fermi disminuye en la misma medida que aumenta la probabilidad de
ocupacién por encima de esta energia.

f) Teniendo en cuenta los resultados anteriores, aproxima la distribucion de Fermi
para T << Tp por tres tramos rectos de forma adecuada.

g) Utilizando esta aproximacion, estima la fraccién de electrones de un gas de
electrones libres con energia mayor que la de Fermi.

h) Calcula de forma simplificada la contribucién del gas de electrones libres al
calor especifico de los metales.

La aleacion binaria C'uZn sufre cambios estructurales a medida que se aumenta la
concentracion de Zn. La estructura del cobre puro es fcc. Esta fase se mantiene
hasta una cierta concentracién de Zn, a partir de la cual aparece la fase bec.

Para entender esta transformacién conviene calcular el nimero medio n de electro-
nes libres por atomo. A partir de la estructura electréonica del C'u y el Zn se sabe
que el C'u aporta un electréon libre, mientras que el Zn aporta dos. Se encuentra que
a unos 600°C la fase bce comienza a aparecer cuando n = 1.36, y cuando n > 1.50
la fase bee se desestabiliza. Para interpretar estos cambios, determina:

a) El valor de n para que la esfera de Fermi toque la frontera de la primera zona
de Brillouin de un cristal fcc.

b) El valor de n para el que la esfera de Fermi toque la frontera de la primera
zona de Brillouin en un cristal bce.

Comenta tus resultados para explicar el cambio de fase de la aleacién teniendo en
cuenta el modelo de electrones cuasilibres.

Considérense tres hipotéticos sélidos bidimensionales con concentraciones electréni-
cas ny = 1.30 x 10" ecm™2, ny = 1.20 x 10'® cm™2 y ng = 2.49 x 10 cm™2. Su
estructura cristalina es una red rectangular de pardmetros a = 0.625 nm y b = a/2.
Suponiendo que las superficies de Fermi son circulares:

a) Dibuja la red reciproca y las dos primeras zonas de Brillouin.

b) Calcula el radio del circulo de Fermi y dibujarlo sobre las zonas de Brillouin.

b) Discute si cada uno de estos sélidos es conductor o aislante, y si conducird por
electrones, huecos o por ambos tipos de portadores.
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6. 4.

6. 5.

6. 6.

Metales

Para estudiar las propiedades del cobre se le aplica una presion hidrostatica, de
forma que el material se comprime.

a) Encuentra la variacion de la energia de Fermi con el volumen del cristal.

b) Determina el médulo de compresibilidad del gas de electrones de conduccién
del cobre cuando la temperatura tiende al cero absoluto.

c¢) Sabiendo que el médulo de compresibilidad del cobre, medido experimental-
mente, vale 134 GG Pa, discute la importancia de la contribucién de los electrones
libres.

DATOS: peso atémico 63.5 g/mol, densidad 8.9x10%kg/m3.

Un gas bidimensional de electrones es un gas de electrones libres de moverse en
un plano, pero fuertemente confinados en la direccién perpendicular a él. Este tipo
de comportamiento se encuentra habitualmente en transistores y pozos cuanticos.
Considera un gas bidimensional de electrones que se encuentra confinado en un
plano de espesor d por un potencial infinito en la superficie del plano y 0 en su
interior.

a) Calcula los niveles de energia del gas de electrones incluyendo el efecto del
confinamiento cuantico.

b) Dibuja un esquema de la estructura de bandas resultante. Para ello considera
d = 20 A y calcula la energfa de las tres primeras subbandas en centro de
zona. Determina ademas la energia de la primera subbanda en borde de zona,
teniendo en cuenta que la periodicidad de la red bidimensional estéd descrita
por una red cuadrada con pardmetro de red a = 4 A.

c) Obtén la densidad de estados del gas bidimensional de electrones.

d) Determina la densidad de electrones necesaria para que la segunda subbanda
empieze a llenarse a 7' = 0.

e) ;Cudnto valdra la energia media por electrén si el material tiene la densidad
de electrones del apartado anterior?

En ciertos materiales con dimensiones del orden del nanémetro, como nanotubos
de carbono, hilos cuanticos o nanocolumnas semiconductoras, los electrones son
libres de moverse en una direccion, pero se encuentran fuertemente confinados en
la direccion radial. Podemos asimilar el comportamiento de estos electrones al de
un gas de unidimensional de electrones libres de moverse a lo largo del eje z y cuya

energia viene dada por:
nk?
E.(k) =

o tén,

donde n es un entero y ¢, representa la energia del n—ésimo nivel.

a) En un modelo sencillo, en el que el gas de electrones esta confinado en una caja
de paredes infinitas, los niveles de energia ¢, vienen dados por:

2_2
:%(n%né),

donde L es la dimensién de la caja. Se considera que el gas de electrones
esta confinado cuando la separacién entre niveles es superior a la energia térmi-
ca. Estima el tamano de la caja para que el gas de electrones esté confinado

€n
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6.

6.

6. 7.

6. 8.

6. 9.

10.

11.

aT =42 K (temperatura del helio liquido), T=77 K (nitrégeno liquido) y a
T=300 K (temperatura ambiente).

b) Determina la energfa de los dos primeros niveles de energfa si L = 50 A.

c¢) Calcula la densidad de estados por unidad de energia del gas de electrones
unidimensional.

d) Se estudia un nanotubo con una concentracién electrénica de 107 cm™1. § Dénde
esta situado el nivel de Fermi a 4.2 K7

e) ;Cudl serd la contribucién electrénica al calor especifico de una nanoestructura
en las condiciones del apartado anterior?

El aluminio es un metal trivalente cuyos electrones de valencia pueden describirse
mediante el modelo de gas de electrones libres. La densidad del aluminio es de 2700
kg/m?, su peso atémico 27 y su temperatura de Debye 428 K. Encuentra:

a) La densidad de electrones libres.
b) La temperatura de Fermi.

c) El cociente entre la capacidad calorifica fonénica y la capacidad calorifica
electronica a T'=1 K, 4.2 K, 77 K, 300 K y 933 K (temperatura de fusion).

Determina en un modelo de electrones libres el recorrido libre medio de los electrones
de conduccién en una muestra de Cu cuyo tiempo de relajacién es 7 = 1072 s. El
parametro de la celda (centrada en caras) es a = 3.61 A.

Se considera una muestra de C'u que se ha impurificado de manera controlada con
un 0.2% de dtomos de Ag. A una temperatura lo suficientemente baja para que
la contribucién de las vibraciones sea despreciable, la resistividad de la muestra es
2 x 10719 Q - m. Suponiendo que los electrones se comportan como libres, calcula
la seccién eficaz de difusion de los electrones por las impurezas de Ag.

La energia de Fermi del Cu es de Fp =7 eV

Se aplica un campo magnético B sobre una muestra metéalica cuyo tiempo de re-
lajacién es 7 = 3 x 1071 5. Determina el valor del campo para que el electrén
describa una érbita completa, en la aproximacion de los electrones libres.

Las propiedades de transporte de una muestra se ven afectadas por su tamano
cuando éste es lo suficientemente pequeno para ser comparable al recorrido libre
medio de los electrones. Considera una muestra metalica de longitud L y de secciéon
transversal d* (con d << L). La densidad de electrones de conduccién es n y
el camino libre medio, debido a las impurezas, A. Utilizando el mode de Drude,
realiza un céalculo aproximado de la dependencia de las siguientes magnitudes con
la dimensién transversal de la muestra:

a) El camino libre medio electrénico I(d) .
b) La resistividad eléctrica p(d).

c¢) La resistencia eléctrica R(d).
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En ciertos materiales con dimensiones del orden del nanémetro, como
nanotubos de carbono, hilos cuanticos o nanocolumnas semiconductoras, los
electrones son libres de moverse en una direccion, pero se encuentran fuerte-
mente confinados en la direccion radial. Podemos asimilar el comportamiento
de estos electrones al de un gas de unidimensional de electrones libres de mo-
verse a lo largo del eje z y cuya energia viene dada por:

R2E2
- 2m

E,. (k) +en ,

donde n es un entero y €, representa la energia del n—ésimo nivel.

a) En un modelo sencillo, en el que el gas de electrones esté confinado en
una caja de paredes infinitas, los niveles de energia ¢, vienen dados
por: ,
h°m?

= omL? (n% +n§) 2

donde L es la dimensién de la caja. Se considera que el gas de electrones

esta confinado cuando la separacion entre niveles es superior a la energia

térmica. Estima el tamano de la caja para que el gas de electrones

esté confinado a T' = 4.2 K (temperatura del helio liquido), T=77 K

(nitrégeno liquido) y a T=300 K (temperatura ambiente).

€n

b) Determina la energia de los dos primeros niveles de energfa si L = 50 A.

c¢) Calcula la densidad de energia del gas de electrones unidimensional.

S-lob
d) Se estudia un nanotubo con una concentracién electrénica de 107 cm ™.

i, Dénde esté situado el nivel de Fermi a 4.2 K?

e) (Cuédl serd la contribucién electrénica al calor especifico de una na-
noestructura en las condiciones del apartado anterior?
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7. 1.

7. 2.

7. 3.

7. 4.

Semiconductores

7. SEMICONDUCTORES

La estructura del Si es del tipo diamante, con pardmetro de red a = 5.43 A.

a) Calcula la densidad de atomos de Si por cm?.

b) Se dopa un cristal de Si con dtomos de P con una concentracién de Ny =
10*® em?. Suponiendo que todos los d4tomos de P substituyen a dtomos de Si,
i, qué proporcion de atomos de S7 han sido substituidos? ; Cual es la distancia
media entre &tomos de P? Compara esta distancia con el radio de Bohr asociado

a la impureza hidrogenoide. Repite el cdlculo para N; = 10*° em?3.

DATOS: € = 11.7¢y, m; = 0.3me..
SoL: a) 5-10%2 ¢m 3, b) Uno cada 5 millones, 500 A; Uno cada 50, 10 A; ap ~ 20 A

El antimoniuro de indio (InSb) tiene una banda de energfa prohibida E,=0.17 eV a
una temperatura de 300 K, una permitividad dieléctrica relativa de 18 y una masa
efectiva electrénica m? = 0.015 m,. Calcula:

a) La energia de ionizacién de las impurezas dadoras.
b) El radio de la érbita del estado fundamental de dichas impurezas.

¢) Determinar la concentraciéon minima a la que las funciones de onda de los
electrones en estas impurezas comenzaran a solaparse (transiciéon de Mott).

Las masas efectivas para electrones y huecos de un semiconductor intrinseco son,
respectivamente, de m, = 0.2 mg y m, = 2 mgy. Si la banda prohibida es de 2
eV a temperatura ambiente y el coeficiente de temperatura de la misma es de

—5-107* eV/K:

a) Determinese la posicién del nivel de Fermi y la concentracién de electrones y
huecos a 1000 K

b) ;A qué temperatura alcanzard el nivel de Fermi la banda de conduccién?

Este problema aborda la conductividad de un substrato de GaAs preparado bajo
diferentes condiciones. En una aplicacion particular se desearia que el substrato
fuese aislante.

a) Supén que el semiconductor se pudiese preparar puro, sin ninguin tipo de im-
purezas. § Cual seria su resistividad a 300 K?

b) En la prictica es imposible prepararlo con menos de 10 impurezas por cm?.

Asume que las impurezas son dadoras e hidrogenoides. ; Cudnto vale la energia
de enlace de un electréon de la impureza? ; Cémo se compara este valor con
kT?

c¢) ¢ Dénde estd el nivel de Fermi del material mas puro que se puede preparar en

la préactica? ; Cuédnto vale su resistividad?

d) Elsubstrato se dopa deliberadamente con Cr, con una concentracién de 1017 em=3.

Cada atomo de Cr introducido aporta un electrén al cristal. Los atomos de Cr
dan lugar a un nivel profundo, doblemente degenerado, situado 0.7 eV por
debajo de la banda de conduccion. Razona, a partir de la ecuacion de conser-
vacion de la carga, que el nivel de Fermi se ha de situar muy cerca del nivel
profundo. En ese caso, | cuanto vale la resistividad a 300 K?
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7. 5.

7.6.

7. 7.

7. 8.

DATos:
E, = 14 eV, m:=0.07, m;=0.5, g, = 8500 cm?V ~"ts~1 p; = 400 ecm?V~1s7h
€ = 1360.

En una experiencia se midio la variacion de la conductividad del InAs al introducir
diferentes concentraciones de impurezas aceptoras hidrogenoides. La banda prohi-
bida del InAs es de 0.33 eV. La movilidad de electrones y huecos es de 33000 y
460 cm?/V s, respectivamente, mientras que las masas efectivas tienen un valor de
m; = 0.02 my y mj = 0.41 my.

a) Calcula la conductividad a temperatura ambiente cuando N, = 0 (intrinseco),
N, =25-10"% em™3 y N, = 10! em™3. ; Cémo explicas la variacién de la
conductividad con la concentracion de impurezas?

b) Demuestra que en general la conductividad presenta un minimo para una con-
centracién de huecos determinada. Calcula el valor minimo de la conductividad
en funcién de la conductividad intrinseca.

Una muestra de germanio tiene los siguientes valores de resistencia eléctrica a las
temperaturas que se indican:

T(K) 310 321 339 360 383 405 434
R(©) 13,5 9.10 4.95 241 122 0.74 0.37

a) Teniendo en cuenta que la densidad del germanio es 4.4x10* 4tomos/cm?,
calcula la anchura de la banda de energia prohibida.

b) Se anade una concentracién de 0.0001 % de atomos de As. Sabiendo que la
masa efectiva electronica vale 0.73 y la de huecos 0.16, jen qué régimen se
encuentra el semiconductor a 300 K, extrinseco o intrinseco?

Un equipo electréonico contiene componentes con uniones p-n con una concentracion
de 10 cm™2 de impurezas dadoras en la regién n y la misma concentracién de
impurezas aceptoras en la zona p. El gap del semiconductor vale 0.7 eV, y las masas
efectivas de electrones y huecos son iguales a 0.3 m.. Si la energia de ionizacion de
las impurezas vale 0.01 eV, determina si serd necesario refrigerar el equipo.

Tenemos un diodo de unién pn, de Si, con una seccién transversal de 107* em? y

las siguientes propiedades a 300 K:

Region n Regién p
Ny;=10"em™ | N, =5-10" em™3
7 =10""s T, =106 s

= 850 ecm?/V's | p, = 1250 cm?/V's
tp =320 cm?/Vs | p, =420 cm?*/V's

a) Haz un esquema del diagrama de bandas de la unién en equilibrio, calculando en
particular el potencial de barrera y la distancia del nivel de Fermi con respecto a las
bandas de valencia y conduccién. b) Calcula la anchura de la zona desierta de carga.
¢) ;, Cudnto vale la corriente que atraviesa el diodo si aplicamos una diferencia de
potencial directa de 0.5 V?

DATOS: Ey = 1.12 eV, m?;=1.08, my,=0.56, €¢,=11.8.
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Semiconductores

7.9. A través de una unién p-n actuando como rectificador pasa una corriente de 10
1A cuando se polariza en modo inverso. ;Qué corriente pasaria si se polarizara en
modo directo con una tensién de 0.25 V? Supén T = 300 K.
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8. DIELECTRICOS

8. 1. La figura muestra el indice de refraccion del NaCl en la regién espectral del infra-
rrojo. Los datos mostrados pueden modelizarse de forma aproximada suponiendo
que la resonancia es debida a las vibraciones del complejo i6nico Na™ Cl~. Si los
pesos atomicos del sodio y cloro son 23 y 35.5 respectivamente, utiliza los datos de
la gréfica para estimar el valor de:

8. 3.

g : : :
iy NaCl
- 6. -
5
2
5 4.. r
v
&
e 2f

0 L/’— .

0 5 10 15 20

Frequency (10'2 Hz)

La constante dieléctrica estatica del NaCl.

b) La frecuencia natural de oscilacién de la molécula de NaCl.
c¢) La fuerza recuperadora del oscilador por unidad de longitud (es decir, la cons-
tante del muelle equivalente).
d) La densidad de moléculas de NaCl por unidad de volumen.
e) La constante de amortiguamiento de las oscilaciones.
f) El coeficiente de absorcién méximo.
8. 2. Argumenta en cuales de los siguientes sélidos esperarias una fuerte absorcion infra-
rroja:
a) hielo
b) germanio
c¢) argon solido a 4 K
d) ZnSe
e) SiC
a) Demuestra que la reflectividad de un cristal con un cierto caracter polar cuyos
iones oscilan con amortiguamiento despreciable es cero para la frecuencia:
e(0) —1
g(o00) — 170
b) Comprueba que la ecuacién anterior se puede reescribir como:

=14+ —°8
w +€(OO)_1WLO
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Dieléctricos

c¢) Utilizando la ecuacién anterior y valorando los 6rdenes de magnitud a partir de

los datos del InAs, demuestra que en los semiconductores polares la frecuencia
del fonén longitudinal 6ptico se puede aproximar por la frecuencia donde la
reflectividad se anula.

DaATOs InAs: £(0)) = 15.1, wro = 219 em™, wro = 243 em™!

8. 4. La figura muestra la reflectividad infrarroja medida para un cristal de AlSbh. Utiliza
estos datos para estimar:

]‘ﬂ =T r .1 » L B |

=
oQ

+

=
e

Reflectivity

0.0 ————t——tt—t——t—
16 20 24 28 32 36 40

Wavelength {tm)

a) La frecuencia de los fonones LO y TO en el centro de la zona de Brillouin.

b) Las constantes dieléctricas de baja y alta frecuencia.

;Son los resultados experimentales consistentes con las relaciones de Lyddane-
Sachs-Teller?

8. 5. Las constantes dieléctricas estatica y de alta frecuencia del InP valen 12.5 y 9.6
respectivamente, y la frecuencia del fonén TO es de 9.2 T'H z. Calcula el vector de
ondas de un modo polariténico con una frecuencia de 8 T'H z.

8. 6. En un semiconductor la frecuencia de plasma se puede acercar a la de las vibraciones
opticas dopando el semiconductor con una concentracion adecuada de impurezas.

a)

Demuestra que la constante dieléctrica en el rango espectral en el que contri-
buyen tanto las oscilaciones de plasma como las vibraciones épticas se puede
escribir como:

2
c=¢ 1 + W%O B W%O _ (.Up
> wro —w? —iwl  w(w + 1Y)

donde w? = ne*/(eoem;) es la frecuencia de plasma.

Determina la concentracién de electrones libres necesarios para la que la fre-
cuencia de plasma de un cristal de GaAs dopado n coincida con la del fonén
longitudinal 6ptico, que se encuentra a 297 cm~!. Ten en cuenta que la masa
efectiva electrénica del GaAs es 0.067 m., y que £,, =10.9.

Como consecuencia de la interaccion entre entre las vibraciones longitudinales y
la oscilacién del colectivo de electrones libres (acoplamiento fonén-plasmén), la
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8.

8. 7.

8. 8.

8. 9.

10.

constante dieléctrica se anula a frecuencias diferentes a la del fonén longitudinal
6ptico. Encuentra dichas frecuencias en el limite en el que I' = 0y v — 0y
represéntalas graficamente en funcién de la frecuencia de plasma.

DATOS: wro = 273 cm ™.

La ionosfera refleja las ondas de radio con frecuencias menores de 3 M Hz, pero
transmite ondas de mayor frecuencia. Estima la densidad de electrones libres en la
ionosfera.

El cesio metal es transparente a la radiacién electromagnética de longitud de onda
por debajo de 440 nm. Calcula el valor de la masa efectiva del electrén en el C's
sabiendo que su valencia es 1 y su densidad 0.91x10%® m~3.

Estimar la penetraciéon de las ondas de radio de 200 kH z en el agua de mar, que
tiene una conductividad de unos 4 Q~'m~!. Discute las dificultades que aparecen
al intentar comunicar con un submarino sumergido utilizando radiofrecuencias.

En el contexto de la teoria de la variable compleja, el indice de refraccion complejo,
n = n + ik, tiene propiedades analiticas similares a la constante dieléctrica. Por
tanto, el indice de refraccién n y el coeficiente de extincién s son mutuamente
dependientes a través de una relacion del tipo Kramers-Kronig:

1 e k()

=1+- d§2
n(w) +7Tp o —w
1 o n()-1

= —— ————dN
SORE e

donde p denota la parte principal de la integral.

a) Demuestra, integrando por partes, que la contribucién al indice de refraccién
de los procesos de absorcion esta relacionada con los cambios en la pendiente
del coeficiente de absorcién a a través de la expresion:

B c © Q4+ w|da()
) = 14 5o [T g a0

b) Suponemos que tenemos un proceso de absorcién cuyo coeficiente de absorcién
se puede modelizar con una funcién escalén de altura oy = 4000 em ™!, teniendo
lugar el escalén a 800 nm. Calcula An = ng — ny,, donde ng y n, representan,
respectivamente, el indice de refraccion a frecuencias mucho mas bajas y mucho
mas altas que la frecuencia a la que ocurre el escalon.
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Las constantes dieléctricas estdtica y de alta frecuencia del NaCl valen
€(0) = 5.9 y e(oc) = 2.25 respectivamente, mientras que la frecuencia del
modo TQ es de 4.9 THz.

a) Calcula el limite superior e inferior de la banda de frecuencias en la que
no puede propagarse la radiacién infrarroja en el interior del material.

b) Calcula el valor de la constante dieléctrica a una longitud de onda de
20 pm, teniendo en cuenta un factor de amortiguamiento de 1012 1.

¢) Calcula la reflectividad a 50 um.

d) Calcula el coeficiente de absorcién a 50 pm y la longitud de absorcién
asociada.
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Las constantes dieléctricas estatica y de alta frecuencia del NaCl valen
€(0) = 5.9 y €(00) = 2.25 respectivamente, mientras que la frecuencia del

modo 70 es de 4.9 THz.

a) Calcula el limite superior e inferior de la banda de frecuencias en la que
no puede propagarse la radiacién infrarroja en el interior del material.

b) Calcula el valor de la constante dieléctrica a una longitud de onda de
50 um, teniendo en cuenta un factor de amortiguamiento de 10'% s

c) Calcula la reflectividad a 50 um.

d) Calcula el coeficiente de absorcién a 50 um y la longitud de absorcién

asociada.
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