Mecanica lagrangiana.

1. Coordenadas
generalizadas.

Espacio de configurat:ién

2. Fuerza generalizada.

Campo gravitatorio constante.

Equifibrio: Principio de
d'Alambert

3. Ecuacion de Lagrange.

Ligaduras diferenciables.
Ligaduras holdénomas.

Ecuacién de Lagrange con
ligaduras.

Gradob de libertad.
4. Funcidén de Lagrange.
Potencial {fuerzas no

dependientes de la velocidad)

Potencial {fuerzas
dependientes de la velocidad)

L agrangiana

Ecuacion de Euler-Lagrange

Conjunto de n informaciones independientes, ¢, ¢»..., ¢, que describen
completamente Ia configuracion de un sistema mecénico. Las coordenadas de
cualquier punto del sistema deben obtenerse de forma univoca a partir de las

coordenadas generalizadas: 7, =7, (,/).
&, oF

& &

Se cumple la relacién: —%£=-—-£
dq, o,

Es el espacio formado por el conjunto de posibies posiciones de un sistema
mecanico, es decir, es el conjunto de posibles valores de ¢ .

Trabajos virtuales e

oW = Zi:lQI (qsq;t) 5{}1 A _.!"'4:" {, o ( j
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Es el nimero de coordenadas generalizadas menos el nimero de ligaduras
holénomas.
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5. Particula en campo
electromagnético.

Fuerza de Lorentz.

Potenciales electromagnéticos
escalar y vector.

Campos eléctrico y magnético
constantes.

6. Fuerzas de friccion.
Funcion de Rayleigh

Ecuacidn de Lagrange con
fuerzas de friccion

7. El principio de Hamilton,

Ligaduras holdnomas (bis)

8. integrales primeras.

Momento candnico

Coordenada ciclica

9. Energia.

Conservacién de la energia

La interaccion electromagnética es una de las interacciones basicas de la

naturaleza. La fuerza y el potencial dependen de la velocidad.

ﬁ’zq[f+%ﬁxg]

Son fuerzas proporcionales a la velocidad 7 = —k+

F=-N5%.
d [ oL{di.1) ﬁaL(@’,é,f)+85’(§,t)_0 -
a| " ag, n o

La trayectloria descrita por el sistema parairde g, en £,

a ¢, en f,, es aquel camino para el cual fa integral de

accion tiene un valor estacionario frente a variaciones
infinitesimales del camino de integracién:

58 = é‘be(@',é,t)dt -0

i

i3

Un sistema descrito por L(cj,(?,t) con una ligadura holénoma ¢5((}):cz‘e,

puedo describirlo mediante L'(é,&,t):L(Ej,&,t)+ﬂ¢(c}) junto con Ia
condicion de ligadura.

Decimos que la cantidad F(é,é) es una integral primera si se cumple gue
F ((j,(j) =cle ddnde el valor de cfe sdlo depende de la trayectoria escogida.

También decimos que # (q,c}') es una cantidad conservada.

p *—'_a£
"o,
Decimos que una coordenada ¢ es ciclica si el lagrangiano no depende de
ella, pero side g .
Ef momento candnico conjugado de una coordenada ciclica es conservado

ol oL
—=0 = —=cle
Oy og

"Z——q;

aq,
Si 7, =F,(g)entonces E=T+V

Si el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo entonces la energla

es una cantidad conservada.
La conservacidn de la energia esta asociada a la invariancia bajo

trasiaciones temporales.



10. Simeftrias.

Teorema-de Noether |

11. Traslaciones.

Conservacion del
momento cinematico.

12. Rotaciones,

Conservacion del

momento angular,

Decimos que una transformacién § — O=0({f)es una simetria si
£(0(a),6(3.4).1) = 1(7.31)

En este caso decimos que el lagrangiano es invariante bajo la simetria.
Consideremos un sistema descrito por la lagrangiana L((},fy,t) tal que es

invariante bajo una transformacion § > O0*(§) donde s es un parédmetro
real, continuo y tal que cuando tomamos s=0 la transformacién es la

identidad, es decir 0°(§) =g, entonces la cantidad
aL(d ., .
23, (ds @ (q)]

es constante a lo largo de una trayectoria. Es, por lo tanto, una cantidad
conservada o, también, una integral primera.

5=0

Consideramos dos sistemas de referencia, @ y @, con los ejes paralelos
pero desplazado uno de! otro una distancia -s segtin una direccion 4. Si O
describe un punto de nuestro sistema fisico por 7, para &’ este punto esta
en:

FoF=r+sn-

Decimos que O y O’ estan conectados por una traslacion.

Si un sistema es invariante bajo traslaciones a o largo de un eje 7
P> F=F s a=1.,N

entonces la proyeccion del momento cinematico total segin la direccion # es
una cantidad conservada a lo largo de la frayectoria:

Z oL (Zfd—Q,.’ ({;’)) = Zama v, .A=Ph=cte
s

! aq'i 5=0

Consideramos dos sistemas de referencia, @ y O, con el mismo origen de
referencia pero con sus ejes rotados un angulo & segin un eje A.Si O
describe un punto de nuestro sistema fisico por 7, para @’ este punto estara
en: .

FoF =Fc036ﬁﬁx?sinﬁ-&(l—cosﬁ)(ﬁ.?)ﬁ

Si la rotacion es infinitesimal, f=¢, entonces tengo

F—= FP=F-gixr — §= (cS'U+££,.j.k ﬁ,{_)rj

8i un sistema es invariante bajo rotaciones a lo largo de un eje #:
= L 4 N 3 -

E, = F,=F, — g XTI, a=1.,N

entonces fa proyeccion del momento angular total segun la direccion 5 es
una cantidad conservada a lo largo de la trayectoria: :

Z;%(igj (Ej)) = Z (m, ¥, %P )i=-Lii=cte
Qi 5=0 “

ds



13. Potencial central Consideramos dos particulas que interaccionan a través de un potencial
central

PR W - - SN I - N 7 | =
L(il,rz,n,rz)—zmlrl it V(Ii2 f]l)

Coordenadas decentrode . o7y Fy I
masas &= A== r
m, + i, M
o e < m
F=FE-F =R+—LF
M =m, +m,
m,
m, +m,

Lagrangiano en coordenadas

centro de masas 7 ot A jr) Ly (ﬁ’j{)“%f(?’#)

) -
r( ) Tur? D

Movimiento del centro de  La cantidad conservada es el momento total

masas - p . mifi + mz?l =MR
El movimiento del cm es libre.
Coordenadas esféricas . /_xz +-—y2 +Z_2-- % =rsinOcos
¢ =ar Y —rain Bl
= arctan— y=rsindsing
X

& = arctan z=rcos@

Lagrangiano en 1 (7 2\ = T(F 3}~V (r) =L u{i* +r* 6 + 1> Fsin* )V {»
coordenadas esféricas ’( ’ ) ( : ) ( ) zﬂ( ¢ ) ( )
Movimiento relative  Las cantidades conservadas son el momento angular y fa energia.

Como [ =Fx ﬁzaé el movimiento debe ser en un plano. Escogemos e
plano OXY (&=1/2). Nos quedan, como cantidades conservadas:

[ = (O, 0,1) = (0,0,;:1‘2 ¢5)

12
E=1 V
y(r b )+ {r)
Ecuaciones de las trayectorias et = Ir dr
b \/%(E—Z:;—V(r))
I}
¢—¢G = df—"—z—



Relatividad especial.

1. Principio de
relatividad.

Consecuencia

Principio de
relatividad
de Einstein

¢ es un factor de
conversion
entre tiempo y
distancia

Velocidad
adimensional y
factor de Lorentz

Diagrama de
espacio-tiempo

Dilatacién temporal

Contraccion
espacial

Intervalo invariante

Las leyes fisicas y las constantes fisicas fundamentales son las mismas para todos los
sistemas de referencia no acelerados.

No se puede determinar el movimiento absoluto.

La velocidad de la luz es una constante flsica fundamental que corresponde a la velocidad
maxima de transmisién de informacion, por lo tanto, es la misma para todos los
observadores.

Un tiempo de 1.m es aproximadamente 3.3 ns.

c=299 792 458 m s~

Un segundo es la duracion de 9 192 631 770 periocdos de la radiacion correspondlente ala
transicion entre los dos niveles hiperiinos del estado fundamental del **Cs (patrén
establecido en el afio 1967). El metro es la distancia recorrida por la luz en el vaclo en
1/299792458 s {patrén establecido en el afio 1983).

1
Jl-ﬂ2

Es un grafico con ¢f de ordenada y x de abcisa.

Un suceso es un punto del diagrama de espacio-tiempo.

La trayecioria de un objeto en el diagrama de espacio-tiempo recibe el nombre de linea del
tiniverso.

0<p<l 1<y

v
ﬂ:-—- 7/:
[

Dos sucesos que en el sistema de referencia S ocurren en el mismo lugar, en un intervalo
de tiempo de A, en el sistema de referencia §', que se mueve a una velocidad v respecto
de S, se observan con un intervalo de tiempo Ar'=y At.

Una distancia que en el sistema de referencia S mide AZ, en el sistema de referencia §', que

se mueve a una velocidad v respecto de S, mide AL’=A¢/y. Debemos hacer notar que aqui el
concepto de distancia implica medir en puntos simultdneos tanto para § como para S'.

s

ct cit
- ' 19 R
o Hl - 5 vT H
P . g X e x/
P
¢ .
Y
As? = A2 — AF? 7

As*>0 intervalo de género tiempo. Tiempo propio: Az = +/As?

As?<0 intervalo de género espacio. Distancia propia: Al = v —As*
As*=0 intervalo de género luz o nulo.

R ¢

_ gt —_— r=¢t

absoltamente

separades separados

enel [presente

enel

presente




2. Espacio de
Minkowski

4-yector posicién

Transformacion de
Lorentz

4-velocidad

4-momento

Energla y velocidad

Suma de
velocidades

3. Conservacion
del
cuadrimomento.

Colisicnes
produccion y
desintegracion de
particulas

Colision Compton

4. Efecto Doppler

Ley de Hubble

Espacio de 3+1 dimensiones definido por la métrica;

10 0 0
010 0
= ,2(5?1
&= 0 -1 o] &%
00 0 -

Ei producto escalar es a-b=a"g b’ =a b* =a’b" —a'p' —a’b? - &°b® Llamamos vector
v u

contravariante a a” = (a",a‘) y vector covariantea a, = g ,a" = (a“,wa') .
x= (502,275 ) = (ct,xl,xz,xa)

L RIS g9

y -vp 00
t _}(ﬂ e 0 0
A(pY =
(ﬂ) v 0 0 1 0
0 0 01
ax”
o =(ye,yd w'u, =c*
u'=——=(rer¥) !

Ho_ Mo o H w22
P’ =mu" =(yme,y mv) p'p, =nc

I N
E

En todo proceso fisico de un sistema aislado, la suma de todos los 4-momentos del estado
inicial es igual a la suma de todos los 4-momentos del estado final. Esta ley incluye la
conservacion de la energla y del momento.

2P =P
i 7
Proceso 4 — 1+2 con tri-momentos p, =0, p,=p,=p
Al (Mz,mf’, mf)

p= Y, ; A(Mz,mf,m;’) =M+l +my -2 M m] 2 M m - 2mim]

.n\
—Lﬁlz—i—(l—cosﬂ) o

q g mec q

1+z=%:y(l+ﬁcos¢9)

Para objetos alejandose radialmente: corrimiento al rojo. 1+z = —'3”— = 1+p
b N1=-p

. . . . A 1-p

Para objetos acercandose radialmente: corrimiento al azul. 14z = Z = 1—+[§

v=Hd; H=24+02x10"%s"




Dinamica relativista.

1. Mecéanica lagrangiana
relativista libre.

Accién y lagrangiano fibre

Momento conjugado

Energla

2. Lagrangiano con
interaccién

Ecuacicnes de
movimiento

3. Particula en campo
electromagnético.

Ecuacién de movimiento

Energla

4. Campo eléctrico
constante

5. Campo magnético
constante
y frecuencia de sincrotén.

ds =-mc*dr=L,dt

.o,

vy

E=p-v—Ly=myc’ m\/m204+p202

dS = —mc*dr —Vdr = (L, ~V)dr = Lds

=myv

dr' _d(o7) o
e d\ar' ) 8

ds =-mc*dr —guﬂA"dr
¢

ﬂ=q(5+ix:§)
[

dt
E=mcy+ quﬁ(i',t)
& =(&,0,0)

Limite no relativista.
Movimiento uniformemente acelerado.
Tiempos pequefics 0 campos débiles:
2
e y=d81
q& 2m

Limite ultra-relativista.
Tiende al movimiento uniforme.
Tiempos grandes o0 campos fueries;

IH_C'
g&
B =(8,0,0)

i> x—cet

Movimiento circular:
¥ = R{cos ef,sin at,0)

Limite no relativista:
w3z
mo

Limite ultra-relativista:
wlk—>c¢

con 4= (¢,}i

2
L(:‘é,ﬁ,r) = «-mcﬁi ’1 Hz—z Hq[gi(f,t)H%.E( ;

=2
’ v

L= —me* 1 =
c

S

el 1

p =yt
d

wl/eT
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3
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+ 4 i
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qBR/me?



Mecanica hamiltoniana.

1. Transformaciones
de Legendre.

Propiedades

2. Hamiltoniana

Ecuaciones de
Hamiiton

Potencial central

Potencial central,
coordenadas esféricas

Diagrama de fases
péndulo

3. Transformaciones
canodnicas.

Ejemplos

La transformada de Legendre de f{x), al menos C* y tal que &fx)d*#0, se define

como: (£ f(x))= x%—f(x) =xu—f=g(u)=Lf(u) dondeu =—

. (L’f(x)) =g(u) - ([L’g(u)) = f(x)
&fdg |
dx* di’
H(g,p,0)=(£L(6:4.)) = 4o~ (4. 4.1)
_a
8,
o
4= api
_oH
oq,

F 2

b=

B Byt it B s
Hﬁ2mi+2m2+V(l}' A)) A +V (7)

= . - - -
P=p+p, P= A_/f'(md’z _mzpl)
p, = i
Po =170
Py = prigsin® &

2
H =~%9~+(1—c059)

s £ < 0 prohibido
o £=0— 60, p;~0

2
H, :'I—(Prz +p—f+—“~“"
2u r

af

Punto hiperbdlico

¢ 0 < E <2 — Movimiento oscilatorio

|61< G Bysx = arcCOS(1 - E)
¢ E=2- |04,
s E>2 — Movimiento de rotacién

gmm( = ﬂ

$—— Separatriz

4 posibles funciones generatrices de una transformacion canonica

oF oF

-F;(Q:st) :a_q[ P:'“"é"'Q'l' 5 ];'3
oF. oF,

F,(q,P,t) p=6—; === 3 K

Cambio de g's porp's  F, (Q,c}) =q,0, -

Transformacién identidad (f’,g";) =q, F,

._.%

Puntoeliptico
OF, oF.
ks :I =—— e
(r0.1) == 50
OF, oF,
:P)f =4 e
(p ) 1 ap ¢ or
B=-g, O=p,
P=p, Q=g



4. Corchetes de
Poisson,

Propiedades

Corchetes de Poisson
fundamentales

Evolucion temporal

Corchete con una
qop

5. Teorema de
Liouville

Corolario.

6.Transforimaciones
canénicas
infinitesimales.

Transformacion.

7. Cantidades
conservadas.

Traslaciéon temporal.
Evolucion temporal.

Traslacion espacial.

Rotacién

of o of @
{ £, g}= ) 0g 9 %%
9q, dp; Op, Og;
E! corchete de Poisson es un invariante canénico.,

{/.8}=-{g.1}
AL+t gy = A s g1+ 2 frn 8}

Si{f,g}=0 paratodo f entonces g es constante

{1.eh}={r.g}h+g{f. 1}
{qlapj}=“{p1:q1}:5ij: {qi:gj}:{) ) {pj,pj}:o

ar Ea
E—{f’H}Jr ot

_9 LY
{‘?faf}" ap, {pnf} aq,

Sea una transformacion candnica (é, f)) - (Q,f’)que transforma una regién R del

espacic de fases en la representacién (g’, ;3) en una region S en la representacion

(Q,ﬁ), se cumple que: P T p

Ty = [[{dgdp, =T, = [[[dQ,ar G“Q&.p)—»ca.m %
r i & i

q Q

Dado que la evelucion temporal de los sistemas fisicos puede entenderse como una
transformacion candnica, cualquier regién del espacio de fases evolucionara
conservando su volumen total.

La funcién generalriz de una transformacion candnica infinitesimal, G(r}',ﬁ), se
define por F, = §P+3G(c}',f})+(9(£2)

8q,={q,G}e

op, = {pj,G}&‘

Sea G(c}, 13) la funcién generatriz de una transformacion canénica infinitesimal. Si

{G,H}=0entonces G(G,p) es una cantidad conservada a lo largo de las
trayectorias fisicas.

bq, = {qi,H}dt

Como{H,H}=0,la energla se conserva.
op, :{p,.,H}dt

F, =GP+ H(§,p)dt —>{

Fy=y P.(%+d)=Y P.X +Y p e

Si {Za Do H } = {) entonces elmomento total se conserva.
k=Y PR3, =3 B3 +> (%,xp,)As

Si {Zg(fa X P, )H } ={) entonces el momento angular total se conserva




Teoria de Hamilton-Jacobi y variables angulo-accion.

1. Ec. diferencial
ce Hamilton-
Jacobi. Funcion
principal de
Hamilton.

Ecuacién
movimiento

Momento

2. Ec.
caracteristica de
Hamilton. Funcién
caracteristica de
Hamilton

Ecuacion de
movimiento

Momento

Ejemplo
3. Variables

angulo-accion.

Frecuencia del
movimignto.

Transformacién
canodnica.

Ejemplo.

Oscilador armodnico

as ) as
Hlgp=2 1% 19
(qp 2 ) ot

aS(q,a,t) _

de =/

oS{g, ot

o= (ga)
q

oW
s = e—— :E
[qp 6@)

oW (q,E)
oF
ow(q,E

JOACED

oq

=

=f4cfe

2
P 7 g m
H=—24+U = Wlg,E)=| d «’2 E-U = —_—_—
2m+ (9) (0.) Lﬂ a2 ) frcte ‘[%quZm(E—U)

I=ﬁ§>pdq

_ 1 on()
oz Bl

H(q, p= a;;, ) =E(1) - W(qaD)=W(q.E(I)

2

H=%+U(q) - I:—i)—j:,/%n(E—U(q))dq:](E) > E=E(I);v

oW,
WI((LI):I\/QN?(E(I)MU(Q))(IQ N = af{
2
H=2slig > me iyt R
2m 2 m 2 N\ m

. 27
q= siny ; =+21km cosy ; =2xvit—t
7 ,/m wi  p=v2kmcosy 5 y=2xv(t-1)

1 o

2 oI




4. Sistemas Un sistema de » grados de lbertad decimos que es integrable (o integrabie de
integrables. | iville) si existen # constantes del movimiento, 7, (g, p)=cte i=1,...n, funcionalmente
independientes en involucion.

Particula libre.  Tenemos tres conjuntos de fres constantes en involucion: (i) p, (i) E,£,£,, (i)
E LA, pA.

5.Variables angulo- Sean €, & =1,...» circuitos de integracion topologicamente independientes:

accion en n grados
de libertad. P, hdvi+-+§, Ldy, =, pda, +..+§, p,dg,

Teorema de Amnold  En un sistema infegrable, un movimiento
acotado en el espacio de fases esta
confinado en un subespacio de dimensién
n topoldgicamente equivalente a un toro.

Winding number  Es el cociente entre frecuencias asociadas a distintas variables angulo: Q= @, /@, .

Si 2 es racional la trayectoria es periddica.

caracteristica para H:L

6. Ecuacion
potencial central. 2m (

i R AT AR
D+ 2 J+V(r) - 7 ([ e ) + 3 [ 6;6} ]+V(r) E

W (r,,E L) = ¢€+Jdr'\/2n1(E—V(:')) —f;

Momentos.

EZ
py =L prz\/ZJ'n(E—V(I))—r—z
Trayectoria fer mdr
¢U:¢_j' 2J = 1+rozj\/ =
L A2mE-V - 2l E-V(r))-=
7 m( (r)) 3 m( (r)) 2
5. Potencial 1 2
central en varibles 7 —¢ I =—<§)a’r\/2m(EHV(r))u%
angulo-accién. 2 r
El problema de 2 2 553
Kepler V= - kv Feo_ Mk yr:%:l: mk _ b 28
T 2ﬂ(Ir+]¢) 7kt m



