
25 1. Conceptos fundamentales

Problemas propuestos

Problema 1.1. Si X ,Y,Z son operadores, demostrad las propiedades siguientes utilizando la
notación de bras y kets.

a) (XY )† = Y †X† y más generalmente(XY · · ·Z)† = Z† · · ·Y †Z†

b) Tr{XY}= Tr{Y X} y más generalmente Tr{XY · · ·Z}= Tr{ZXY · · ·}
c) Tr{|ψ〉 〈φ |}= 〈φ |ψ〉

Problema 1.2. Hemos estudiado que el conjunto de operadores que actúan sobre un espacio de
Hilbert H forman, a su vez, otro espacio vectorial y que si{|a〉} es una base deH , entonces
los operadores|a′〉〈a | forman una base de los operadores, y que∀X , X = ∑a′a Xa′a |a′〉〈a | con
Xa′a = 〈a′|X |a〉. Pero no hemos definido un producto escalar de operadores. Comprobad que si
definimos el producto escalar de dos operadores como

〈X ,Y 〉 ≡ Tr
{

X†Y
}

,

se satisfacen los axiomas generales del producto escalar

〈X ,Y 〉= 〈Y,X〉∗

〈X ,X〉 ≥ 0 y 〈X ,X〉= 0 sii X = 0.

Además la base|a′〉〈a | es ortonormal, en el sentido de que

Tr
{

(∣

∣b′
〉〈

b
∣

∣

)† ∣
∣a′

〉〈

a
∣

∣

}

= δabδa′b′

y Xa′a = Tr
{

(|a′〉〈a |)† X
}

Problema 1.3. Utilizando el teorema espectral, dad una expresión para exp(iλA), siendoλ una
constante real yA un operador hermítico con valores propios conocidos. Si en una base dada
{|1〉 , |2〉} la representación matricial deA, esA11= A22= 0, A12= A21= 1, calculad exp(iλA)
en la misma base. Dad el resultado en forma matricial y en términos de los bras y kets de la
base.

Problema 1.4. El Hamiltoniano de un sistema de dos estados viene dado por

H = a(|1〉〈1|− |2〉〈2|+ |1〉〈2|+ |2〉〈1|)

siendoa una constante con dimensiones de energía. Encontrad los autovalores deH y los vec-
tores propios correspondientes como combinaciones lineales de la base ortonormal formada por
|1〉y |2〉.

Problema 1.5. El operadorA viene caracterizado por su actuación sobre la base{|1〉 , |2〉 , |3〉},
de forma que

A |1〉= 1√
2
|2〉 , A |2〉= 1√

2
|1〉+ 1√

2
|3〉 , A |3〉= 1√

2
|2〉 .

¿Cuál es la representación matricial deA en esta base? ¿Es hermítico?
Encontrad los autovalores y sus correspondientes autovectores normalizados. ¿Hay degen-

eración?
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Problemes proposats

Problema 2.1. Suposem que una matriu 2× 2, X (que no és necessàriament ni hermítica ni
unitària) s’escriu com

X = a0I2 +−→σ ·−→a
on a0 i ai (i = 1,2,3) són constants, I2 és la matriu identitat 2×2 i ~σ són les matrius de Pauli.

a) Com es relacionen les constants a0,ai amb tr(X) i tr(σkX)?.
b) Obteniu aquestes constants en termes dels elements de matriu Xi j.

Problema 2.2. Construïu |~n;+〉 tal que

~S ·~n |~n;+〉= h̄

2
|~n;+〉

on~n = (sin(θ)cos(φ),sin(θ)sin(φ),cos(θ)). Expresseu el resultat com una combinació lineal
de |+〉 i |−〉 (|±〉 ≡ |ẑ;±〉 amb ẑ = (0,0,1)). Comproveu que el resultat es pot escriure com:

|~n;+〉= cos(
θ

2
) |+〉+ sin(

θ

2
)eiφ |−〉

Problema 2.3. Un sistema quàntic posseeix únicament 3 graus de llibertat. Siga {|1〉 , |2〉 , |3〉}
una base ortonormal de l’espai de Hilbert associat al sistema. En eixa base, el hamiltonià és (en
les unitats apropiades)

H =





0 1 0
1 0 0
0 0 1





A més, estan definits els observables donats per les matrius

A =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 y B =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .

Quin dels conjunts d’observables {H}, {H,A}, {H,A,B}, {A,B}, {H,B} és un CCOC (conjunt
complet d’observables compatibles)? En els casos en que siga complet, calculeu i classifiqueu
la base.

Problema 2.4. Usant
[

~X ,U(~ℓ)
]

=~ℓU(~ℓ)

on U(~ℓ) és l’operador de translacions, vegeu com canvia el valor esperat de ~X en un estat
arbitrari sota aquesta translació. És a dir, trobeu la relació entre 〈ψ|~X |ψ〉 i ℓ 〈ψ|~X |ψ〉ℓ, amb
|ψ〉ℓ = U(~ℓ) |ψ〉.

Problema 2.5. Un oscil·lador quàntic es troba a l’estat |ψ〉 = 1√
2
|0〉+ i

2 |1〉+ 1
2 |2〉, amb |n〉

estats propis del hamiltonià, H |n〉= h̄ω(n+ 1
2) |n〉.

Calculeu el valor esperat de P i de X i el producte d’incerteses ∆x∆p. Comproveu que se
satisfà la relació d’incertesa.
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Problemas propuestos

Problema 3.1. Sea un sistema físico con 4 grados de libertad . Los observables{A,B} forman
un CCOC, de manera que podemos formar una base{|1,3〉 , |1,4〉 , |2,3〉 , |2,4〉}caracterizada
por los valores propios:1 y 2 de A y3 y 4 de B. Considerad un conjunto mezcla con pesos3/7
y 4/7 de los estados1√

2
(1,1,0,0) y (0,0,0,1) , expresados en la base anterior.

a) Escribid la matriz densidad correspondiente.
b) Encontrad su descomposición espectral.
c) Construid los proyectores sobre cada subespacio propio de la matriz densidad.
d) Calculad los valores esperados de A y B en el estado mezcla.
e) Calculad la probabilidad de que una medida de A de el valor1.
f) Calculad la probabilidad de que, al medir A y B se obtenga2 y 4 respectivamente.

Problema 3.2. Utilizando los mismos datos del problema anterior, determinad:
a) La probabilidad de obtener3 en una medida de B si antes de ha hecho una medida

filtrante de A para el valor1.
b) La probabilidad de obtener3 en una medida de B si antes se ha hecho una medida no

filtrante de A.
c) La probabilidad de obtener1 en una medida de A si antes se ha hecho una medida de B

no filtrante.

Problema 3.3. Un oscilador cuántico se encuentra en el estado|ψ〉 = 1√
2
|0〉+ i

2 |1〉+ 1
2 |2〉

(ved problema 2.5). Si se hace una medida no filtrante de la energía, ¿cuál será el operador
densidad resultante de la medida? ¿Cuál será el valor esperado de p y de p2 en el conjunto
descrito por este operador densidad?

Problema 3.4. Un conjunto de partículas de spin 1/2 está en un estado descrito por el vector
de polarización~P. Si~n es un vector unitario en una dirección arbitraria, calculad :

a) El valor esperado del espín en esa dirección.
b) Las probabilidades de obtenerh̄

2 y− h̄
2 al medir el espín en esa dirección.

c) La polarización resultante si hacemos una medida no filtrante del espín en esa dirección.

Problema 3.5. Un haz de partículas de espín1/2 tiene el vector de polarización~Pi = (0,0,1).
Se mide la componente del espín en una dirección descrita porlos ángulos esféricosθ y φ ,
seleccionando el valor̄h2 . Si el vector de polarización final es~Pf =

1
2(
√

3/2,
√

3/2,1) :
a) ¿En qué dirección se hizo la medida?
b) ¿Cuál hubiese sido la matriz densidad si no se hubiese seleccionado ningún valor en la

medida realizada en la dirección obtenida en a)?
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Problemas propuestos

Problema 4.1. Consideremos el hamiltoniano de interacción de un electróncon un campo
magnético~B dirigido a lo largo del ejezy que se puede escribir comoH = ωSz , conω = eB

mec .
SupongamosB constante (campo estático y uniforme).

a) Determinad los valores y vectores propios deH.
b) Escribid el operador de evolución temporal y determinad la evolución de un estado que,

ent = 0, viene dado por|α >= c+ |+〉+c− |−〉.
c) Especificad la evolución temporal para el caso particularde que|α〉 sea el vector|Sx;+〉

. Para este caso, calculad las probabilidades de que, en el instantet, se encuentren los valores
± h̄

2 al medirSx.

Problema 4.2. Usando el hamiltoniano del problema anterior, encontrad laevolución temporal
de los operadores de espínSx(t),Sy(t) y Sz(t) , a partir de la ecuación de evolución de Heisen-
berg.

Problema 4.3. Un electrón está sometido a un campo magnético uniforme y constante dirigido
según la dirección del ejez positivo. Ent = 0, el electrón se encuentra en el estado propio de
~S.~n con valor propioh̄

2 con~n el vector unitario fijado por las coordenadas esféricasθ y φ = 0
(contenido en el planoxzy formando un ánguloθ con el ejez).

a) Obtened la probabilidad de encontrar al electrón en el estado consx =
h̄
2 como función

del tiempo.
b) Encontrad el valor esperado deSx como función del tiempo.
c) Verificad el resultado en los casosθ → 0 y θ → π/2 .

Problema 4.4. Una caja que contiene solo una partícula está dividida en doscompartimientos
(izquierda y derecha) por una división muy delgada. Si despreciamos las variaciones espaciales
en cada parte de la caja, podremos representar mediante|L〉(|R〉) el estado correspondiente a
encontrar la partícula con seguridad a la izquierda (derecha). El estado más general se puede
escribir como

|α〉= |R〉〈R|α〉+ |L〉 〈L|α〉

donde〈R|α〉 y 〈L|α〉 se pueden considerar como “funciones de onda”. La partículapuede pasar
de un lado al otro por efecto túnel; este efecto viene descrito por el hamiltoniano

H = ∆(|L〉〈R|+ |R〉〈L|)

con∆ un numero real.
a) Encontrad los estados propios deH normalizados y sus autovalores.
b) En la imagen de Schrödinger, fijamos los vectores base|L〉 y |R〉, y consideramos la

evolución temporal de los estados. Si el sistema está representado por|α〉 en t = 0 , encontrad
el estado|α, t0 = 0;t〉 parat > 0 aplicando el operador de evolución temporal.

c) Supongamos que ent = 0, la partícula se encuentra a la izquierda con certeza. ¿Cuál es
la probabilidad de encontrarla en este estado en función deltiempo?

d) Escribid las ecuaciones acopladas para las funciones de onda〈L|α, t0 = 0;t〉 y 〈R|α, t0 = 0;t〉.
Demostrad que las soluciones a las ecuaciones de Schrödinger acopladas son las esperadas del
apartado b).

e) Supongamos ahora que hemos cometido el error de escribir el hamiltoniano como

H = ∆ |L〉 〈R|

Resolviendo el problema general de la evolución temporal con este hamiltoniano, mostrad que
la probabilidad no se conserva.
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Problemas propuestos

Problema 5.1. Considerad un sistema de dos niveles conE1 < E2 , y con un potencial depen-
diente del tiempo que conecta los dos niveles, de la forma:

V11 =V22 = 0,V12= γeiωt ,V21= γe−iωt

conω real. Ent = 0 , sólo el nivel inferior está poblado, de forma quec1(0) = 1 , c2(0) = 0 .
a) Encontrad|c1(t)|2 y |c2(t)|2 resolviendo exactamente las ecuaciones diferenciales aco-

pladas parac1(t) y c2(t).
b) Repetid el cálculo utilizando teoría de perturbaciones dependientes del tiempo al orden

más bajo, y comparad con el apartado anterior para valores pequeños deγ. Considerad los casos
en queω es próximo aω21 y cuando es muy diferente.

Problema 5.2. Una partícula se encuentra, ent < 0 , en el estado fundamental de un oscilador
armónico. Ent = 0 se conecta una perturbación de la forma:

H ′(x, t) = Ax2e−t/τ

Utilizando teoría de perturbaciones dependientes del tiempo, calculad la probabilidad de
que, cuandot ≫ τ , el sistema haya hecho una transición a uno de los estados excitados.

Problema 5.3. Considerad un sistema compuesto por dos partículas de espín1/2 . Parat < 0 ,
el hamiltoniano no depende del espín y la energía se puede considerar como cero ajustando el
origen de energías. Parat > 0 , añadimos una perturbación dada por

H ′(t) =

(

4∆
h̄2

)

~S1~S2

El sistema se encuentra en el estado|+−〉 parat ≤ 0 . Calculad, como función del tiempo, la
probabilidad de encontrar el sistema en cada uno de los estados|++〉 , |+−〉 , |−+〉 y |−−〉 :

a) Resolviendo el problema exactamente.
b) En primer orden de teoría de perturbaciones dependientesdel tiempo. ¿En qué situación

se obtiene el resultado obtenido en el apartado anterior?.

Problema 5.4. Un átomo de hidrógeno en el estado fundamental (n = 1, l = 0,m = 0) se pone
entre las placas de un condensador, aplicando un campo eléctrico uniforme dirigido a lo largo
del eje z :

~E =

{

0si t < 0
~E0e−t/τ si t > 0

}

Utilizando teoría de perturbaciones dependientes del tiempo, calculad la probabilidad de encon-
trar el átomo, cuandot ≫ τ , en cada cual de los tres estados 2p (n = 2, l = 1,m = 0,±1). Haced
lo mismo para el estado 2s (n = 2, l = 0,m = 0).














