25 1. Conceptos fundamentales

Problemas propuestos

Problema 1.1. Si X,Y,Z son operadores, demostrad las propiedades siguientesndib la
notacion de bras y kets.

a) (XY)T=Y'X"y mas generalmenty ---2)" = zT...y'Z?

b) Tr{XY} =Tr{YX} y més generalmente {KY ---Z} = Tr{ZXY ---}

c) Tr{|y) (o[} = (l¥)
Problema 1.2. Hemos estudiado que el conjunto de operadores que actianwsobspacio de
Hilbert .72 forman, a su vez, otro espacio vectorial y qué¢|a) } es una base d&”, entonces
los operadore’) (a | forman una base de los operadores, y'@deX = ¥ 4 Xya /&) (a| con

Xaa = (&|X]a). Pero no hemos definido un producto escalar de operadoregprébad que Si
definimos el producto escalar de dos operadores como

(X,Y) = Tr{xTY} ,
se satisfacen los axiomas generales del producto escalar
<X7Y> = <Y7X>*

X,X)>0 y (X,X)=0 sii X=0.

Ademas la basg@') (a | es ortonormal, en el sentido de que
T{ (o) (b])"[a') (3 } = v

Y Xaa = Tr{(12) (a])"X }

Problema 1.3. Utilizando el teorema espectral, dad una expresion par@eip siendoA una
constante real YA un operador hermitico con valores propios conocidos. Sinenbase dada
{|1),|2)} la representacion matricial de esAj1 = Ao = 0,A12 = Ap1 =1, calculad exfiA A)
en la misma base. Dad el resultado en forma matricial y eninésrde los bras y kets de la
base.

Problema 1.4. EI Hamiltoniano de un sistema de dos estados viene dado por
H =a([1) (1] - [2) (2| + 1) (2[ +]2) (1))

siendoa una constante con dimensiones de energia. Encontrad msbares deH y los vec-
tores propios correspondientes como combinaciones ései@ la base ortonormal formada por

1Dy [2).

Problema 1.5. El operadotA viene caracterizado por su actuacion sobre la bdse|2), |3)},
de forma que
All) =

) AR = Y= ]2,

1 1
— 2 +—=3
75| 7519
¢, Cual es la representacion matricialiden esta base? ¢ Es hermitico?

Encontrad los autovalores y sus correspondientes autyesatormalizados. ¢Hay degen-
eracion?
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Armando Pérez Cariellas y Arcadi Santamaria Luna 50

Problemas propuestos

# Problema 2.1. Supongamos que una mairiz 2 x 2, X (que no es necesariamente ni hermitica ni
unitaria} se escribe como
X = agh +—C—)') g
donde ag iza; (i = 1,2,3) son constantes, I» es la mattiz identidad 2 x 2 y & son las matrices de

Pauli. .
a) Cémo se relacionan las constantes ag,q; con tr(X) y tr(opX)?. e
b) Obtened estas constantes en términos de los clementos de matriz X;;. vf

¥Problema 2.2. Construid

8.7 +> tal que

S+ = ;f]m +)

donde # = (sin(6) cos(¢), sin(@) sin(¢),cos(0)). Expresad el resultado como una combinacién
lineal de |+) y |—). Comprobad que el resultado se puede escribir como:

[855-+) = cos(9) 1) +sin(3)e )7

¥ Problema 2.3, Un sistema cudntico posee tnicamente 3 grados de libertad. Sea {]1},]2),|3)}
una base ortonormal del espacio de Hilbert asociado al sistema, En esa base, el hamiltoniano es

(en las unidades apropiadas)
: 0 10
H=[1020
0 01

Ademés, estdn definidos los observables dados por las matrices

10 0 111
A=[01 0 y B=|111].
00 —I 111

(Cual de los conjuntos de observables {H}, {H,4}, {H,4,B}, {4,B}, {H,B} es un CCOC
(conjunto completo de observables compatibles)? En los casos en que sea completo, calculad y
clasificad la base,

% Problema 2.4, Utilizando . L
[X, U(e)] g » ,
donde U(E ) es el operador de traslaciones, estudiad cémo cambia el valor esperado de X: enun
estado arbitrario bajo esta traslacién, Es decir, hallad la relacién entre (W] X |y) y ¢ (W|X|¥),,
con ) =U () ). v
Problema 2.5. Un oscilador cuantico se halla en el estado jy) = % 0y 4+ £]1) +12), siendo

|} los estados propios del Hamiltoniano, H 1) = Aw(n 1) |n).
Calculad el valor espetado de Py dé X, y el producto de indeterminaciones AvAp. Compro-
bad que se satisface la relacion de indeterminacion,

v’
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Problemes proposats

Problema 2.1. Suposem que una matriu 2 x 2, X (que no és necessariament ni hermitica ni
unitaria) s’escriu com
H
X=ayh+ o - a

onagia; (i=1,2,3) sén constants, I, és la matriu identitat 2 X 2 i & s6n les matrius de Pauli.
a) Com es relacionen les constants ag,a; amb tr(X) i tr(0;X)?.
b) Obteniu aquestes constants en termes dels elements de matriu X;;.

Problema 2.2. Construiu

7, +) tal que

S-n

. h
”§+>:E

on 7i = (sin(0)cos(¢),sin(0)sin(¢),cos(0)). Expresseu el resultat com una combinaci6 lineal
de |+)i|—) (J£) =|2;£) amb Z = (0,0, 1)). Comproveu que el resultat es pot escriure com:

o 0 . 6.

is+) = cos(5) [+) +sin(2 el |-)

Problema 2.3. Un sistema quantic posseeix dnicament 3 graus de llibertat. Siga {|1),|2),|3)}
una base ortonormal de I’espai de Hilbert associat al sistema. En eixa base, el hamiltonia és (en
les unitats apropiades)

111
y B=|11"1
111

Quin dels conjunts d’observables {H}, {H,A}, {H,A,B}, {A,B}, {H,B} és un CCOC (conjunt
complet d’observables compatibles)? En els casos en que siga complet, calculeu i classifiqueu
la base.

Problema 2.4. Usant . B
[x, U(z)} = 7U(7)

on U (Z ) és I'operador de translacions, vegeu com canvia el valor esperat de X en un estat
arbitrari sota aquesta translacié. Es a dir, trobeu la relacié entre (y|X |y) i /(y|X |y),, amb

V) =U(0)|w).
1 1

Problema 2.5. Un oscil-lador quantic es troba a I'estat |y) = —=0) + L11) + 5 2), amb |n)

estats propis del hamiltonia, H [n) = io(n+ 1) |n).
Calculeu el valor esperat de P i de X i el producte d’incerteses AxAp. Comproveu que se
satisfa la relacié d’incertesa.
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Problemas propuestos

Problema 3.1. Sea un sistema fisico con 4 grados de libertad . Los obsexgéhl B} forman
un CCOC, de manera que podemos formar una Hake) ,[1,4),|2,3), |2,4) } caracterizada
por los valores propiosl y 2 de A y3y 4 de B. Considerad un conjunto mezcla con pe&as
y4/7 de los estado%(l, 1,0,0)y(0,0,0,1) , expresados en la base anterior.

a) Escribid la matriz densidad correspondiente.

b) Encontrad su descomposicion espectral.

c) Construid los proyectores sobre cada subespacio propia anatriz densidad.

d) Calculad los valores esperados de Ay B en el estado mezcla.

e) Calculad la probabilidad de que una medida de A de el valor

f) Calculad la probabilidad de que, al medir A y B se obte2ged respectivamente.

Problema 3.2. Utilizando los mismos datos del problema anterior, detead:

a) La probabilidad de obteneB en una medida de B si antes de ha hecho una medida
filtrante de A para el valod.

b) La probabilidad de obtene3 en una medida de B si antes se ha hecho una medida no
filtrante de A.

c) La probabilidad de obtenet en una medida de A si antes se ha hecho una medida de B
no filtrante.

Problema 3.3. Un oscilador cuantico se encuentra en el estago = % |0) + Iz 1) + % 12)
(ved problema 2.5). Si se hace una medida no filtrante de legéne; cudl sera el operador
densidad resultante de la medida? ¢ Cuél sera el valor esjped® p y de pen el conjunto
descrito por este operador densidad?

Problema 3.4. Un conjunto de particulas de spin 1/2 esta en un estado degwor el vector
de polarizaciérP. Sifi es un vector unitario en una direccién arbitraria, calcdla

a) El valor esperado del espin en esa direccion.

b) Las probabilidades de obtengry —g al medir el espin en esa direccion.

c) La polarizacion resultante si hacemos una medida no fiteael espin en esa direccion.

Problema 3.5. Un haz de particulas de esplri2 tiene el vector de polarizaciéd = (0,0, 1).
Se mide la componente del espin en una direccion descritéoopangulos esférico8 y ¢ ,
seleccionando el vald} . Si el vector de polarizacion final € = 3(1/3/2,1/3/2,1) :

a) ¢ En qué direccion se hizo la medida?

b) ¢ Cual hubiese sido la matriz densidad si no se hubiesedef@do ningun valor en la
medida realizada en la direccion obtenida en a)?
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Problemas propuestos

Problema 4.1. Consideremos el hamiltoniano de interaccion de un eleaoinun campo
magnética dirigido a lo largo del eje y que se puede escribir corib= wS, , conw = @:
Supongamo8 constante (campo estatico y uniforme).

a) Determinad los valores y vectores propios{de

b) Escribid el operador de evolucién temporal y determiaaevblucion de un estado que,
ent = 0, viene dado poja >=c, |+)+c_|-).

c) Especificad la evolucion temporal para el caso partiddague/a) sea el vectofS;; +)
. Para este caso, calculad las probabilidades de que, estahiet, se encuentren los valores
+1 al medirs..

Problema 4.2. Usando el hamiltoniano del problema anterior, encontraddducion temporal
de los operadores de es8t),S,(t) y S;(t) , a partir de la ecuacion de evolucion de Heisen-
berg.

Problema 4.3. Un electron esta sometido a un campo magnético uniforme staote dirigido
segun la direccién deI eppositivo. Ent = 0, el electron se encuentra en el estado propio de
Sii con valor proplc} confi el vector unitario fijado por las coordenadas esférggsp = 0
(contenido en el plangzy formando un angul®é con el ejez).

a) Obtened la probabilidad de encontrar al electron en atlestons, = g como funcion
del tiempo.

b) Encontrad el valor esperado 8ecomo funcion del tiempo.

c) Verificad el resultado en los casfs+>0y 6 — /2 .

Problema 4.4. Una caja que contiene solo una particula esta dividida ecaopartimientos
(izquierda y derecha) por una division muy delgada. Si éds@mos las variaciones espaciales
en cada parte de la caja, podremos representar mediagte)) el estado correspondiente a
encontrar la particula con seguridad a la izquierda (dejed estado mas general se puede
escribir como

ja) = IR) (Rja) +[L) (L|a)
donde(Rja) y (L|a) se pueden considerar como “funciones de onda”. La partcidde pasar
de un lado al otro por efecto tlnel; este efecto viene desgoit el hamiltoniano

H = A(IL) (Rl +[R) (L)

conA un numero real.

a) Encontrad los estados propiosHi@ormalizados y sus autovalores.

b) En la imagen de Schrddinger, fijamos los vectores biasg |R), y consideramos la
evolucion temporal de los estados. Si el sistema esta ergeed pota) ent = 0, encontrad
el estad@,to = O;t) parat > 0 aplicando el operador de evolucion temporal.

c) Supongamos que én= 0, la particula se encuentra a la izquierda con certeza.l g8ua
la probabilidad de encontrarla en este estado en funciedebo?

d) Escribid las ecuaciones acopladas para las funcionesd@gloa,to = O;t) y (Rja,to = O;t).
Demostrad que las soluciones a las ecuaciones de Schrodogm@adas son las esperadas del
apartado b).

e) Supongamos ahora que hemos cometido el error de esthiaimdtoniano como

H=A[L) R

Resolviendo el problema general de la evolucion temporakeste hamiltoniano, mostrad que
la probabilidad no se conserva.
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93 5. Potenciales dependientes del tiempo

Problemas propuestos

Problema 5.1. Considerad un sistema de dos niveles Egr< E, , y con un potencial depen-
diente del tiempo que conecta los dos niveles, de la forma:

Vi1 =Vop = 0,Vip = ye® Vpy = ye 1@

conw real. Ent =0, sélo el nivel inferior esta poblado, de forma @q4é0) =1,c2(0) =0.

a) Encontradc; (t)|? y |ca(t)|? resolviendo exactamente las ecuaciones diferenciales aco
pladas para; (t) y c(t).

b) Repetid el céalculo utilizando teoria de perturbacioregseddientes del tiempo al orden
mas bajo, y comparad con el apartado anterior para valogeefies dg¢. Considerad los casos
en quew es proximo awp; Y cuando es muy diferente.

Problema5.2. Una particula se encuentra,teq 0, en el estado fundamental de un oscilador
armonico. En = 0 se conecta una perturbacion de la forma:

H'(x,t) = ACe /T

Utilizando teoria de perturbaciones dependientes delptieroalculad la probabilidad de
que, cuandd > T, el sistema haya hecho una transicion a uno de los estadtesd®sc

Problema 5.3. Considerad un sistema compuesto por dos particulas de¥HgpiRara < 0,
el hamiltoniano no depende del espin y la energia se pued@eoar como cero ajustando el
origen de energias. Para 0, afladimos una perturbacion dada por

4NN - -
- ()8
El sistema se encuentra en el estade-) parat < 0 . Calculad, como funcion del tiempo, la
probabilidad de encontrar el sistema en cada uno de lososstad) , [+—) , [—+) Yy |——) :
a) Resolviendo el problema exactamente.
b) En primer orden de teoria de perturbaciones dependidatéi®mpo. ¢ En qué situacion
se obtiene el resultado obtenido en el apartado anterior?.

Problema 5.4. Un atomo de hidrégeno en el estado fundamemtat {,| = 0,m= 0) se pone
entre las placas de un condensador, aplicando un campdagaatiforme dirigido a lo largo

deleje z:
E_ Osit<O
T | Epe/Tsit>0

Utilizando teoria de perturbaciones dependientes depiiesalculad la probabilidad de encon-
trar el atomo, cuando> 7, en cada cual de los tres estadosi2g@,| =1, m=0,+1). Haced
lo mismo para el estado 28 £ 2,1 = 0,m=0).
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