
Problemas de Teoŕıa Cuántica de Campos
Grado de F́ısica 2010 - 2011

1. Comprobar que el tensor totalmente antisimétrico εµνρσ satisface las identidades:

a) εαβµν εαβρσ = −2
(
gµρ g

ν
σ − gµσgνρ

)
b) εαβγµ εαβγν = −6 gµν

c) εαβγδ εαβγδ = −24

2. En el sistema en reposo kµ = (m,~0) definimos el cuadrivector polarización sµ = (0, ~n),

con ~n 2 = 1. Demostrar que en el sistema en movimiento, kµ = (E,~k), el cuadrivector sµ

viene dado por

sµ =

(
~k ~n

m
, ~n+

(~k ~n)~k

m (E +m)

)
.

3. Considerar el proceso de colisión a+b→ 1+2, en función de las variables de Mandelstam
s = (pa + pb)

2, t = (pa − p1)
2 y u = (pa − p2)

2.

a) Demostrar que s+ t+ u = m2
a +m2

b +m2
1 +m2

2 .

b) Demostrar que en el sistema Centro de Masas el ángulo de dispersión entre los
trimomentos ~pa y ~p1 satisface la relación

cos θ =
s(t− u) + (m2

a −m2
b)(m

2
1 −m2

2)

λ1/2(s,m2
a,m

2
b) λ

1/2(s,m2
1,m

2
2)

.

c) Demostrar que la condición cos2 θ ≤ 1 restringe el rango f́ısico de variación de la
variable t: t+ ≤ t ≤ t− , donde

t± =
1

4s

{
(m2

a −m2
b −m2

1 +m2
2)

2 −
[
λ1/2(s,m2

a,m
2
b)± λ1/2(s,m2

1,m
2
2)
]2}

.

d) Expresar las enerǵıas, trimomentos y ángulos de dispersión en el Sistema Laborato-
rio, pµb = (mb,~0 ), en función de s, t y u.

e) Relacionar los sistemas Laboratorio y Centro de Masas mediante un boost a lo largo
de la dirección de movimiento de la part́ıcula b. Obtener las enerǵıas y trimomentos
en Centro de Masas a partir de los resultados en el Laboratorio.

f ) Demostrar que para part́ıculas muy energéticas (
√
s� mi)

tan θL1 ≈
2mb√
s

tan
θ

2
,

donde θL1 es el ángulo de dispersión de la part́ıcula 1 en el sistema Laboratorio.
Comprobar que esta relación es exacta en el caso ma = mb = m1 = m2.
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4. Considerar la desintegración a dos part́ıculas A → 1 + 2. Calcular las enerǵıas y trimo-
mentos de las part́ıculas finales en el sistema en reposo de la part́ıcula A.

5. Considerar la desintegración A → 1 + 2 + 3, en función de las variables invariantes
ti ≡ (P − pi)2 = (pj + pk)

2 ≡ sjk, donde P µ es el cuadrimomento de la part́ıcula A y los
ı́ndices i 6= j 6= k etiquetan los cuadrimomentos de las 3 part́ıculas finales.

a) Demostrar que t1 + t2 + t3 = M2
A +m2

1 +m2
2 +m2

3 .

b) Calcular las enerǵıas y trimomentos de las part́ıculas finales en el sistema en reposo
de la part́ıcula A, P µ = (MA,~0 ).

c) Tomando como variables independientes s13 y s23, demostrar que el rango cinemático
permitido para estas variables viene dado por:

s+
23 ≤ s23 ≤ s−23 , (m1 +m3)

2 ≤ s13 ≤ (MA −m2)
2 ,

donde

s±23 =
1

4s13

{
(M2

A −m2
1 −m2

2 +m2
3)

2 −
[
λ1/2(M2

A, s13,m
2
2)± λ1/2(s13,m

2
1,m

2
3)
]2}

.

d) Representar gráficamente la región cinemática permitida en el plano (s13, s23) (dia-
grama de Dalitz). Particularizar el resultado en los casos

m1 = m2 = m3 = 0

m1 = m, m2 = m3 = 0

m1 = m3 = m, m2 = 0

6. Considerar una part́ıcula libre de masa m, que en t = 0 se encuentra en la posición ~x0. Es-
tudiar la amplitud de probabilidad cuántica de encontrar la part́ıcula en la cuadriposición
(t, ~x) en los casos

a) no-relativista: E = ~p 2/(2m) ,

b) relativista: E = +
√
m2 + ~p 2 .

Discutir el resultado obtenido para puntos que no están conectados causalmente (separa-
ción de tipo espacial |~x− ~x0| > t).

7. Estudiar la colisión de una part́ıcula sin esṕın, descrita por el campo de Klein-Gordon,
con un potencial escalón V (z) = V0 θ(z).

8. Reescribir la ecuación de Klein-Gordon como [ θ ≡ 1
2

(φ+ i
m
φ̇) , χ ≡ 1

2
(φ− i

m
φ̇) ]

i
∂Φ

∂t
= H0 Φ ; Φ =

(
θ

χ

)
; H0 = −

→
∇2

2m

[
1 1

−1 −1

]
+ m

[
1 0

0 −1

]
.

Utilizando el cambio de variable φ ≡ e−imtφ̃, estudiar el ĺımite no relativista, ~p � m, y
comprobar que se obtiene la ecuación de Schrödinger. Calcular las primeras correcciones
relativistas.
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9. Demostrar las identidades:

a) γ5 σ
µν = i

2
εµνρσ σρσ

b)
[
σαβ, γµ

]
= −2i

(
gµαγβ − gµβγα

)
10. Demostrar las siguientes propiedades del álgebra de matrices de Dirac (/a ≡ aµγ

µ):

a) γµγµ = 4 I4

b) γµγνγµ = −2 γν

c) γµγνγργµ = 4 gνρ

d) σµνσµν = 12 I4

e) γµγ5γµ = −4 γ5

f ) γµγνγ5γµ = 2 γνγ5

g) σµνγ5σµν = 12 γ5

h) γµσρσγµ = 0

i) γµγνγρ + γργνγµ = 2 [gµνγρ − gµργν + gνργµ]

j ) γµγνγργσγµ = −2 γσγργν

k) γµγνγργσγτγµ = 2 (γσγργνγτ + γτγνγργσ)

l) γµ/aγµ = −2 /a

m) γµ/ab/γµ = 4 a · b = 4 aµbµ

n) γµ/ab/c/γµ = −2 c/b//a

ñ) γµ/ab/c//dγµ = 2 (c/b//a/d+ /d/ab/c/) = 2 (b/c//d/a+ /a/dc/b/)

o) /ab/ = 2 a · b− b//a

p) /a/a = a2

11. Demostrar las siguientes identidades:

a) Tr (γµ) = 0

b) Tr (γµγν) = 4 gµν

c) Tr (γµ1γµ2 . . . γµ2k+1) = 0

d) Tr (γµγνγργσ) = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

e) Tr (/ab/) = 4 a · b
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f ) Tr ( /a1 /a2 /a3 /a4) = 4 [(a1 · a2) (a3 · a4)− (a1 · a3) (a2 · a4) + (a1 · a4) (a2 · a3)]

g) Tr ( /a1 /a2 · · · /a2k) = a1·a2Tr ( /a3 /a4 · · · /a2k)− a1·a3Tr ( /a2 /a4 · · · /a2k) + a1·a4Tr ( /a2 /a3 · · · /a2k)

− · · · + a1 · a2k Tr ( /a2 /a3 · · · /a2k−1)

h) Tr (γ5) = 0

i) Tr (γ5γ
µ1γµ2 . . . γµ2k+1) = 0

j ) Tr (γ5/ab/) = 0

k) Tr (γ5/ab/c//d) = −4 i εαβγδ aαbβcγdδ

l) Tr (γµ1γµ2 . . . γµ2k−1γµ2k) = Tr (γµ2kγµ2k−1 . . . γµ2γµ1)

12. El conjunto de 16 matrices Γn ≡ (I4 , iγ5 , γ
µ , γ5γ

µ , σµν) forman una base del espacio vec-
torial de las matrices de Dirac 4×4. Si definimos, Γn ≡ (Γn)−1 = (I4 , −iγ5 , γµ , γµγ5 , σµν),
comprobar que se satisfacen las siguientes propiedades:

a) γ0 (Γn)† γ0 = Γn , Tr (ΓnΓm) = 4 δnm (1 ≤ n,m ≤ 16) .

b) La expansión de una matriz 4× 4 arbitraria X en esta base viene dada por:

X =
1

4

∑
n

Tr (ΓnX) Γn .

c) Comprobar que el conjunto Γn forma una álgebra multiplicativa que no tiene más
elementos.

d) Estudiar las propiedades de transformación bajo el grupo de Lorentz de los bilineales
ψ̄ Γnψ.

13. Encontrar la matriz de transformación de un campo de Dirac, S(Λ), correspondiente a
un boost con velocidad v en la dirección ẑ.

14. Obtener la solución general de la ecuación de Dirac en un sistema de referencia arbitrario,
aplicando una transformación de Lorentz sobre las soluciones en el sistema en reposo.

15. Dadas dos soluciones arbitrarias de la ecuación de Dirac, ψ1(x) y ψ2(x), demostrar que
se cumple la siguiente identidad (descomposición de Gordon):

ψ̄2 γµ ψ1 =
i

2m

(
ψ̄2

↔
∂µ ψ1

)
+

1

2m
∂ν
(
ψ̄2 σµν ψ1

)
.

16. Demostrar que

ūs(~k1) γµ ur(~k2) =
1

2m
ūs(~k1)

[
(k1 + k2)µ + i (k1 − k2)

ν σµν

]
ur(~k2) .
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17. Estudiar la colisión de un electrón, con momento k y polarización +1
2

en la dirección ẑ,
con un potencial escalón V (z) = V0 θ(z).

18. Encontrar un Lagrangiano que genere las ecuaciones de

a) Schrödinger

b) Klein-Gordon

c) Dirac

19. Demostrar que el operador

Q = i
∑
i

Qi

∫
d3x

{
π†i (x)φ†i (x)− πi (x)φi (x)

}
es el generador (U = exp {iθQ}) de la transformación

φ′i(x) = U φi(x)U † = e−iθQi φi(x) , φ′†i (x) = U φ†i (x)U † = eiθQi φ†i (x) .

20. Demostrar que el operador momento angular

Mij =

∫
d3x

{
xi T 0j − xj T 0i + πm Σij φm

}
satisface [

Mij, φm(x)
]

= −i
(
xi∂j − xj∂i + Σij

)
φm(x) .

21. Considerar un campo de Klein–Gordon real.

a) Obtener las expresiones de los operadores cuadrimomento P µ y momento angular
Mµν en función de operadores creación y destrucción.

b) Comprobar que P µ y Mµν satisfacen las reglas de conmutación de los generadores
del grupo de Poincaré:

[P µ, P ν ] = 0 , [Mµν , Pα] = i (gµα P ν − gνα P µ) ,[
Mµν ,Mαβ

]
= i

(
gµαMνβ − gµβMνα − gναMµβ + gνβMµα

)
.

22. Suponer que cuantizamos el campo de Klein-Gordon real con reglas de anticonmutación
(en lugar de las reglas canónicas de conmutación):{

a(~k), a†(~k′)
}

= ∆~k~k′ ,
{
a(~k), a(~k′)

}
=
{
a†(~k), a†(~k′)

}
= 0 .

Demostrar que dados dos puntos espacio-temporales xµ e yµ separados espacialmente,
(x− y)2 < 0,

[φ(x), φ(y)] 6= 0 , {φ(x), φ(y)} 6= 0 ,

y por lo tanto no se satisface el requisito de microcausalidad.
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23. Considerar un campo de Dirac libre. Demostrar que en términos de operadores creación-
destrucción, el Hamiltoniano y el operador carga adoptan la forma

H =
∑
k,r

k0
(
a†r(
~k) ar(~k) − br(~k) b†r(

~k)
)
,

Q = Q
∑
k,r

(
a†r(
~k) ar(~k) + br(~k) b†r(

~k)
)
.

Interpretar f́ısicamente el resultado, suponiendo que cuantizamos el campo de Dirac con
a) conmutadores o b) anticonmutadores.

24. Comprobar que el operador densidad de corriente de la ecuación de Dirac, jµ(x) =
ψ̄(x)γµψ(x), satisface la relación

[jµ(x), jν(y)] = 0 , si (x− y)2 < 0 ,

como requiere el principio de microcausalidad para dos observables situados en puntos
del espacio-tiempo que no están conectados causalmente.

25. Definimos las componentes levógiras y dextrógiras del campo de Dirac ψ como

ψL ≡
1

2
(1− γ5) ψ , ψR ≡

1

2
(1 + γ5) ψ .

Comprobar que

a) γ5 ψL = −ψL y γ5 ψR = ψR.

b) ψL y ψR se transforman de forma independiente bajo transformaciones de Lorentz L↑+.

c) El Lagrangiano de Dirac puede escribirse como

L = i ψL/∂ψL + i ψR/∂ψR − m
(
ψLψR + ψRψL

)
.

d) En el ĺımite de masa nula las ecuaciones de movimiento de ψL y ψR se desacoplan; ψL
describe entonces fermiones de helicidad negativa y ψR fermiones de helicidad positiva.

e) Reescribir tanto el Lagrangiano como las ecuaciones de movimiento en términos de
spinores de dos componentes, utilizando la representación de Weyl.

26. Considerar el Lagrangiano

LM = i ψL/∂ψL −
1

2
m
(
ψcLψL + ψLψ

c
L

)
donde ψcL ≡ C ψL

T
, con C la matriz de conjugación de carga.

a) Comprobar que γ5 ψ
c
L = ψcL. El campo ψcL describe por tanto un spinor dextrógiro.

b) Comprobar que LM es invariante bajo transformaciones de Lorentz L↑+.

c) Comprobar que el término de masas en LM solo existe si el campo ψL satisface reglas
de anticonmutación.



Problemas de Teoŕıa Cuántica de Campos 2010 – 2011 7

d) Escribir la ecuación de movimiento del campo ψL.

e) Comprobar que el término cinético es invariante bajo transformaciones de fase ψ′L =
eiθ ψL, mientras que el término de masas no lo es. Escribir la corriente de Noether asociada
y calcular su divergencia.

f) Definimos el campo ψM ≡ ψL + ψcL, que satisface ψM = ψcM . Comprobar que (salvo
derivadas totales)

LM =
1

2
i ψM /∂ψM −

1

2
mψMψM .

g) Encontrar las ecuaciones de movimiento de ψM . Demostrar que describe fermiones que
son iguales a sus propios antifermiones, con las dos helicidades.

h) Reescribir todas las ecuaciones anteriores en términos de spinores de Weyl.

27. Considerar el Lagrangiano

L =
1

2
∂µΦ ∂µΦ− 1

2
M2 Φ2 +

1

2
∂µϕ∂µϕ−

1

2
m2 ϕ2 − g

2
Φϕ2 ,

que describe la interacción entre dos campos escalares reales. Calcular las amplitudes de
los procesos:

a) Φ(~p1)→ ϕ(~p2)ϕ(~p3).

b) Φ(~p1)Φ(~p2)→ ϕ(~p3)ϕ(~p4).

c) Φ(~p1)ϕ(~p2)→ Φ(~p3)ϕ(~p4).

d) ϕ(~p1)ϕ(~p2)→ ϕ(~p3)ϕ(~p4).

28. Estudiar el proceso elástico d) del problema anterior en el régimen cinemático Ei,m�M .
Construir un Lagrangiano efectivo L(ϕ), que solo incluya el campo ligero ϕ, y que genere
la misma amplitud de colisión a bajas eneǵıas (al orden más bajo en la constante de
acoplamiento g).

29. Considerar el Lagrangiano

L =
1

2
∂µΦ ∂µΦ− 1

2
M2 Φ2 + ∂µϕ† ∂µϕ−m2 ϕ†ϕ− gΦϕ†ϕ ,

que describe la interacción entre un campo escalar real (neutro) Φ y un campo complejo
(cargado) ϕ. Calcular las amplitudes de los procesos:

a) Φ(~p1)→ ϕ(~p2) ϕ̄(~p3).

b) Φ(~p1)Φ(~p2)→ ϕ(~p3) ϕ̄(~p4).

c) Φ(~p1)ϕ(~p2)→ Φ(~p3)ϕ(~p4).

d) ϕ(~p1)ϕ̄(~p2)→ ϕ(~p3) ϕ̄(~p4).
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30. Considerar la siguiente interacción entre un campo escalar real y un campo de Dirac:

L =
1

2
∂µΦ ∂µΦ− 1

2
M2 Φ2 + ψ̄ (i γµ∂µ −m) ψ − i g

(
ψ̄ γ5 ψ

)
Φ .

Calcular las amplitudes de los procesos:

a) Φ(~p1)→ ψ(~p2) ψ̄(~p3).

b) Φ(~p1)Φ(~p2)→ ψ(~p3) ψ̄(~p4).

c) Φ(~p1)ψ(~p2)→ Φ(~p3)ψ(~p4).

d) ψ(~p1)ψ̄(~p2)→ ψ(~p3) ψ̄(~p4).

31. Calcular las anchuras de desintegración y secciones eficaces correspondientes a los procesos
del problema anterior:

a) Γ(Φ→ ψ ψ̄).

b) σ(ΦΦ→ ψψ̄).

c) σ(Φψ → Φψ).

d) σ(ψψ̄ → ψψ̄).

32. Estudiar el proceso elástico d) del problema anterior en el régimen cinemático Ei,m�M .
Construir un Lagrangiano efectivo L(ψ), que solo incluya el campo de Dirac ligero ψ, y que
genere la misma amplitud de colisión a bajas eneǵıas (al orden más bajo en la constante
de acoplamiento g).

33. La desintegración del muón está descrita por el Lagrangiano de Fermi

LF =
GF√

2
[ē γα (1− γ5) νe] [ν̄µ γα (1− γ5) µ] .

a) Estimar Γ(µ− → e−ν̄eνµ) mediante argumentos dimensionales.

b) Calcular la vida media del muón.

34. En el modelo estandar electrodébil, los acoplamientos leptónicos del bosón cargado W±

estan descritos por el Lagrangiano de interacción

LW =
g

2
√

2

{
W †
α

∑
l=e,µ,τ

[ν̄l γ
α (1− γ5) l] + h.c

}
.

a) Calcular las anchuras de desintegración leptónicas Γ(W− → l−ν̄l), l = e, µ, τ .

b) Comparar los resultados con las medidas experimentales y obtener un test cuantitativo
de la universalidad de la interacción: la constante de acoplamiento g es la misma para los
3 leptones.

c) Relacionar la constante electrodébil g con la constante de Fermi GF .































































































































































Desintegración en vuelo de un muón en la cámara de niebla del IFIC

La identificacion la realicé en una práctica del laboratorio de F́ısica Nuclear (en noviembre de 2010).
Se hace una selección de los tres candidatos más visibles, que se presentan en las figuras a continuación.
Las imágenes no tienen buena definición, por lo que se ha marcado con una ĺınea amarilla paralela a
las trazas del suceso. Las trazas corresponden al muón (mas gruesa el ser más pesado) y el electrón
(más fina). Ambas son bastante rectas y se distinguen de otros sucesos por la forma de L, la secuencia
gruesa-fina y la poca desviación de la trayectoria. Por otro lado, los neutrinos no dejan traza visible.

(a) BG-03:16,71 (b) BG-03:16,87 (c) BG-03:17,11

(a) BL1-00:02,16 (b) BL1-00:02,24 (c) BL1-00:02,32 (d) BL1-00:02,64

(a) BG-00:54,88 (b) BG 00:54,96 (c) BG 00:55,04 (d) BG 00:55,36

Fernando Hueso González
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Link a Memoria de la Cámara de Niebla de difusión: (se ve más en detalle la medida de la 
desintegración del muón)
http://mural.uv.es/ferhue/4o/fnp/labfnp_p3.pdf

http://mural.uv.es/ferhue/4o/fnp/labfnp_p3.pdf



